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In  einer  vor  langer  Zeit  erschienenen  Abhandlung  ttber  die  allgemeinste 
Gleichung  des  ersten  Grades  mit  vier   Unbekannten    (s.   diese  Zeitschrift, 
Bd.  XXII,  1877)  habe  ich  nachgewiesen,*  dass  die  Anzahl  der  Auflösungen 
einer  solchen  Gleichung  zum  Theil  von  zahlentheoretisch  interessanten  Aus- 
drücken abhängt,  welche  gewonnen  werden,  wenn  man  die  positiven  Beste 
der  Glieder  einer  gewissen  arithmetischen   Reihe  nach  einem   bestimmten 
Modal  mit  dem  zugehörigen   Index   multiplicirt  und   die  Producte  addirt 
An  Stelle   der  a.  a.  0.  für  derartige  Aggregate   gebrauchten   Bezeichnung 
„  Bestproductensamme "  scheint  mir  die  Benennung  „Bestreihen  zweiter  Ord- 
nung*^ passender.    Ich  bin  damals  den  Beweis  für  einige  Sätze  bezüglich  der 
Bestreihen  zweiter  Ordnung  schuldig  geblieben  und  will  deshalb  nun  eine  kurze, 
vor  mehr  als  einem  Jahrzehnt  von  mir  ausgearbeitete  Theorie  dieser  Best- 
reihen geben,  was  im  Hinblick  darauf  gerechtfertigt  erscheint,  dass  analoge 
Ausdrücke,  doch  höherer  Art,  sicherlich  bei  den  Gleichungen  mit  mehr  als 
vier  Unbekannten  auftreten  werden,  und  dass  die  dann  nothwendigeu  Sätze 
nnd  Beductionsformeln  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  hier  zu  entwickelnden, 
abgeleitet  werden  dürften.   Obschon  diese  Gleichungen  in  zahlentheoretischer 
Hinsicht  sehr  interessante  Besultate  versprechen,  haben  dieselben  doch  bis- 
her keine  weitere  Bearbeitung  gefunden;  nachdem  ich  in  der  angeführten 
Abhandlung  den  Weg  angegeben,   den  man  zur  Lösung  der   betreffenden 
Fragen  einschlagen  muss,   wandte  ich  mich  ganz  anderen  Studien  zu,   die 
eine  Fortsetzung  der  Arbeit  nicht  erlaubten. 

Es  ist,  wie  bei  allen  Problemen  der  unbestimmten  Analjsis,  für  das 
folgende  selbstverständlich,  dass  es  sich  immer  nur  um  ganze,  positive 
Zahlen,  eventuell  mit  Einschluss  der  Null,  handelt 


*  Eb  müssen  daselbst  S.  234  in  der  3.  Teztzeile  von  oben  zwischen  die  Worte 
„als  auch"  und  „je  zwei  der  Goefficienten"  die  Worte  „nach  Aosscheidong  der 
Torhergehenden  Theüer"  eingeschoben  werden. 

UiUc^n  t  Mathematik  a.  Ph,«ik  XXXII,  1.  ^.1.^.^^^  ^^  GoOgle 


2  Theorie  der  Restreihen  zweiter  Ordnung. 

1. 

Man  habe  unter  den  Bedingungen 

6>a    >0 

1)  6>d    >0 

5>»iA>0 

die  fundamentale  Congruenz 

2)  a  +  (Ä-  l)d  =  fnk  {mod  6). 

Unter  einer  Bestreihe  erster  Ordnung  will  ich  dann  die  Summe 

k=b 


8)  ..-^ 


verstehen;    eine  Bestreihe    zweiter  Ordnung  dagegen,    die    in  der   gegen- 
wärtigen Abhandlung  schlechthin  als  Bestreihe  bezeichnet  werden  mag,  wäre 


4)  0,=^} 


Da  die  Bestreihe  wesentlich  von  den  Grössen  a,  dy  h  abhängt,   soll 
sie  in  kurzer  Weise  künftig  durch  (a,  d)b  bezeichnet  werden. 

Man  hat  beispielsweise  zur  Berechnung  von  (4,  7)9  Folgendes: 
Ursprüngliche  Beihe    4,  11,  18,  25,  32,  39,  46,  53,  60; 
Beste  mod  9  ....    4,    2,    0,     7,    5,    3,     1,     8,     6; 

Indices 1,     2,    3,    4,    5,     6,    7,     8,     9; 

Bestreihe(4, 7)9=1. 4+2. 2+3. 0+4.7+5. 5+6.3+7.1  +  8. 8+9. 6=204. 
Für  einzelne  sehr  einfache   Fälle  lässt  sich    (a,  d)b  leicht  darstellen. 
So  hat  man  für  (0,  1)^  aus  der  Congruenz  2) 
6)  mk^Jc—l, 

Femer  ist  für  (6  —  1,  6  —  1  )*  aus  jener  Congruenz 


yx  (  fnk=    '-'k{modh) 

1  f»fr  = 


so  dass  ^_^ 


8) 


b-k, 

_b(b+l)(h-l)_l 


(.-M-l)»=^.(6-*)  =  ^-i^±^^^^  =  J(0,l). 


Es  wird  sich  später  ergeben,  dass  eine  Darstellung  von  {a,  d)h  durch 
die  Grössen  a,  d,  6  allein  im  Allgemeinen  nicht  möglich  ist. 

2. 

Zwei  Bestreihen  (a,  i)b  und  (a,  d)b  mögen    complementär   heissen, 
wenn  die  Gleichungen  erfüllt  sind 

^^  U  +  (r=6. 
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Complementäre    Restreihen    ergänzen    sich    zu    einer    nnr 

blh  +  Dib  —  l) 
Yom  Modul  abhängigen   Grösse,   nämlich  — ^ ^ 

Es  sei,  wie  früher, 

^  \a'+(Ä;-l)rf'=6-l-a  +  (Ä;- !)(&-(?)  =  «*. 

Daraus  durch  Addition 

11)  mit  +  nit  =  — 1. 

Aus  den  Bedingungen,  welchen  die  Beste  mk  und  n^  unterworfen 
sind,  folgt 

12)  0Cmk  +  nk<2b-2, 
oder  mit  Rücksicht  auf  II) 

13)  0<Wik  +  w*<26- l, 

14)  f»ib  +  tJ*  =  5  —  1. 
Daher 

k=zb 

15)  (a,  d)t  +  (a,  d'h  =  >/* (m,  +  n,)  =  ^(^  +  y(^-^). 

Ein  Beispiel  hierfür  bieten  die  in  1.  berechneten  Werthe  von  (0,  1)»  und 
(6  —  1 ,  6  —  l)ft.  Für  die  praktische  Anwendung  wäre  es  bequem,  Tabellen  zu 
besitzen,  welche  die  Werthe  der  Restreihen  für  die  verschiedenen  Moduli  bis  zu 
einer  gewissen  Grösse  der  letzteren  enthielten.  Ich  habe  solche  Tabellen  in 
grösserer  Anzahl  berechnet,  allein  der  Raum  verbietet,  dieselben  hier  mit- 
zutheilen.  Es  mag  für  die  folgenden  Betrachtungen  angenommen  werden, 
dass  die  Tabellen  vorlägen,  und  dass  der  horizontale  Eingang  derselben 
die  Werthe  d  von  l  bis  (b  —  1),  der  verticale  die  Werthe  a  von  0  bis  (6  —  1) 
enthalte.  Man  übersieht  dann  sofort,  dass  der  eben  bewiesene  Satz  bei 
der  Aufstellung  der  Tabellen  die  ganze  Berechnungsarbeit  zunächst  auf 
etwa  die  Hälfte  reducirt. 

3. 

In  jeder  Verticalcolonne    einer   Tabelle   ist   die  Summe  s 

aller  Bestreihen    constant,   nämlich  j 

Man  erhält  s  durch  die  Summation 

os=»-l 


16)  s^^{a,d),, 


da  für  dieselbe  Colonne  d  constant  ist.     Daraus 
17)  ^=^    yjkm/c^^^k.^mk. 

«=0     *3  1S\        0=0 

Aus  der  Congruenz,  welche  mk  bestimmt,  geht  hervor,  dass,  wenn  a 
die  Reihe  0  bis  b—1    durchläuft,    die    Reste  tnk   mit    dieser   nämlichen 
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18)  ^m,^ 
id 

19)  s  = 
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Reihe    in    einer   gewissen    Ordnung    zusammenfiallen ,    woraus    man    sofort 
schliesst,  dass 

b{b-i) 

and 

6«(6  +  i;(6-l) 

4 

Man  hat  mit  Bttoksicht  auf  1.  auch 

20)  ,  =  ^.(0,1).=^. (6-1,  5-1)^. 

Der  Satz  bezüglich  s  bietet  eine  bequeme  Controle  bei  Aufstellung  der 
Tabellen. 

4. 

Ist  h  eine  Primzahl,  so  ist  in  jeder  Horizontalreihe  die 
Summe  8  der  Bestreihen  durch  den  Modul  und  a  darstellbar, 
nämlich 

^._&(d  +  2)(&-l)«      a&(&-l) 
^i)  s ^  2 

Man  hat  hier  rf=4— i 

22)  s=:^yj{a\  d), 

zu  bilden.     Dafür  kann  geschrieben  werden 

23)  5'  =^,     Xi  *»»*=^  w»,  +^,  Ä  .^  wjt. 

Aus  der  für  mit  geltenden  Congruenz  folgert  man,  dass,  wenn  d  bei 
constantem  a  und  hy  während  h  eine  Primzahl,  alle  Werthe  1  bis  5  —  1 
durchläuft ,  die  mu  die  Zahlenreihe  von  0  bis  2>  —  1 ,  jedoch  mit  Ausschluss 
von  a ,  welches  d^O  entspräche ,  darstellen.  Berücksichtigt  man  nun  noch, 
dass  my^=^a  ist,  so  kommt  nach  sehr  einfacher  Reduction  zum  Vorschein 

Die  Summen  der  aufeinanderfolgenden  Horizontalreihen  bilden  daher, 
im  Falle  der  Modul  eine  Primzahl  ist,  eine  arithmetische  Beihe  erster  Ord- 
nung mit  der  Differenz         ^ Auch  dieser  Satz  kann  zur  Verification 

einzelner  Tabellen  benutzt  werden. 

5. 

Es  wird  später  gezeigt  werden,  wie  der  Fall,  wenn  b  und  d  nicht 
relatiy  prim  zu  einander  sind,  auf  den  zurückgeführt  werden  kann,  wo  sie 
theilerfremd  sind.  Deshalb  mögen  hier  einige  Sätze  gegeben  werden,  die 
sich  auf  den  letzteren  Fall  beziehen. 
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Beductionen  einzelner  Colonnenglieder  in  den  Tabellen  aufeinander 
giebt  folgender  Satz: 

Sind  h  nnd  d  relativ  prim,  so  hat  man  stets 

2o)  (h  -  r,  d)ft  =  (r  -  1,  d)t ^^ g  • 

Vergleicht  man  nämlich  (0,  d)b  und  (1,  d)»,   so  findet  sich  Folgendes. 

Da  h  nnd  d  relativ  prim  sind,  so  enthält  die  Reihe  der  Beste  tn/c  für 
(0,  d)t  alle  Zahlen  von  0  bis  6  —  1;  die  Reihe  der  Reste  fttr  (l,  d)b  wird 
dann  gefanden,  wenn  man  zu  den  entsprechenden  Resten  für  (0,  d)^  eins 
addirt;  hierbei  ist  nur  zu  berücksichtigen,  dass,  wenn  in  der  Reihe  der 
Beste  ftlr  (0,  d)^  das  l^**  Glied  6  —  1  heisst^  man  für  das  entsprechende 
Element  der  nächsten  Reihe  nicht  h,  sondern  0  nehmen  muss,  so  dass 

26)  (1, d)»  =  (0,  d)*  +  ^Jl+1>  -  ii,. 

Befindet  sich  in  der  Reihe  der  Reste  für  (1,  d^^  der  Rest  6  —  1  an 
der  l^^  Stelle»  in  der  für  (2,  d)*  an  der  l^^"  u.  s.  f.,  so  hat  man 


27) 


(Ä,  d)5  =  (Ä- 1,  d),+  5i^±Il  ^  5^^, 


Ä=  1,2,...  (6-1). 

Ist  der  Unterschied  der  Indices  von  6  —  1  und  6  —  2  in  der  Reihe  der 
Beste  für  (0,  d)^  gleich  u,  so  hat  man  offenbar,  abgesehen  von  etwa  hinzu- 
zufügenden Vielfachen  des  Moduls, 

oox  /  ^4  =  fe-i  -  u  =  ?!  -  (Ä  -  1)  ti, 

^^^  l         Ä  =  2,3,  ...(6-1).- 

In  der  Reihe  für  (6  — 1,  d)»  ist  6  —  1  das  erste  Glied,  also 

29)  fc=i  =  l. 

Da  man  aus  (6  —  1,  d)b  durch  die  oben  angegebene  Addition  wieder 
(Oy  d)^  erhält,  so  muss 

30)  2i  =  fc-i-t*, 

oder  mit  Hinzufügung  des  offenbar  nöthigen  6 

31)  Z,=  l-i*+6, 

32)  t*  =  6  +  f-Zi. 

Es  wird  also,  abgesehen  von  Vielfachen  des  Moduls, 

**^  t«»-r  =  li-(6-r-l)(6  +  l-l,), 

34)  lr  +  h-r'==2  +  hv. 

Sind  r  und  h  —  r  Terschiedea,  so  kSnnen  h  und  I)-r  nicht  gleich  sein, 
da  alle  l  die  Zahlenreihe  Ton  1  bis  h  bilden  müssen;  es  muss  also 

35)  lr  +  h-r>2 
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sein,  woraus  sich  anter  Berücksichtigung  des  ümstandes ,  dass  {a<^«  ^^^ 
V  also  in  34)  gleich  1  sein  muss,  genau  ergiebt 

36)  lr  +  h-r=^h  +  2. 

Setzt  man  yoraus,  dass 

37)  r<6-r, 

so  folgt  aus  27),  indem  man  yon  h  =  r  bis  ä  =  6  — r  summirt: 

Ist  h  ungerade,  so  wird 

39)  yik^yjh+yjik 

oder 

^)  ^  *A  =  >^,  V'h  +  tft-*)  = 2 

Ist  }>  gerade,  so  hat  man 

41)  yik=-y!{ik  +  h-k)  +  h:2 

oder 

"-'"      (6-2r)(5  +  2)^6  +  2      (&- 2r+ 1)  (6  +  2) 


42)  ^?*  = 
i  aus  36) 

43)  (6-r,c0»^(r-l,  d)i- 


2^2  2 

wie  man  aus  36)  erschliesst.    Man  hat  also  zunächst  allgemein  für  r  ^  6  —  r 

6(6-2r+l) 


2 

Ersetzt  man  hier  r  durch  h  ^r+lj  so  geht  die  Gleichung  in  sich 
selbst  über,  d.h.  die  Beschränkung  r<b  —  r  kann  man  fallen  lassen. 

Der  Satz  leistet,  wie  man  leicht  sieht,  bei  Berechnung  der  einzelnen 
Colonnen  einer  Tabelle  sehr  wesentliche  Dienste. 

6. 

Sind  h  und  d  relativ  prim ,  so  Iftsst  sich  noch  der  folgende  Satz  bezüg- 
lich der  Bestandtheile  einer  Colonne  aufstellen: 

Es  ist  immer,  unter  der  Toraussetzung  p  <d— 1, 
44)  (p,d)»  =  (d-p-l,d)». 

Es  sei  behufs  des  Beweises 

Ist  weiter 

46)  na  =  d— p— 1  {mod  6), 
d.  h. 

47)  n«  =  d— p  —  1  =mj, 
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so     lässt    sich     folgende     Zasammenstellung     aller     Reste     beider    Reihen 
machen : 

4g^         I  Wä— Wu+*-i  für  Ä=l,  2,  .  ..,  (&  — w  +  1), 

1»»»«„4.i+ä=wä  für  Ä=l,  2,  ...,  («— 1). 

Schreibt  man  die  beiden  Restreihen  zweiter  Ordnung  der  vorstehenden 
Vergleichung  entsprechend,  so  hat  man 

kz=b  k=ib  Jtrrft-u  +  l 


49) 


*=l  *=*  — u  +  2 


Hier  sind  in  den  ersten  Sammationen  rechts  je  zwei  mk  identisch, 
wobei  der  unterschied  ihrer  Coefficienten  k  immer  h  —  u+l  beträgt ;  Aehn- 
liches  gilt  von  den  zweiten  Sammationen,  bei  denen  dieser  unterschied 
gleich  —  (t«  —  ] )  ist.     Durch  Subtraction  erhält  man  daher 

k=b  k=b^u-{-\ 

(d  -p- 1,  d)b  -  {p,  ä)t=  (5  -  w  +  ] )^fnM  -  («  —  l)^fnk 


50) 


kz=b  k  =  b 

=  5^  f»)t—  (w  —  1)^  mk. 


Hier  ist  nun  zunächst 

k=b 


öl)  ifW*^*^ 2 — ^' 


Aus  den  ursprünglichen  Congruenzen  folgt  [48j] 

nk^x^p  +  hd  =  9nb-.u-{.h+2  {mod  h),     Ä  =  0,  1,  . . .,  (u  —  2), 


52)    { 


d—p—  l  +  (^— Ä  —  1)  =  Wä-a 
und 

53)  mb^u-\-h^2  +  fnb-h  =  h'-l  {mod  6), 
d.  h. 

54)  WÄ-tt  +  /,  +  2  +  »Ift-A  =  ft  —  1. 

Hiermit  geht  die  in  50)  noch  übrig  gebliebene  Summation  über  in 
Ö5)  ymk  =  - s ' 

ob  u  gerade'  oder  ungerade  ist;  im  ersteren  Falle  erhält  man  nämlich  ein 
mittleres  Glied  — ö~  ^^^  überzeugt  sich  leicht,  dass  h  und  u  nicht  gleich- 
zeitig gerade  sein  können,  aus  den  Congruenzen 

56)  I  2d^2p-l^ud  ^^^^^)- 
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Mit  dem  angeführten  Besnltate  geht  50)  in  den  zu  beweisenden  Satz 
über,  dass 

57)  (P,i)6  =  (d-i?-l,d)ft, 

Nimmt  man   hier   die   complementären  Bestreihen  (s.  2.)  und  ersetzt  dann 
daselbst  d  durch  5  —  d,  so  erscheint 

58)  (d+i>,d)6  =  (6-l-i>,d)ft. 

Mit  Hilfe  der  in  5.  und  6.  bewiesenen  Sätze  ist  es  immer  möglich, 
aus  einem  einzigen  Colonnenglied  alle  Übrigen  einfach  abzuleiten,  so  dass 
die  Berechnung  der  Tabellen  ausserordentlich  vereinfacht  wird.  Ein  Beispiel 
mag  dies  erläutern. 

Es  soll  die  Colonne  (a,  7)^  berechnet  werden.  Laut  eines  früheren 
Beispiels  hat  man 

(4,7)9=204. 

Die  Rechnung  gestaltet  sich  dann  folgendermassen : 

57)  D  =  4  (4,7)  =  (2,7)          =204, 

43)  r  =  3  (6,  7)  =  (2,  7) -18  =.186, 

57)  p  =  6  (6,  7)  =  (0,7)  =186, 
43)  r=l  (8,  7)  =  (0,7) -36  =  150, 

58)  j)  =  l  (8,  7)  =  (7,  7)  =150, 
43)  r  =  8  (1,7)  =  (7,  7) +  27  =  177, 
57)  i>=l  (1,7)  =  (5,  7)  =177, 
43)  r  =  6  (3,  7)  =  (5,  7)  +  9   =186, 

womit  alle  Colonnenglieder  bestimmt  sind. 

7. 

Bezüglich  gewisser  Werthe  in  der  ersten  Horizontalreihe  der  Tabellen 
existirt  ein  Satz,  der  zwar  als  specieller  Fall  eines  späteren  aufgefasst 
werden  kann,  jedoch  an  sich  merkwürdig  genug  ist,  um  selbstständig  be- 
handelt zu  werden. 

Unter  der  Voraussetzung 

69)  cd=l  (mod  h) 

ist  immer 

60)  (0,d)6  =  (0,c)6, 

woraus   dann  nach  5.  und  6.  folgt,   dass   die  Colonnen  für  c  und  d  die- 
selben Werthe  in  verschiedener  Anordnung  enthalten. 
Es  mag 

^k-'l)d  =  mk 


«)  {f,r-it=:(-^'> 


sein.     In   den   beiden  Restreihen,    um    die  es   sich  handelt,    ist  dann   die 
Differenz  M  der  J^  Theilsätze 
62)  M=^l'{m,^n,). 
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Ferner  ist 

oder 

Die  Differenz  ^'  der  (&  —  Ä  +  2j*«°  TheilsÄtze  wird  daher 

65)  N=  ^{h^k  +  2){fnk-  nk). 

Aus   der  für   tik  geltenden  Congruenz  61)   folgt  durch   Multiplication 
mit  d  unter  Berücksichtigung  der  ursprünglichen  Voraussetzung 

66)  jfc  -  1  =  dnk  {mod  h). 
Man  hat  aber  auch 

67)  w„^4.i=dnt  (mod  6), 
also 


68)  {  f»„,+,  =  Ä-l 


und  analog  «m^  +  i  =  ä  —  1 

Die  Differenz  P  des  (njt+  !)*•»  Theilsatzes  in  (0,  d)b  und  des  (f»/t+  l)*«*» 
in  (0,  c)a  beträgt  daher 

69)  P  =  -(Ä-l)(m,-n^). 

Ebenso  findet  man  analog  64)  die  Ausdrücke 

und   daraus  für  die   Differenz  0  des   (6  — n/t+ l)*«"^  Theilsatzes  in  (0,  d)^ 
und  des  (5  — Wit +  !)*•"  in  (0,  c)*  den  Werth 

71)  (?  =  (6-Ä:+l)(Wit-n,). 
Man  erhält  nun  sogleich 

72)  ilf+A^+P+(>  =  0, 
d.  h. ,  in 

lcz=b  k  =  b 


73)  (0,  d),  -  (0,  c)ö  =  y  *^''  -2 *^* 


lassen  sich  stets  je  4  Glieder  der  ersten  Summation  mit  den  Indices 
Ä,  h  —  Je  +  2y  nk  +  l  und  6  — n^  +  l  auffinden,  deren  Summe  durch  je 
4  Olieder  der  zweiten  Summation  mit  den  Indices  k^  &  — A^  +  ^i  f^k  +  ^j 
h  —  mic  +  l  vernichtet  wird.  Schreibt  man,  da  jedes  Element  mk  und  njt 
genau  viermal  gebraucht  wird, 

k  =  h  k=b 

74)  4((0,  d)4-  (0,  c),)  =yj4.mk.k^yjink.k, 

80  gewinnt  man  durch  Combinirung  der  zusammengehörigen  Theilsätze  so- 
fort das  Resultat 

75)  (Ü,(<)*  =  (0,c),. 
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Nimmt  man  die  Complemente,  so  erhält,  weil  aus  der  ursprünglichen 
Voraussetzung  auch 

76)  (6-c)(6-d)  =  l  {mod  h) 
folgt,  der  Satz  die  (Gestalt 

77)  (&-l,d)*  =  (&-c,  c)6. 

In  der  ganzen  Herleitung  darf  Je  nicht  den  Werth  1  annehmen,  da 
ein  Glied  mit  dem  Index  5  +  1  nicht  vorkommt;  wird  indessen  dieses  Glied 
als  identisch  mit  9»|  =  0  beti-achtet,  so  erkennt  man,  dass  die  acht  in  Be- 
ziehung tretenden  Glieder  für  Ä;  =  1  verschwinden. 

Der  Satz  leistet  bei  Aufstellung  der  Tabellen  gute  Dienste,  da  die 
Congruenz  cd=l  {mod  h)  immer  lösbar  ist,  sobald  d  relativ  prim  zu  h. 

8. 

Es  mag  nun  der  Satz  folgen,  welcher  auf  den  Gegenstand,  der  die 
ganze  Untersuchung  über  die  Restreihen  zweiter  Ordnung  veranlasste, 
zurückführt. 

Ist  wieder 

78)  cd  =  l  {mod  6), 

so  findet  die  Gleichung  statt 

79)  (id,  4  =  (a~l+c,  c),, 

wenn  man  den   kleinsten  positiven  Rest,   den  g  nach   dem  Modul  h  läset, 
durch  0  bezeichnet. 

Zum  Beweise  gehe  ich ,  wenn  zunächst  a  <  — ^ —  vorausgesetzt  wird, 
von  den  Congruen  en  aus 

la  — l  +  c  +  (Ä;  — l)c  =  «it 
Für  k  =  ad+pd  wird  das  betreffende  Glied  der  zweiten  Reihe  der  Reste 

Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  jp  =  0,  1,  2, . . .,  (6  —  1),  so  entstehen  h 
verschiedene  Werthe  von  ad+pd,  die  mit  der  Zahlenreihe  von  0  bis  (6—  1) 
zusammenfallen.     Man  hat  also 

82)  (a-l+c,  c%  =yjkn,  =2 ((^d  +  pd)  (2a-l+p)  +  &(«-!). 

Der  letzte  Theilsatz  6(a  — 1)  rührt  daher,  dass  (a—  1  +c,  c)b  an  sich 
mit  demselben  schliesst,  wie  man  leicht  findet;  nun  sind  aber  in  ad+pd 
und  2a—  1  +!>  alle  Vielfachen  von  h  weggeworfen,  so  dass  in  der  Sum- 
mation  82)  O.^a—  1)  an  Stelle  von  6(a  — 1)  steht,  und  zwar  ftirp=5  —  a. 
Die  Gleichung  82)  kann  auch  geschrieben  werden: 
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83) 


p  =  b  —  2a 


(a-l  +  c,  0%=  y'    {ad+pd){2a^l+p) 
p=i) 

p=^i    


84) 


Da  2a  <  &  +  1  sein  soll,  so  kann  in  der  ersten  Summation  2a-'  i+p 
durch  2a  —  l+p  ersetzt  werden ,  weil  letzterer  Werth  dann  immer  <  5;  in 
der  zweiten  Summation  hat  2a  —  l  +p  die  Grenzwertbe  h  und  h  +  2a  —  2, 
so  dass  dort  an  Stelle  von  2a  -» 1  +p  geschrieben  werden  darf  2a  —  1+j?  —  &. 
Berücksichtigt  man  noch 

84)  ad  +  pd=^mp^x, 

80  entsteht,  wenn  für  j?  der  Werth  ä  — 1  eingeführt  wird, 
(a-l+c,c)=    y    tnit(2a-2  +  fe) 

+  2    w/t(2a-2  +  Ä-6)  +  &(a-l) 
oder 

86)  (a-l  +  c,c)  =  y'**^*  +  2(«-l)2*^*"^2   »*it  +  5(a-l). 

Man  hat,  wie  früher, 
87^  y^  _&(6~1) 

Die  noch  übrige  Summation  hat  2a— l  Theilsätze,  deren  mittlerer 
fn^^a+i  ist,  wofür  man  aus  den  Congruenzen  80)  sofort  den  Werth  Null 
fmdet. 

Ferner  ist 

j«„_,„+,+,  =  «d  +  (&-2a  +  l  +  g)d 

\fnb-g  =ad+{h'-  q  —  ljd  ^ 

also 

89)  l»lA_2a  +  24-V  +  ^&  — 9  =  ^> 

d.  h. 

90)  y'    f»Ä  =  &(a-l). 

Führt  man  diese  Werthe  oben  ein,  so  entsteht 

91)  (a-l  +  c,c)4  =  (id,d)*. 

Aus  der  Gestalt  des  Satzes  ist  ersichtlich,  dass  die  oben  eingeführte 
Beschr&nkung  2a<&  +  l  nun  wegfallen  darf,  da  doch  nur  die  Beste  nach 
b  genommen  werden. 
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96) 


Für  a=0  entsteht 

92)  (c-l,c)*  =  (0,(^)6, 

oder  mit  Rücksicht  anf  6.  der  in  7.  gefundene  Satz 

93)  (0,c)4  =  (0,d)4. 
Beispielsweise  sei  6  =  9,  d=7,  c  =  4,  a  =  7,  dann  ist 

cd  =  28=1  {mod  9), 
(49,  7),  =  (TÖ,  4)^5  d.  h.  (4,  7),=  (1,  4),  =  204. 
Setzt   man   in    91)    a—\  +  c   an  Stelle    von    a--l,    so    nimmt    die 
Gleichung  die  Form  an     

94)  (^^,  c)6  =  (id^,d)6, 

in  welcher  Gestalt  sie  für  die  Berechnung  der  Tabellen  sehr  werthvoU  ist. 
Wird  dagegen  a  durch  ac  ersetzt,  so  erhält  man 

95)  (a,  (0*  =  (c(a  +  l)-l,  c\. 

Diese  Gleichung  ist  das  Hauptresultat  der  ganzen  Untersuchung,  da 
sie  benutzt  werden  kann,  um  einen  Satz  zu  beweisen,  den  ich  in  der  ein- 
gangs angeführten  Abhandlung  aufgestellt  habe,  und  durch  den  erst  die  zu 
verlangende  Symmetrie  der  dortigen  Resultate  hergestellt  wird.  Es  sind 
daselbst  folgende  Congruenzen  herangezogen: 

>  — J?l  +  Äi,252  =  0    (mod   Ci,2), 

f*  -  -B»  +  Ä2.  i ^1  =  0  {mod  C2, 1  =  ci, 2), 

in  denen  J?i  und  B^  relativ  prim  zu  ci,2(=C2, 1),  dagegen  jn  beliebig  ist. 
Die  Grössen  ^1,29  ^1,29  ^2,  i»  ^2,1  sind  positive  Reste  ^  üj,2«  A.  a.  0.  findet 
sich  die  Behauptung,  dase  immer 

97)  (Äi,  2,  Cl,  2)c,,,=  (Ä2,  1 ,  €2,  l)c.,, 

sei.     Aus  obigen  Congruenzen  folgt 

98)  «1, 2  .  ^,  i  =  1  (wiod  Ci,  2) , 

99)  B,(h,^^+l)  =  B,{h^t  +  l) 

100)  Ät.2+  1=^1.2  (^2.1  +  1)^"^'^''^' 

also 

101)  Ä,,2  =  ei,2lÄ2.i  +  l)-l, 

so  dass  die  Grössen  h2,u  ^^ii  ^1,2  den  Bezeichnungen  a,  e2,  c  genau  ent- 
sprechen; die  Gleichung  95)  lautet  dann 

102)  (Ä2. 1 ,  62,  l)c.,,  =  (Äl,  2,  C,,  2)c,,., 

was  bewiesen  werden  sollte. 

9. 
Ist   h  eine  einigermassen   grosse  Zahl,   so   wird  die  Berechnung    von 
(a,  d)i  äusserst  langwierig.     Es    sollen    deshalb  nun  Formeln    entwickelt 
werden ;  welche  jede  Restreihe  zweiter  Ordnung  auf  eine  solche  mit  kleinerem  . 
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Modul  Zurückführen.  Dabei  sind  die  beiden  Fälle,  ob  h  und  d  theilerfremd 
sind  oder  nicht,  wesentlich  za  unterscheiden.  Der  zweite  Fall  kann  auf 
den  ersten  durch  folgenden  Satz  reducirt  werden. 

Es  bezeichne  f  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  von  h  und  d,   und 
es  mag  {h^fßy 

O^Y<f 


103) 


sein.     Dann  ist  immer 


104)  (a,d)6  =  /'n«,^V4 


h^{f^l)(ß^l)^b{b  +  l) 


4  ^2 

eine  Qleichung^  durch  welche  eine  Bestreihe  mit  kleinerem  Modul  eingeführt 
wird,  derart,  dass  ß  und  d  relativ  prim  sind. 

Man  erkennt  leicht,  dass  der  zweite  Theilsatz  rechts  immer  eine  ganze 
Zahl  ist,  da  /*— 1  und  /3  —  1  gerade  sein  müssen,  wenn  b  ungerade. 

Der  Beweis  für  obige  Gleichung  ist  sehr  einfach.     Ist 

105)  af+{h-l)df=mk  =  nkf  {mod  ßf), 
80  wird 

106)  a  +  {k'-l)ö  =  n,c    {mod  ß). 

Die  Reihe  der  Reste  nk  fallt  mit  0,  1,  2, . . .,  (j5  —  1),  die  der  mk  mit 
0,  /j  2/*, . . .,  (/3  —  1)/" zusammen 5  die  mk  wiederholen  sich  immer  nach  ß  Glie- 
dern. Wegen  y </"  und  w^ < j3  kann  mk+y=^nkf+y  nie  über  ßf  hinaus- 
gehen.    Man  hat  also 

107)  a  +  {k-'l)d^tif+y  +  {h^\)Sf=mk  +  y  =  nkf+y  (modßf) 
und  i=/--i  k=ß 

108;       (a,  ^*  =  {»f+  Y,  Sf)fif  =  2  2lilß  +  k)  (m*  +  y) , 

denn  der  Factor  Iß  +  k  durchläuft  die  ganze  Zahlenreihe  von  1  bis  h.  Führt 
man  die  Multiplication  aus,  so  lassen  sich  alle  Summationen  leicht  bestim- 
men.    Man  hat  nämlich 


109) 


lßmit='  ß 


2 


Ißy     =ß^Y 


t=f-i  k=i 


y_i    /,  Äw*  =  /^  >  Am-  =  f*{a,d)fi, 


ky      =rf 


2 


imd  daraas  nach  leichten  Reductiouen 


110)       (a,d)»=r».(«,d)^  + 


l>*{f-l){ß-  \)  .      b(b  +  l) 


+  V 


2 
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Als  Beispiel  mag  (31,  21)4g  berechnet  werden. 
Man  hat  f=7,  j3  =  7,   ^  =  3,  a  =  4,  y  =  4 

(31,  21),9=49. (4,  3)7  +  21609  +  4900  =  30625. 

10. 
Falls  h  und  d  relativ  prim  sind,  hat  man  den  folgenden  Satz  zur  Zu- 
rückftlhrung  der  Bestreihe  vom  Modul  h  auf  eine  solche  vom  Modul  d. 
Es  ist  immer 

111)   (a,d),=  6[ 5 +  -^2^^ 2^ ^-_(p,,p),J. 

Hier  sind  die  Grössen  p  und  P|  zu  bestimmen  aus  den  Congruenzen 

112)  L       ^-^       modd, 
mit  der  Bedingung 

113)  ^^{U<'' 
während  q  aus  der  Congruenz 

114)  Qh  =  a{modd) 
unter  der  Bedingung 

115)  0<p^d    ' 

gefunden  werden  muss.  Es  ist  sehr  wohl  zu  berücksichtigen,  dass  q  anderen 
Bedingungen  unterworfen  ist,  als  die  gewöhnlichen  Beste. 

Der  Beweis  der  Gleichung  111)  ist  sehr  complicirt. 

Ich  fahre  noch  die  Congruenz 

116)  l'n^'^Tf'^^' 
ein.     Nun  werde  gesetzt 

l17^  iQ^'=a  +  ätg  +  r^,    g  =  0,  1,  ....d, 

^  1  0<r,<d. 

Dann  ist  offenbar 

118)  rrf=:T 

und 

119)  ^,-^,_t^l. 
Es  sei  nun,  wie  früher  immer: 

120)  a  +  {k-l)d  =  mk(fnodh), 

also:  4 

inh^^h^a  +  {tg  +  h-l)dy 
=  g6-rg  +  (Ä-l)cl      (modft), 
=  (Ä-l)(i-r,. 

L&sst  man  hier  h  die  Beihe  2,  3,  . . .,  (^,^1^^^+  1)  durchlaufen,  so  bleibt 
(Ä  —  1)  d  —  r,  oder  {tg^i  —  tq)d  —  rg  immer  noch  kleiner  als  h ,  aber' 
>0,  weü 
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122)  6=(<,+,-<,).y-r,-r,+, 

nach  117),  da  ausserdem  r^^i^O  ist.     Man  hat  also  geradezu 

123)  mi^+;k=(Ä-l)d-r,,      Ä=:2,3,  ...,  (<,+,-^,+  l). 

Diese  Gleichung   passt  nicht   für  g  =  0  und  für  q^d.     Man  hat  aber,   da 


^^  =  0  zu  setzen  ist: 


^  1  mÄ  =  a  +  (Ä-l)d,       Ä  =  2,3,  ...,  (<,  +  l). 

d.  h.  die  Gleichung  123)  gilt  auch  für  g  =  ü,  wenn  man 

125)  ro=-a 

setzt,   wodurch  allerdings  Tq  einen  ganz  andern  Charakter,  als  die  übrigen 
r  erhält.     Lässt  man  q  bis  d  —  1  gehen ,  so  wird  für  den  grössten  Werth 
yon  Ä,  nämlich  h  =  td^ta^\  +  l  der  Werth  »iti+i  gewonnen. 
Da  aus  117)  und  118)  folgt 

126)  ---      ^  +  " 


so  muss  die  Grösse 


a  +  T 


untersucht  werden,   die  zufolge    116)  jederzeit 


ganzzahlig  ist.     Der  Minimalwerth  dafür  ist  1;  in  diesem  Fall  wird 
127)  <rf=6-l, 


128) 


m,^^i  =  mb, 


womit  die  mk  abschliessen.     Ist  dagegen 


a  +  T 


^  1 ,   so  knüpfen  sich   an 


nii^+i  noch  die  Werthe  Wt^+A,  wo  Ä  =  2,  3,  . . .,  (6  —  ta),  für  welche  man, 
wie  oben,  hat 

129)  w,^+A=(Ä-l)d-rrf. 
Was  nun  die  Bestreihe 

k=zb 

130)  {a,d)b=-ykfn, 

anlangt ,  so  kann  man  zunächst  die  ganze  Beihe  der  Zahlen  k=l  bis  h=sh 
in  folgende  Abtheilungen  zerflUlen,  wobei  daran  erinnert  werden  mag,  dass 

,  1 

to     +2    bia    *,  +  l 


131) 


t,     +2 


U  +  l 


and 


<rf-,  +  2    bis    *rf+l 
td     +2  bis    h. 


oder   <,  +  2    bis    <,+i+l, 
3  =  0,1 (d-1) 


Aus  123) 
132) 


nh^+h  =  {h—l)d—r. 


ersieht  man,  dass  man  hat  «14  =  0, 
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133) 


«»,  =  (fc-<,-I)rf-r,K^^    bis  *  =  *.+  !, 
2  =  0,  1,  ...,  (tf  —  1)  J 


and  analog  aus  129) 

mk  =  {k  —  ta—l)d  —  ri, 

Es  kann  die  Restreihe  daher  in  die  Gestalt  umgeformt  werden 

t=»  q=d-l    »r^fj4j  +  l 


134) 


a,d)t  =  yj}cmk=a+y!  >!    k({k-t,-))d-r,) 


Es  ist  dann  weiter 

2J=>'    (dÄ:«-d(«,+  l)Äi-Ä!r,) 


135) 


i=«,+J 


_  . (<,+!  +  l) (^+.  +  2)(2<y+,  +  3)-(<,+  l) c<,+  2) (2f,  +  3) 
~*  "  6  " 


Ersetzt  man  hier  t^,  nnd  f,^.!  gemfiss  der  Gleichung  117)  durch 


136) 


tq-\-\ 


(y+l)&-a-ry-n 


so    kommt    nach    weitläufigen   Beductionen,    die    hier   übergangen    werden 
müssen,  zum  Vorschein 

Ä=5^[2(V-r,+,»J-365(V-r,  +  ,«)-3(2d-a)(V-r,+,«) 
137)  +3M3(r,-r,+,)  +  (l(4<J-3a)(r,-r,+,)  +  66r,+,« 

-6&i2d-a)r,+, -66«  (<?  +  l)''»+«  +  36*(ft +  <»)<? 
;  +?>(l»  +  <0(26  +  4d-3a)]. 

Hierauf  ist  eine  Summation  von  ^  =  0  bis  q  =  d—\.  auszudehnen ,  die 
kurz  durch  Z  bezeichnet  werden  mag.     Es  ist  dann : 

138)      S  (r,»  -  r,+,»)  =  fo»  -  rj» = -  (o»  +  »») ,  zufolge  1 18)  und  125), 
£q{r*-r^t*)  =>  Zr,+t*-  (d - 1)  r<,« 


139) 


^^*»-d^=^-M_n(?^±l-^-dr«. 


da  alle  r^  von  q  =  l  bis  ^  =  d  unter  einander  incongruent  nach  dem  Mo- 
dul d  sind  und  deshalb  nach  117)  mit  der  Reihe  1,2,  ...,  d  zusammen- 
fiallen.     Femer: 
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140)  X(V-r,+,«)  =  a«-.«; 

141)  2q(^r,-r,+  ,)=^^k-dT  =  ^-^^^-dr; 

142)  i(r,-r,+,)=I(a  +  T); 
143)'  ^.,^,«=^%«=li£±iH2d+l), 

144)  ^r,H=%^^ 

145)  Z.  =  ^(^. 
Der  letzte  Theilsatz  von  i2' innerhalb  der  Klammer  ist  einfach  mit  d 

zu  maltipliciren ,  und  es  ist  dann  nur  noch  der  Ausdruck  ^  {q  +  l)rg^\ 
oder  ^^  ^fjb    zu  untersuchen.     Schreibt  man  die  Gleichung   117)   in  der 

Oestalt: 

146)  kh^a  +  dtk  +  Tk, 
so  lässt  sich  daraus  sofort  die  Congruenz  ableiten: 

147)  (p^a)  +  {k'''l)h  =  rM  {fnod  d), 
oder  mit  Bücksicht  auf  112): 

148)  p^  +  {k-l)p  =  n(modd). 
Alle  Tk  von  k=  \   his  k  =  d  erscheinen  also  als  Beste  der  arithmetischen 
Beihe  Pi  +  (^  ~  1 )  P  ^^oh  dem  Modul  d,  jedoch  mit  dem  Unterschiede  von 
den  bei  den  Bestreihen  zweiter  Ordnung  gebräuchlichen  Besten,  dass  einer 
der  Beste  rty  nttmlich  r^,  gleich  d  wird,  wie  man  aus  114): 

149)  Qh  =  a{niodd) 
durch  Vergleichung  mit  146)  und  mit  Berücksichtigung  des  ümstandes,  dass 

150)  0<rk^d 
sein  muss,  erfährt.     Lftsst  man  aber  an   Stelle  von  tq  den  Werth  Null 
treten,  so  kommt  der  zur  Untersuchung  vorliegende  Ausdruck  auf  eine  Best- 
reibe zweiter  Ordnung  nach  dem  Modul  d  zurück,  und  man  hat 

151)  ^  (Q+l)r,^i=^^krk{p,,p)ä'+Qd. 

Setzt  man  alle  gefundenen  Werthe  in  2B  ein,  so  erh&lt  man  nach  lang- 
wierigen Beductionen: 

2j^B=h[ j +________(p„_p),j 

+g^(o''-3a«d-4arf*-2T»+(3l.d+6<l-3a)T»-(36d»+4(l»-3ai)T-3al>(i(&-l)). 
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Der  Ausdruck  fdr  S  kann  leicht  gewonnen  werden,  wenn  man  in 
dem  Werth  von  B  [s.  135)]   die  Grössen  ^^4.1   und  tg   durch   6—1    und 

t4  = ,   und  fq  durch  t  ersetzt.     Man  erhält  dann : 

153)  fi'=-g^(a»-3a«d+2atl^--2T»+(36d+6d-3a)T«-(36(P+4(P-3atl)i-3a6(i(a-c/)J. 

Fasst  man  die  Grössen  a,  2R  und  S  zusammen,  so  kommt  die  ein- 
gangs gegebene  Gleichung  zum  Vorschein ,  der  ich  der  leichteren  üebersicht 
halber  noch  die  zur  Bestimmung  der  Hilfsgrössen  nöthigen  Congruenzen 
beifüge,  nämlich  (unter  der  Bedingung,  dass  h  und  d  relativ  prim  sind) 

"6(6  +  d  +  3)-2     6«+d«+l    a(6+d-a-l)    bg     h 


^f^A^  r    ^^      ^r^(&  +  d  +  3)-2     6«+d«+l    a(6+d-a-l)    hg     h,       ,1 
155) 


wo 


0<?  <d, 
{mod  d),     0<P<d, 
0<p,<d. 


p  =  b 
p,=h  —  a 

Beispiele:   1.  Man  soll  (11,  7)^^  berechnen. 

29^  =  11  (mod  7)    j  =  4, 

p~29  {mod  7)   i)  =  l, 

p,  =  ]8  {mod  7)  jj,  =  4. 

Leicht  findet  man  (4,  1)^=  70  und  darans 

...    _,       „_/1129.297     132     116     290\      „-, 
(11,  7)^=29  (^-j-  +  -^ — ^ ^ ^j=6264. 

2.  Man  soll  (20,  5)g,  berechnen: 

32^  =  20  {mod  5)    Q  =  b, 
p  =  S2  {mod  5)    i>  =  2, 
Pi=12  {mod  5)  i>i  =  2. 
Femer  (2,  2)5  =  25  nnd  daraus 

(20,  5)„  =  32  (^  +  ^  -  32  -  32  -  32)  =  7712. 

Zur  Tabellenberechnung  sucht  man   in  der  Hegel  wohl  (0,  d)t*     Dies 
giebt  dann 

156)  Pi=jP,  9  =  d 
und  man  hat  nach  5.  und  6. 

157)  {p,p),^{0,p),-i^^^. 
Die  allgemeine  Formel  geht  dann  ttber  in 

168)    (0,  .,.=»[»Ä±i+>ir_?+?i.+^;^^»_|,,„,  ,„]. 

wo 

159)  h^p  {mod  d)y    0<p<d. 
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Das  für  (a,  cQa  in  154  abgeleitete  Resultat  beweist,  dass  es  im  All- 
gemeinen unmöglich  ist,  eine  Bestreibe  zweiter  Ordnung  durch  einen  ge- 
schlossenen, nur  a,  d  und  h  enthaltenden  Ausdruck  darzustellen.  Auf  die 
unbestimmten  Gleichungen  bezogen,  deren  Untersuchung,  so  weit  sie  bisher 
gediehen,  zu  den  Bestreihen  zweiter  Ordnung  führte,  lässt  dieser  Umstand 
einen  sehr  wesentlichen  Unterschied  hinsichtlich  der  Anzahl  der  Lösungen 
bei  theilerfremden  oder  nicht  theilerfremden  Coefficienten  hervortreten. 

11. 
Schliesslich  mögen  einige  FftUe  angeführt  werden,. in  denen  eine  directe 
Darstellung  der  Bestreihe  (a,  d)k  durch  a,  df,  &  trotz   des  oben  Gesagten 
möglich  ist. 

1.  Es  sei  df  =  1  oder  d  =  5  —  1. 
Für  d  =  l  hat  man  in  Formel  154) 

p  =  1 ,  jj  =  0  oder  =  1  (ausnahmsweise) ,  Pi  =  0,    (0,  0),  ==  0, 
also 

Ibü)  (a,  1)^= 2 2 

Nimmt  man  hier  die  Complemente,  so  ist  nach  2. 

161)  (6_l_a.&-l)»=^^^±4(^^-(«,l). 
Dnd  nach  5. 

162)  (5-.i-a,ft-l)»  =  (a.  6-1)6-^-^^:^1^^. 

Daraus 

Ibö)  (a,  &  —  1)a  = g H 2 H g 

Die  Bestandtheile  der  ersten  und  letzten  Colonne  einer  jeden  Tabelle 
können  also  direct  durch  a  und  h  dargestellt  werden. 

2.  Es  seien  a  und  b  durch  d  theilbar. 
Man  hat  dann  in  9.  ^      j 

h^ßd, 
(5  =  1, 
a=.  ady 

also 

164)  (o,  d)»  =  d*  (a,  1)^  + f-^ 

Nim  ist  nach  160) 

165)  („,i,^^P(/»  +  l)(P-l)_;^^(^. 

also  fOr  den  Fall,  dass  a  and  b  durch  d  thtilbar  sind: 


.-_.     .      ,.        b{b  +  d){b-d)  .  &«(d-l)(ft-d)      ab{b-a) 
166)    (a,d)*= 3^1 + ^ 2r~ 
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Beispielsweise  ist  (25,  5)^  =  1750  +  4500  -  375  =  5875. 
3.  Es  sei 

167)  (P  =  -l  {modh). 

Dann  ist  die  DarsteUnng  von   (0,  d)^  und  von  (&  —  1 ,  d%  möglich.     Man 
hat  nämlich  sofort 

168)  (&-d)d=l  {modh). 
Aus  2.  folgt 

169)  (0,d).  +  (6-l,5-cJ),  =  '-^tiH^-:^), 

aus  7.  dagegen  und  168): 

170)  (&-  1,  ft-cJ)4=(5-  1,  d), 

aus  5.  endlich: 

5(5-1) 


171)  (0,d),-(6-l,el): 

igigen  Aus« 
(0,d)*- 


2       ' 

so  dass  die  yon  d  unabhängigen  Ausdrücke  resultiren: 

6(6-l)(6  +  2) 


172) 


4 


(6-1,  d)h— j 


für 

173)  (i*  =  -l  (modh). 

Ist  5  von  der  Form  2n  oder  4n+  1.  »o  zeigt  die  Formel  für  (5— 1,  c{)», 
dass  an  die  Möglichkeit  der  Congruenz  173)  gedacht  werden  kann ;  ist  aber 
h  von  der  Form  4n  +  3,  so  wird  der  Werth  für  (6— l,cJ)6  gebrochen, 
d.  h.  —  1  ist  quadratischer  Nichtrest  von  4n  +  3,  wie  ja  aus  der  Zahlen- 
theorie bekannt  ist. 

Als  Beispiel  werde  (0,  7)^5  berechnet     Es  ist  7*=  —  1  (mocJ  25),  also 

Im  Anschluss  an  das  Vorstehende  mag  noch  Folgendes  bemerkt  werden. 
Man  erkennt  aus  der  Gleichung  154),  dass  (a,  d)b  jedesmal  in  die  Ge- 
stalt gebracht  werden  kann: 

17d^  (n  ^      h{Äh'+Bh  +  0) 

174)  (a,  d)*= Y22 ' 

wo  Ä,  B^  C  ganze  Functionen  von  a  und  d  allein  sind,  die  indessen  im 
Allgemeinen  nicht  in  geschlossener  Form  darstellbar  sind.  Vermittelst  5. 
und  6.  l&sst  sich  (a,  d)b  jederzeit  rasch  aus  (0,  d)»  berechnen.  Ich  gebe 
deshalb  im  Folgenden  eine  Zusammenstellung  der  Werthe  für  (0,  d)b  von 
(2=1  bis  d  ~  5  mit  Rücksicht  auf  die  verschiedenen  Zahlformen  der  Grösse 
h  hinsichtlich  des  Moduls  d.  Die  Ausdrücke  sind  sftmmtlich  aus  1Ö8)  und 
166)  abgeleitet. 
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,0.  l),  =  ^J^±^_L);    U=2«.    (0.2).=  ^^-2n76  +  8). 


b=2n+l,  (ü,2i»= 


24 
76(6  +  l)(6-]) 


6=3«, 


■;o,3)» 


l>(l>-3)(56+6) 
' 18 


.  =  3«+l,A3i.=  ^(lTj)^, 
ö(6+l)(56-4) 


/'  =  .>»+2,  (0,3)*= 


18 


6=4»,  (0,4)»= 
6=4w+l,  (0,4)i= 
6=4w+2,  (0,4)4= 
6=4«+3,  (0,4)4= 


24 

6(6 -4)  (136+16) 


48 
6(6-l)(136  +  7) 


48 
6(6-2){136+14) 


48 

6  (6  +  1)  (136  +  7) 


48 


6  =  5n,     (0,5)4  = 
6  =  5«+ 1,  (0,5)4  = 


6  (6 -5)  (46 +  5) 

15 

6(6-1)  (46+1) 
f5 


6  =  5«  +  2,  (0,5)4=^(^6-^26+1), 
6  =  5«  +  3.  (0.5)4=^(^^-\f^+^V 
6  =  ön  +  4,  (0,0)6=      (^ ^• 

Es  ist  sehr  leicht  mit  Hilfe  der  oben  erwähnten  Gleichungen  diese 
Tabellen  fortzusetzen.  Man  wird  dabei  ohne  Zweifel  auf  weitere  interessante 
Sätze  über  die  Restreihen  zweiter  Ordnung  gef&hrt  werden.  Ich  gebe  bei- 
spielsweise zwei  Theoreme,  die  sich  mit  Hilfe  der  obigen  Tabellen  leicht 
Torificiren  lassen,  deren  directer  Beweis  übrigens  vermittelst  der  bisher  ent- 
wickelten Sätze  sofort  geführt  werden  kann. 

Ist,  immer  unter  der  Voraussetzung  relativer  Primzahlen, 

6,  =  nd  +  g,.     0<g,  <(f,     (Q,c?)6.=  ...  ' ^» 


175) 


I2d 


6,  =  »cJ  +  g„    0<^j<d,     (0,  d)A,=  -? —        .o / ^ 


12d 


gemäss  174),  so  hat  man  immer 

176)  1.  für      yi3,=  l  {modd)    Ä^^^Ä^,     B^=      B^,     C^^C^\ 

177)  2.    „    (?i  +  ft  =  d  A  =  A.     /?,  =  -^2,     C^i  =  C^2. 
Dorpat,  Juli  1886. 
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Ueber  die  Integration  linearer,  nicht  homogener 
Differentialgleichnngen. 

Von 

WoLD.  Heymann, 

Mathein.  an  der  KOnigl.  Baatohule  sn  PUuen  i.  V« 


Die  Yorliegende  Abhandlnng  bildet  eine  Fortsetzung  einer  Arbeit,  die 
ich  unter  dem  gleichen  Titel  im  30.  Jahrgang  (1.  und  2.  Heft)  dieser  Zeit- 
schrift veröffentlicht  habe. 

Es  wurde  in  der  früheren  Arbeit  gezeigt,  dass  man  ftir  eine  grössere 
Anzahl  von  linearen ,  nicht  homogenen  Differentialgleichungen  das  complete 
Integral  aufstellen  kann ,  ohne  dass  man  von  der  auf  sehr  complicirte  Aus- 
drücke führenden  Methode  der  Variation  der  Constanten  Gebrauch  macht. 

Wir  suchten  nftmlich  auf  directem  Wege  eine  Function  zu  gewinnen, 
die  der  Gleichung  mit  zweitem  Gliede  particulSr  genügt  —  Diese  Function, 
welche  wir  Supplement -Integral  nannten,  musste  dem  Integrale  der  redu- 
cirten  Gleichung  additiv  beigegeben  werden ,  und  wir  erhielten  so  das  complete 
Integral  der  nicht  reducirten  Gleichung. 

Für  den  gewöhnlichen  Gebrauch  sind  es  nun  zunächst  zwei  Differential- 
gleichungen^ bei  welchen  eine  einfache  Herleitung  des  Supplementintegrales 
höchst  wünschenswerth  sein  muss,  und  um  so  mehr,  als  auf  diese  eine 
grosse  Anzahl  anderer  Gleichungen  zurückkommen.  Es  sind  dies  die 
Gleichungen: 

Für  die  erste  dieser  Gleichungen  haben  wir  das  Supplementintegral 
a.  a.  0.  in  dem  Falle,  dass  X  eine  ganze  Function  bedeutet,  ausführlich 
discutirt;  auch  in  dem  Falle,  wo  X  eine  beliebige  Function  ist,  sind  da- 
selbst einige  allgemeine  Vorschriften  zur  Integration  gegeben  worden. 

An  dieser  Stelle  sollen  I.  Mittel  und  Wege  gezeigt  werden,  wie  man 
für  die  zweite  der  aufgestellten  Gleichungen  das  Supplementintegral  findet 
und  zwar:  ^    ^^^^^  -^  ^^^^  beliebige  Function  ist, 

B,  wenn  X  eine  ganze  Function  ist. 
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Es  soll  IL  in  Kürze  eine  Uebersicht  derjenigen  linearen  Di£ferentialgleich- 
ungen  gegeben  werden ,  welche  auf  die  Gleichungen  cc)  und  ß)  zurückkommen, 
und  für  welche  demnach  eine  directe  Ableitung  des  Supplementintegrales 
geleistet  werden  kann. 

L 

Ä.  Supplementintegral  der  Differentialgleichung 

1)  (a,  +  5ja?)y"+(ai  +  &ia?)y +(ao+^^)y  =  ^» 

unter  X  eine  beliebige  Function  von  x  yerstanden. 

Bekanntlich  kann  mau  die  Gleichung  1)  durch  Substitutionen  der  fotm 

a;  =  i7(l).    y  =  i?.Ä(5)     • 

und  durch  vielfache  Differentiationsprocesse  auf  die  Weiler'sche  Normalform* 

2)  ^j^,+iP+i+i)^+pv=m 

bringen,  in  welcher  p  und  q  positive  rechte  Brüche  sind.  Versuchen  wir 
nun  das  Supplementiutegral  für  die  letzte  Gleichung  herzuleiten.  £s  liegt 
nahe,  dasselbe  in  der  Form  ,^^ 

3)  71=  I  e"^  Vdu 

vorauszusetzen,  wo  V  eine  noch  zu  bestimmende  Function  von  u  bedeutet. 
Nach  Einführung  des  Ausdruckes  3)  in  die  Gleichung  2)  entsteht: 

oder  nach  einiger  Beduction: 
Setzt  man:       ' 

b(t*+i)+H^-^[«(«  +  i)n  =  -F'("). 

wobei  F{u)  noch  zu  bestimmen  bleibt,  so  ergiebt  sich: 

u 

7=  -  i*P-»  (w  +  1)9-  ^Jf{u)  u-p  {u  +  l)'9du, 

anter  Uq  eine  Grösse  verstanden,  für  welche  das  Integral  verschwindet,  und 
jetzt  geht  die  in  Bede  stehende  Gleichung  über  in: 

e^^üP{u+l)9rF{u)u-Piu  +  \)-'9du\   +J^^F(u)du^f{l). 

«0  '  «1   Ml 

Gelingt  es,  die  Function  F  so  zu  bestimmen,  dass 

*  Vergl.  „Vorlesungen  über  höhere  Analysis**  von  0.  Sohlömilch. 
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1*1 


und  die  Grenzen  Uj  und  M|  gleichzeitig  so  zu  wählen ;  dass 


Ä  = 


so  ist 


e^^ uP  (u  +  l)y  F  [u)  u-P  {u  +  1)-^  du 


Uo 


=  0, 


3a)    ri=  -J     I  c»^u^->  (u  +  1)?-  ^Jf{u)  u^p  {u  +  1)-?  du 

Ui  '  tio 

das  gesachte  Supplementintegral  der  Gleichung  2). 
Beispiel.    Es  sei 

Dann  ist  F  so  zu  bestimmen,  dass 


du 


/• 


e»«JF(u)dt«  =  ^. 


Aus  der  Theorie  der  Gammafanctionen  ist  bekannt,  dass 


/• 


e««u»-»d«  =  (-l)»^\     |<0, 


e-fu— «d«  =  {-!)' i^\      i>0, 

0 
sonach  hat  man 

^^         r(v)  '        *        '     tt8  =  -oo,  wenn  J>0. 

Man  überzeugt  sich  nun,   dass  für  die  gefundenen  Grenzen  und  für 
tiflsO  der  Ausdruck 


l  0 


du 


=  0      (v<p) 


wird,  und  dass  daher  das  Supplementintegral  ftir  die  Gleichung 

ij^  +  iP  +  ^  +  ^)jl  +  PV-^'^ 

folgendermassen  lautet: 

00  f  ^  ) 

0  0  ) 

worin  dem  Symbol  oo  noch  das  passende  Vorzeichen  zu  ertheilen  ist. 
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Man  kann  aber  auch  einen  anderen  Weg  einschlagen,  um  fttr  Gleich- 
ung 2)  das  Supplementintegral  zu  gewinnen,  und  man  erhält  es  dann  in 
einer  anderen 'Form.     Setzt  man  nämlich  dieses  Integral  in  der  Gestalt 


ttj     L      i«o  J 


4)  ♦/  =  /    \S{u)Je'*^Vduldu 

ttj     L      i«o  J 

voraus ,  so  geht  die  Differentialgleichung  nach  Einführung  dieses  Ausdruckes 
über  in 


1*1 

oder  in 


Js{u)\  J\p(u+i)  +  gu  +  u{u+l)^)e-^Vdu\du^f(,^) 
n 

W&hlt  man  nun  V  so,  dass  . 

[piu+l)  +  qu]V-  j^{u{u+l)V]=0, 

ond«„80.das8  |e.«„(„+l)7U=0. 

dann  bleibt  zurück        u, 

fs{u)e-^u{u+l)Vdu==f(Q. 

Verfügt  man  über  8{u)  so,  dass 

wo  F  genau  die  yorige  Bedeutung  hat,, nämlich  die,  dass 

j€^^F{u)du  =  f{^), 

so  ergiebt  sich  als  Supplementintegral  der  Gleichung  2): 


du, 


welches  wegen  y^  ^.  *  (w  +  1 )»  -  ^ 

auch  folgendermassen  geschrieben  werden  kann: 


la)     fl'=fU- 


u 


P{u+])-9F{u)fe''^üP-'^{u+l)^'^du\du. 


Beispiel.    Sei  wie  vorhin 
nüthin  ^(«)==r       ^>0' 

r(v)  '  *         '     t*j  =  — 00,   wenn  6>0, 

so  stellt  der  Ausdruck 
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00  ^ 


du 


ß 


0  0 

mit   entsprechendem  Vorzeichen  für  das  Symbol  oo  das  Supplementintegral 
von  ^ 

dar.  ^ 


Anmerkungen* 

Bei  Aufstellung  des  Supplementintegrals  der  Gleichung  2)  stösst  man 
auf  das  Problem,  in  der  Functionalgleichung 

i  e""  F{u)  du  =  f{x) 

die  Function  F  bei  gegebener  Function  f  zu  ermitteln.  —  Nach  Abel  heisst 
f  die  „Fonction  g6n6ratrice"  von  P,  und  F  die  „Determinante"  von  /*.* 
Für  die  Herleitung  der  Determinante  kann  es  zuweilen  zweckmässig  sein, 
wenn  man  das  Integral  in  ein  Fourier'sches  Doppelintegral  umsetzt,  so 
dass  die  Formel 

+  00  t^, 

J  re''('-^)V^if(v)dudv^2nf(x),     v^<x<v^ 

—  OD    Vi 

zur  Anwendung  kommt.  In  manchen  Fällen  bieten  sich  auch  einfachere 
Mittel  dar.     Wir  wollen  hierzu  einige  bemerkenswerthe  Beispiele  geben. 

Es  sei  f{x)  eine  echt  gebrochene  Function.  Dann  wird  es  genügen, 
die  Determinante  für  die  einzelnen  Partialbrüche  dieser  Function  aufzu- 
suchen,  und  man  hat   es   daher  zunächst  nur  mit  der  Functionalgleichung 


a)  ß>Fiu)äu  =  ^^ 


ZU  thun.     Man  kommt  leicht  zum  Ziele,  wenn  man  von  folgender  bekannten 
Belation  ausgeht: 


/ 


wo 


r\        -.    Wj  =  +  00,  wenn  x<0\ 
Wj  =  0   und      *  ^n  r 

ttg  =  —  oo,  wenn  x>yj  ) 

Denn  setzt  man  hierin  a;  — ^  an  Stelle  von  x^  so  hat  man  unmittelbar 

♦  Vergl.  Oeuvres  compietee  de  Niels  Henrik  Abel,  Tome  second,  XI,  „Sur 
loB  fonctions  gönäratrices  et  leurs  ddterminantes'S  » 
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ttl 


wo 


Wj  =  +  00,    wenn    o;  —  Ä  <  0  1 
w.  =  0  und     '  r  ^  A  r 

*  Wg  =  —  00,    wenn    a;  —  Ä  >  0  j 

Der  Fonct.  gen. 

entspricht  sonach  die  Determinante 

r(v) 

Es  sei  in  der  Fonctionalgleichnng 

e''''F(u)du  =  j-^—j—    (n  ganzzahlig  und  positiv) 

die  Determinante  zu  bestimmen.  Man  könnte  diese  Aufgabe  durch  Zer- 
legimg der  Fonct.  gen.  in  Partialbrüche  auf  die  vorige  zurückführen ;  allein 
es  ist  bemerkenswerth,  dass  sich  die  Determinante  in  geschlossener  Form 
durch  einen  höheren  Differentialquotienten  ausdrücken  lässt.  Es  ist  näm- 
lich im  vorliegenden  Falle 

n  <^  V,  V  >  0  und  die  Grenzen  sind  wie  unter  a)  zu  wählen. 

Die  Richtigkeit  der  Behauptung  kann  durch  Induction  dargethan  werden. 
Multiplicirt  man  nämlich  Gleichung  b)  auf  beiden  Seiten  mit  rc,  so  entsteht 


J 


a?e«*jP(w)dw  = 


integrirt  man  theilweise 

and  beachtet,  dass  . 

"{«"'■F(«)C  =  0,   wenn  ^^^^^l' 
SO  hat  man 


-/ 


dF  QX^-^^ 


du  (x^hy 

und  das  ist  nichts  Anderes,  als  wenn  in  Formel  b)  n  +  1  an  Stelle  von  n 
gesetzt  worden  wäre.  Da  nun  die  Formel  für  n  =  0  richtig  ist ,  wie  unter 
a)  gezeigt  wurde,  so  ist  sie  für  jedes  positive  gauzzahlige  n  richtig. 
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Allgemeiner  kann  man  Folgendes  aussprechen :  Die  Functionalgleichungen 
le*'''F{u)du  =  f{x)  und    /e'"|^du^  =  (-l)"af»^(») 
correspondiren ,  wenn  .        ,.    i  ^^^ .. 

eine  verschwindende  Grösse  ist 

Da  bei  Zerlegung  einer  gebrochenen  Function  compleze  conjügirte  Par- 
tialbrüche  auftreten  können,  so  kommt  man  bei  der  Herleitung  des  Supple- 
mentintegrals in  die  Lage,  zu  diesen  complezen  Grössen  die  Determinanten 
bestimmen  zu  müssen.  Diese  sind  wieder  complex,  und  zwei  conjügirte 
vereinigen  sich  zu  einem  reellen  Ausdruck. 

Es  sei  also  die  Determinante  F  für  folgende  Functionalgleichung  zu 
bestimmen: 


0)  ye.'F(«)d«  =  ^,+^,. 


in  welcher 

^,  =  »i  +  m,  h^=^p  +  qi, 

^g  =  m  — n»;  Ä,=l?  — ä'»- 

Die  Determinante  für  den  ersten  Bruch  ist      ^,  .   '  ti^""*e"**", 

r(v) 

7WAltAn  ^ —^  #/*  —  J  ^  -  *1  ■» 

n  n  n        n     »weiwju      „  „  P^«^  c      '   . 

Die  Summe  dieser  Ausdrücke  ist  offenbar  die  Determinante  für  die  Summe 
der  beiden  Partialbrüche;  man  hat  also 

Da  nun 

e''^t"ssz(rP*'{cosqU'-i8inqu),     er''*"  =  e''P^{cosqu  +  i8inqu), 
so  ergiebt  sich  für  F  der  reelle  Ausdruck 

2('— n» 

F(u)  ^  -^^--^u'-'^-v'' \fn  cosqu  +  n 8mqu\ ,     v>0. 

Die  Grenzen  sind 

^  Mj=:-f.oo,    wenn    x—p<0\ 

*  ""    '        ttj  =  —  00,   wenn   x  —p  >  0  J 

Nicht  selten  ereignet  es  sich,  dass  lineare  Differentialgleichungen  be- 
hufs Verftnderung  ihrer  constanten  Parameter  einem  vielfachen  Differentia- 
tionsprocess  unterworfen  werden,  wobei  der  zweite  Theil  f{a)  der  Gleich- 
ung die  entsprechende  Veränderung  erleidet,  nämlich  übergeht  in 

dx" 
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/ 


Soll  für  den  letzten  Ausdruck  die  Determinante  hergeleitet  werden,  so 
bestimme  man  zunächst  die  Determinante  Yon  f{x) ,  d.h.,  man  ermittle  F  aus 

alsdann  Iftsst  sich  zeigen,  dass 

die  Determinante  der  n*^  Ableitung  von  f{x)  ist.    Man  findet  nämlich  durch 
n-fibche  Differentiation  der  letzten  Gleiclying  nach  x 


d)  reu.^nF(u)du^^^. 


was  mit  unserer  Behauptung  coincidirt. 

Bisweilen  wird  mit  Differentialgleichungen  der  Form 

(a,  +  h^x)y'+  (a,  +  h,  x)y'+  (a,  +  h,x)y  =  f{x) 

auch  folgende  Transformation  vorgenommen:  Man  substituirt  y^Pif^*, 
differenzirt  hierauf  die  Gleichung  a-mal,  substituirt  rückwärts  yj^*^  =^86"""*; 
hierauf  transformirt  man  nochmals  in  analoger  Weise  y^  =  y^ef'y  differen- 
zirt l>-mal,  setzt  y^^^=^e^^^y^.  Hierbei  ist  aus  dem  zweiten  Theil  f{x) 
der  ursprünglichen  Gleichung  Folgendes  geworden: 


'^'M'^'-'"L'-'"f^'^^ 


und  es  fragt  sich  nun,  welche  Gestalt  die  Determinante  für  diesen  Ausdruck 
annimmt. 

Sei  F{u)  die  Determinante  von  f{x),  so  dass  man  hat 

^*F{u)du  =  f{x). 


ß 


Setzt  man  hierin 
so  folgt 


/ 


^'F{v  +  a)  dv  =  e-«*  fix) ; 


Vi 
differenzirt  man  dies  a-mal  nach  x,  so  entsteht 


/ 


d** 


Vi 
substituirt  man  rückwärts) 

v  =  w  — «, 
80  folgt 
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e"*  (w  -  a)«  F{u)  du  =  ea^  ^  e-«'  f{x) , 


oder  für 

u  =  v  +  ß 

Vi 
und  nach  2) -maliger  Differentiation  in  Bezug  auf  x 

fe^'v^{v  +  ß^ayF{v  +  ß)dv  =  -^\^e''^-{^^-^e'<»-^ 

Vi 
oder  endlich  fttr  t;  =  t«  — fl 

y^e-(u-/J)*(t*-a)--F(u)rfu=  c^'l^  j, («-/»)* ^e-'A^)). 
Ist  daher  JF'(u)  die  Determinante  von  f{x),  so  ist 
die  Determinante  von 


^^'Äf'^-'^'Ä^'-^^^^}- 


Diese  Transformation  kann  in  der  angedeuteten  Weise  beliebig  weif 
fortgesetzt  werden. 

B.   Supplementintegral  der  Differentialgleichung 
unter  X  eine  ganze  Function  verstanden, 

In  dem  Falle,  wo  der  zweite  Theil  der  Differentialgleichung  1)  eine 
ganze  Function  ist,  treten  wesentliche  Vereinfachungen  bei  der  Herleitung 
des  Supplementintegrals  ein.  —  In  erster  Linie  verdient  der  Fall  Beachtung, 
wo  ^0  =  ^  ^^^  Dann  ist  das  Supplementintegral  im  Allgemeinen 
eine  ganze  Function  fi**°  Grades 

X  3^  X^ 

y  =  «o  +  «iji  +  «8  2l  +  -  '■'""^7!5 
die  Grössen  a  bestimmen  sich  durch  Coefficientenvergleichung.  -    Man  vergl. 
die  auf  Seite  22  citirte  Arbeit:  üeber  die  Integration  etc.,  §  2.  — 

Ist  &o^^*  ^^  ^^^^  <^ie  Sache  nicht  so  einfach.  Das  Snpplementinte- 
gral  hat  jetzt  die  Form 
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wobei  e  noch  in  besonderer  Weise  zu  bestimmen  ist.     Ftthrt  man  nämlich 
den  letzten  Ausdruck  in  die  Gleichung  1)  ein,  so  entsteht 

(oj  +  6,«)«"+  (a,  +  b^x)e  +  (a,  +  b,x)e  +  {&„+*,  j*j  +  . . .  +  ft^  ^  j 

=  A  +  ^,j^  +  ...  +  ^,^. 

Es  enthalten  die  k  linear  die  fi  Grössen  a^  bis  «/i^i,  und  letztere 
kann  man  immer  so  bestimmen,  dass  die  Coefficienten  /lu,  und  A;^,  ^^>t 
und  Ä^^-i,  ...,  j4^  und  Jc^  identisch  werden.  Im  Speciellen  kann  es  sich 
ereignen^  dass  die  absoluten  Glieder  Äq  und  JCq  dann  von  selbst  überein- 
stimmen, und  in  diesem  Falle  würde  das  Supplementintegral 
eine  Function  (fi  — 1)^*^  Grades  sein.  Im  Allgemeinen  findet  dies 
aber  nicht  statt,  und  es  bleibt 

zarück,   für   welche  Gleichung  noch   besonders  ein  Supplementintegral  auf- 
zusuchen ist. 

Die  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  a  lauten  folgendermassen : 


•Ak, 


«0«! 

+  ^"0 

+  Oi€t, 

+  ftl«, 

+  0»«» 

+  6,«, 

=  Äß^2,      +ai«,      +^«1  }         =^ii 


+  aj  a|n  - 1  +  ^1  (f*  —  2)  a/tt  -  2 

nnd  eine  Berechnung  dieser  Grössen  ist  immer  möglich,  weil  I^q^O  yoraus- 
gesetzt  wird. 

Im  allgemeinsten  Falle  ist  daher  das  Supplementintegr.al 
der  Gleichung  1)  additiv  zusammengesetzt  aus  einer  ganzen 
Function  (fi  — 1)*«"*  Grades  und  aus  einer  Function  e,  welche 
letztere  wiederum  Supplementintegral  der  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichung ist,  wenn  deren  zweiter  Theil  einen  constan- 
ten  Werth 

ITm  nun  g  aus  der  Gleichung 
1  a)  K+  M)  ^"+  (ai  +  ^a?)/+  (ao+  h^x)e^B 

zu  bestimmen,  könnte  man  diese  in  die  Weiler 'sehe  Normalform  umsetzen, 
aber  bei  dieser  Transformation  tritt  der  üebelstand  ein,  dass  der  zweite 
Theil  der  Gleichung  wieder  inconstant  wird,  und  dass  dadurch  die  Inte- 
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gration  bedeutend  complicirter  ausfällt.    Man  versuche  daher  für  die  nicht 
transformirte  Gleichung  ein  Supplementintegral  herzuleiten. 
Setzt  man  dasselbe  in  der  Form 

voraus ,  so  erhält  man  nach  Einführung  dieses  Ausdruckes  in  die  Gleichung  1  a) 


J e"'  \Uq+  U^x\Vdu  =  B , 


oder  nach  einiger  Reduction 

Hierin  bedeuten  * 

Man  bestimme  nun  Fso,  dass 

und,  wenn  möglich,  die  Grenzen  Uj  und  u^  so,  dass 
Aus  der  vorletzten  Gleichung  ergiebt  sich 

und  vermöge  dieses  Ausdruckes  verwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in 

Für  das  Weitere  sind  nun  vier  Fälle  der  Integration  zu  unterscheiden 
und  zwar  je  nachdem 


1)  &=•»+ 


2)  W  =  ^  + 


3)  ^  =  m  +  ««+  — 


^==m  +  nu'\ » 


4)  j^^a^u^+a^u  +  a^. 

1.  Es  sei 


'1 

-  =  w  + h 


dann  lässt  sich  die  Gleichung  la)  folgendermassen  schreiben:* 

*  Wir  gebrauchen  die  Schreibweise  S.  Spitzeres,  welcher  diese  Gleichung 
ausführlich  behandelt  hat.  —  Der  Einfachheit  halber  idt  &|  =  1  gesetzt  worden. 
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«)  (fn  +  x)z"+[a  +  h^{a  +  ß){m  +  x)]0 

+  [—aß  —  ha  +  aß{m  +  x)]  z^B. 
Das  Integral  lautet: 


=  y/^e-^/f-, 


Z 

d.h. 

und  die  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Integrationsgrenzen 

Bezeichnen  wir  nun  die  absolut  kleinste  Wurzel  von  U^=^0  mit  a ,  so 
können  bei  positivem  a  die  Grenzen  u^^O  und  t«2^=  o;  gebraucht  werden 
und  man  erhält  fttr  y  aus  der  letzten  Gleichung 

y=(_l)«  +  »  +  'B«-«/J-» 


^>0 


weil  5o<^' 


Ist  hingegen  a  negativ,  so  verfahre  man  in  folgender  Weise:    Man  sub- 
stituire  in  Gleichung  a) 

z  =  e^*z^^ 
dann  entsteht 

ifn  +  x)/\+[a  +  h  +  {a-'ß){m  +  xy]z\  +  a(a^ß)0,  =  B-<»'e', 
dies  giebt  v-mal  differenzirt 

{m  +  X) z,^--^^+  [a  +  v  +  h  +  (a^ß){fn  +  x)]  z,^-+  0 
+  (a  +  v)  (a  -  15)  V=  5  (-  «)V— '. 
Setzt  man  nun 

so  erhält  man 

{m  +  x)z\+[a  +  v  +  h'-{a  +  ß){fn  +  x)]z\ 

+  [-{a  +  v)ß-'ha  +  aß(m  +  x)]z^=^B{-^ay, 
also  eine  Gleichung,  die  sich  von  Gleichung  (a)  nur  dadurch  unterscheidet, 
dass  an  Stelle  von 

z  a  B 

resp.  z^  a  +  v        B  {—  a)* 

steht.     Man  wähle  nun  für  v  diejenige  ganze  positive  Zahl,  welche  un- 
mittelbar dem  absolut  genommenen  Werthe  von  a  folgt,  dann  ist 
a 

ifg=y/e«0»i+*)(w -«)«+•- >(w-/5)*-^dw 
0 
ein  brauchbares  Supplementintegral  der  letzten  Differentialgleichung.     Der 
Zusammenhang  zwischen  diesem  Integral  und  d  engenigen  der  Gleichung  o) 
ist  gegeben  durch 
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wobei  die  v- fache  Integration  zweckmässig  mit  Hilfe  der  l^ormel 

X 

vollzogen  werden  kann.* 

Für  y  hat  man  zunächst 

y  =  (-  l)«+t+*+i  (B  (-  «)•)  «-(«+•'> |S-*, 
aber  dieses  zieht  sich  zusammen  in 

y  =  (-.l)«+ft+iBa-«ß-*; 
diese  Grösse  beh&lt  also  ihren  früheren  Werth  bei. 

Sollte  a  =  0  sein,  so  genügt  der  reducirten  Differentialgleichung,  wie 
leicht  zu  sehen, 

particulär,  und  die  Integration  erledigt  sich  auf  anderem  Wege,  üeber- 
haupt  treten  Vereinfachungen  ein,  wenn  a  und  b  ganze  positive  oder  negative 
Zahlen  sind. 

Es  möge  noch  folgende  Anmerkung  gestattet  sein. 

Besitzt  die  rechte  Seite  der  Gleichung  1)  einen  Factor  e^',  lautet  sie 
also  Z6*^,  so  lässt  sich  dieser  Factor  durch  die  Substitution 

stets  entfernen.  Denn  nach  Einführung  dieser  Substitution  tritt  die  EjX- 
ponentialfunction  als  Factor  der  linken  Seite  auf  und  geht  durch  Division 
fort,  während  sich  x  mit  den  Coefficienten  der  Gleichung  1)  so  mischt, 
dass  deren  Gestalt  erhalten  bleibt. 

Man  kann  auf  Gleichungen  dieser  Art  bei  der  Integration  von 

a)  iÄ^+B,x)r+{A^+B^x)0'+{A,+  B,x)z+(Ä^+B^x)0=^O 
stossen.     Lässt  sich   nämlich   die  letzte  Differentialgleichung  auf  die  Form 

dx 

bringen,  wobei 

b)  Z={a^+  h,x)0'+{a,+  hiX)z+{ao+h,x)B, 

so  ist  das  Supplementintegral  der  letzten  Gleichung  ein  particuläres  Integral 
der  Gleichung  a).  Es  wird  sonach  durch  eine  complete  Integration  der 
Gleichung 


*  Es  sei  bemerkt,  dass  man  sich  in  bcRtimmten  Fällen  —  auch  bei  nega- 
tivem a  —  die  vielfache  Integration  ersparen  kann ,  wenn  man  für  Us  anendlich 
grosse  Werthe  zulässt.  Doch  muss  man  dann  unterscheiden,  oh  mA-x  positiv 
oder  negativ  ist 
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c)       {a^+b^x)g'+{ai  +  b^x)z  +  {ao  +  hQx)e  =  B^*,  B  =  o(mst. 
das  vollständige  Integral  von  a)  gewonnen. 
2.  Es  sei  rr 

dann  iSsst  sich  die  Gleichung  la)  folgendermstssen  schreiben: 

ß)     {m  +  x)z'+[h-'2a{m  +  x)]z+[a-ba  +  a^{m  +  x)]z  =  B. 
Das  Supplementintegral  lautet: 

und  die  Gleicbang  zur  Bestimmung  der  Integrationsgrenzen: 

Die  Wahl  der  Grenzen  hat  nun  in  folgender  Weise  zu  erfolgen: 

m  +  x  negativ,     o  negativ,  a  beliebig   '     m^  =  0,     Ug  =  +  oo, 

m  +  x  positiv,      a  positiv,  a  beliebig   I     w,  =  0,     Mj  =  — oo, 

m  +  x  negativ,     a  positiv,  a  negativ         Wi  =  0,     f*2=a  — 5  1         x_a 

m  +  a  positiv,      a  negativ,  a  positiv  **i  =  0,     Ug  =  «  +  J)  ""' 


Hier  ergeben  sich  keine  brauch- 
baren Grenzen. 


m  +  x  negativ,     o  positiv,     a  positiv 
m  +  x  positiv,      a  negativ,     a  negativ 
Die  linke  Seite  der  Gleichung 

verschwindet  für  u  =  u^]  für  u  =  t«i  =  0  erhält  man  dagegen 

weshalb  y  in  den  erledigten  Fällen  den  Werth 

y  =  (- 1)  ^  Ba     e    a 
besitzt. 

In  den  beiden  Fällen,  in  welchen  sich  keine  passenden  Werthe  fdr  ua 
finden  lassen,  scheint  nichts  Anderes  übrig  zu  bleiben,  als  dass  man  die 
Gleichung  la)  direct  auf  die  Weil  er 'sehe  Normalform  bringt.  Dies  ge- 
schieht (vergl.  die  auf  Seite  23  citirten  Vorlesungen  von  Schlömilch) 
mittels  der  Substitutionen 

x  =  6  +  s^^     und     jj  =  tje"*^~"*^, 
vermöge  welcher  die  Gleichung  la)  übergeht  in 

Die  weitere  Integration  gehört  in  den  Theil  A  der  vorliegenden  Arbeit. 
Es  sei  hier  nur  darauf  hingewiesen,  dass  man  im  Verlaufe  der  Bechnung 
aof  die  Functionalgleichang 

dSbTtizedby  Google 


36     üeb.  die  Integration  linearer,  nicht  homog.  Differentialgleichungen. 


r 


stösst,   und  dass  in  dieser   die  Determinante  F   (wie    dieses    bei  anderer 
Gelegenheit  auf  Seite  44  gezeigt  werden  soll)  folgender  Ansdmck  ist* 


3.  Es  sei 


B'  _  («~^)* 

F{u)^- — -=(U-A)6        4x    . 
4x^WÄ 


dann  lässt  sich  Gleichung  la),  welche  jetzt  die  Gestalt 
02/'+  («1+  6,  x)  /+  (ao+  h^x)  g  =  B 
besitzt,  folgendermassen  schreiben: 

y)  n0"+  [m  +  x  —  na]  b  +  [a  —  a  (w  +  a;)]  iEf  =  5, 

wobei  der  Einfachheit  halber  b,  =  1  gesetzt  wurde. 
Das  Supplementintegral  lautet: 


r 


^a-1^«(..4-)  +  n-^^^ 


und  die  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Grenzen 

{y(«-«)%"^'"+"+"ljü;=Ä 
Die  Wahl  der  Grenzen  hat  in  folgender  Weise  stattzufinden: 


n  negativ,  a  positiv,   a  beliebig, 

n  positiv,   a  positiv,   a  beliebig, 

..  ,.     r«  negativ, 

n  negativ,  a  negativ,  {  .  ^ . 

^  ^        1«  positiv, 

..     fa  negativ, 
n  positiv,  a  negativ,  I 


Uj  =  0,  tt2=a,  od. +Q0.  od. —00, 

w^  =  0,  U2=a,  od.  +30^—1,  od.  —00^— 1, 

t*,  =  0,  U8=  +  oo, 

t*l  =  0,   t*2t=  — 00, 
Wi=0,  Uj=i  — QO^—  1. 


( positiv, 
Die  linke  Seite  der  Gleichung 

verschwindet  für  u^u^;  für  u  =  Ui  =  0  erhält  man  dagegen 

-y(-«)«  =  JJ,       «^0, 
weshalb  y  in  allen  Fällen  den  Werth 

besitzt. 

4.  Im  letzten  Falle  lautet  die  Gleichung  la): 

und  dieser  genügt,  wie  hinreichend  bekannt  ist,  falls  B^=iO^ 
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wobei 


S  = 


a,fS+l=0, 

60=1, 

C,  +  C,+  C,  =  0. 


Wird  nSmlich  das  letzte  Integral  in  die  vorgelegte  Gleichung  eingeführt, 
80  entsteht  nach  gehöriger  Reduction  aaf  der  linken  Seite 

-{C,  +  G,  +  C,), 
welche  Grösse  Null   zu  setzen  ist,   wenn  man  die  reducirte  Gleichung  vor 
sich   hat.     Ist  aber  die   rechte   Seite  der  Gleichung   eine   bestimmte  Con 
stante   By   so    hat   man   die   willkürlichen  Constanten   einfach   an  die  Be- 

^^^E^^S  C  +  C^+C^^-B 

zu  knüpfen.  Im  vorliegenden  Falle  ist  also  das  Supplementintegral  mit 
den  particulftren  Integralen  der  reducirten  Differentialgleichung  innig  ver- 
bunden. Wollte  man  das  Supplementintegral  für  sich  haben,  so  müsste 
man  zwei  der  Constanten  C  gleich  Null  setzen. 


Lineare ,  nicht  homogene  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung ,  deren 
complete  Integration  auf  die  Gleichungen 


«) 


.«^^ 


dy 


{a^  +  b^x  +  c^x^)  :t-5  +  («1  +  ^^)  JZ  +  «oy  =  ^» 


dx 


dx 


führt. 


y) 


Es  giebt  eine  grosse  Anzahl  von  Differentialgleichungen  der  Form 
,  .  (Pt;   ,        .  .dv  .        .  .  ,  . 


welche  durch  Substitutionen  wie 

in   die  Gleichungen  «)    oder  ß)   transformirt  werden  können.*     Diese  Sub- 
stitutionen   bringen    zwar    eine   Veränderung    des    zweiten    Theiles    t(;   der 


•  Die  Gleichung  ß)  kann  mittels  y^^^z  auf  die  Form 

gebracht  werden  und  erscheint  dann  als  Specialfall  von  a).  Da  aber  bekanntlich 
f)  eine  ganz  eigenartige  Behandlung  erfordert,  und  da  ihr  Integral  von  dem  der 
Gleichung  a)  wesentlich  verschieden  ist,  so  haben  wir  beide  Gleichungen  —  a) 
und  ß)  —  an  die  Spitze  gestellt. 
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Gleichung  y)  hervor;  immerhin  bleibt  aber  diese  eine  Function  der  unab- 
hängigen Variabelen,  und  man  kann  daher  für  alle  diese  Gleichungen  y) 
das  Supplementintegral  auf  directem  Wege  —  das  soll  heissen :  ohne  Varia- 
tion der  Constanten  —  ableiten. 

Es  wird  nicht  überflüssig  sein,  wenn  wir  eine  kurze  üebersicht  der 
hauptsächlichsten  Gleichungen  erwähnter  Art  geben,  zumal  eine  solche 
Üebersicht  auch  Nutzen  gewährt,  wenn  man  es  nur  mit  den  reducirten 
Gleichungen  zu  thun  hat. 

Folgende  Differentialgleichungen*  —  mit  oder  ohne  zweiten  Theil  — 
lassen  sich  auf  die  Gleichungen  o)  oder  ß)  —  beziehentlich  mit  oder  ohne 
zweiten  Theil  —  zurückführen. 

Auf  a)  kommt  zurück: 

1)   (a+6u+ct«p^  +  (aj  +  &it*)(a+6u  +  cu«)|^-h(ao+2>ow+cou«)t;=(). 

Q/iA  all 

Substitution : 

Auf  1)  kommt  zurück: 


^      Aw  +  1  V 

1  = »      »?  =— ; 

u  u 


Substitution : 

;i  folgt  aus 

a  +  hl  +  ck^+dX^  =  i\ 

Auf  1)  kommt  auch  zurück: 

Substitution : 

k  folgt  aus 

a+hk  +  ck^+dX^  =  0. 

Auf  1)  kommt  zurück: 

+  (ao+&o<"  +  Co*'")t^  =  0,     ci=(n+l)c. 
Substitution: 


♦  Vergl.  diese  Zeitschrift,  XXVIII.  Jahrg.  4.  Heft  und  XXIX.  Jahrg.  S.  Heft. 
—  Der  Einfachheit  wegen  sind  die  Gleichungen  in  der  reducirten  Form  angeführt 
und  die  Buchstaben  afh^at,  &i  etc.  wiederholt  gebraucht  worden,  obgleich  selbige 
in  den  verschiedenen  Gleichungen  verschiedene  Bedeutung  haben. 
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u 
Ist  c=Ci  =  0,  so  lautet  die  letzte  Differentialgleichung 

und  diese  ist  bedingungslos  integrirbar. 

Gleichung  5)  fasst  in  sich  zwei  bekannte  SpecialföUe,  nämlich  —  wenn 
öo+^o^*  +  ^o^*  durch  a  +  hV^  theilbar  ist  —  die  Euler^sche 

6)  t^{a  +  ht-)^  +  t{a,  +  \t-)^^+{a,  +  ß,t-)v^O, 

und  —  wenn  &  =  0  —  die  folgende: 

Für  r=^  geht  7)  über  in 

und  diese  Gleichung  kommt  vermöge 

auf  die  Gleichung  ß)  zurück. 

Endlich  erinnern  wir  noch  daran,  dass  die  Gleichung 

mittels  der  Substitution 

in  die  Gleichung  ß)  übergeführt  werden  kann. 

Wir  begnügen  uns  mit  Angabe  dieser  neun  Differentialgleichungen, 
obwohl  noch  lange  nicht  alle  bis  jetzt  bekannten  auf  a)  und  ß)  reducir- 
baren  Gleichungen  genannt  sind.  —  Besitzen  nun  die  aufgestellten  Gleich- 
ungen einen  zweiten  Theil,  so  kann  für  dieselben  stets  —  durch  Rück- 
gang auf  die  Gleichungen  a)  resp.  ß)  —  das  Supplementintegral  hergeleitet 
werden.  Das  Problem  läuft  schliesslich  immer  darauf  hinaus,  in  den 
Fanctionalgleichungen 

J(u  —  xY F{u)  du  =  /'(«),     resp.      I e""*  F{u)  du  =  f  (x) 

Ui  Ui 

die  Determinante  F  bei  gegebener  Fonct.  gon.  f{x)  zu  ermitteln. 

Wir  wollen  die  Rechnung  an  einem  Beispiele  vollständig  durchführen 
und  wählen  hierzu  die  Gleichung  9),  wenn  deren  zweiter  Theil  eine  ganze 
Function  ist 
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Supplementintegral  der  Differentialgleichung* 

X  x^  x^ 

^=  -^0  +  -ä-i  Y~,  +  -^2  g-j  +  .  .  .  +  -4/ti  — j  • 

Das  Supplementintegral  hat  offenbar  die  Form 

y  =  .  +  «,  +  «,j^  +  ...  +  .^.,^-^; 
denn  führt  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  9)  ein,  so  entsteht 

^J?"^^^'  ''■  ^*^^d^  "^  («0  +  &o^  +  ^0^)*^  +  *o  +  ^i  fj  +  •     +^ß-^^X, 
und  nun  lassen  sich  die  fi  —  1  Grössen  a ,  welche  linear  in  den  h  enthalten 
sind,  so  bestimmen,  dass 

und  sonach 

zurückbleibt,    für  welche  Gleichung  noch  das  Supplementintegral  besonders 
zu  ermitteln  ist. 

,  Das  GleichuDgssystem  zur  Bestimmung  der  a  ist  in  folgendem  Schema 
enthalten : 

man  hat  also  für  ^  =  /u  bis  A  =  2 

^^(f*-l)aM-2  =  -4M,    &oU— l)aM-2  +  Co(|ü— l)(|iA  — 2)a^_3  =  il^-i    etc. 

Eine   Bestimmung   der  a  ist  immer  möglich,  wenn  Co  <  ^5   ^^®^  ^*^^ 
Co  =  0  ist  im  ersten  Theil  dieser  Abhandlung  erledigt  worden. 

Aus  dem  Schema  geht  noch  hervor,  dass  (für  Ä  =  0  und  1) 

Jetzt  hat  man  das  Supplementintegral  der  Gleichung  9a)  aufzustellen. 
Man  transformire  dieselbe  mittels  der  Substitution  (vergl.  S.  39) 

wodurch  entsteht 

cPv      r     (a.-2aa)    Idv      \     {ao-a^k  +  a^l^^2a,x)     T 

'^äFm+il^-4a,J)x\äx+\+^^^^^ 

L+(4a2Ä*  — 26,  x  +  Co)«^  J 

/•(a;)  =  (jBo  +  ^ifl?)e«''+^- 
oder,  wenn  »  und  A  so  bestimmt  werden,  dass 


*  Die  rechte  Seite  dürfte  auch  Xe«''+/»'  lauten,  ohne  dass  die  Rechnung 
compliciiter  auffällt,  denn  die  Exponentialfunction  kann  durch  die  Substitution 
y  =  yie« '*+/*'  beseitigt  werden. 
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9b)  pg+(,+.)g  +  ..  =  rW. 

Die  Bedeutung   von  p,  q   und  r  wird   leicht  erkannt;   doch  ist  auch 
darauf  zu  achten,  dass  wir  die  Grösse 

mit  welcher  die  vorletzte  Differentialgleichung  diyidirt  worden  ist,  in  Bq 
und  B^  eingehend  denken.  Die  neuen  Grössen  Bq  und  Bi  in  f  sind  also 
mit  den  vorigen  nicht  identisch.     Wesentliche  Voran  Setzung  ist  hierbei 

6,-4agK^0. 
Führt  man  nun  in  die  Gleichung  9  b)  —  vergl.  S.  2ö  —  den  Ausdruck 

Ut  u 

t;= /5^(tt).r  /c^^FdwJ  du 

W,  Mo 

ein,  80  ergiebt  sich 

Js{u)\j\{pu^  +  qu  +  r)+ux\e'''Vdu\du  =  f{x) 
oder 

rS{u)^\e-'uV\l  +  re-'^{pu^+qu  +  r)V---^ 
Setzt  man 


so  wird 


au 


und  es  bleibt  daher  zurück 

J8{u)  {e-*w'-/  2  '^"'"^^j^^f^^)^ 

Ut 

Sei    r   (resp.   sein   reeller  Bestandtheil)   positiv,    dann   ist  es   erlaubt, 
Uq  =  0  zu  nehmen.     Wählt  man  hierauf  die  Function  S  so,  dass 

M* 

wo  F  die  Determinante  in 

fe'"F(u)du==f{x) 
bedeutet,  so  ist  ^ 
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«1  0 

das  gesuchte  Supplementintegral  der  Gleichung  9  b). 

Bevor  wir  die  Determinante  F  bestimmen,  erörtern  wir  den  Fall,   in 
welchem  r  negativ   ist  und  daher  Uq  nicht  Null  genommen  werden  darf. 
In  diesem  Falle  differenzire  man  die  Gleichung 
9b)  ^        pv'+{q  +  x)v  +  rv  =  f{.v) 

V  •  mal ,  so  dass  entsteht 

1> «'"+ (  ^ + a?)  «^'+ (r  +  v)  w  =  — /•(oj) , 
wobei 

und  wähle  fUr  v  diejenige  positive  ganze  Zahl ,  welche  dem  absoluten  Wertbe 
von  r  unmittelbar  folgt.  Die  letzte  Differentialgleichung  kann  nun  so,  wie 
Gleichung  9b)  behandelt  werden;  zuletzt  hat  man,  um  v  zu  erhalten,  noch 
eine  v- fache  Integration  vorzunehmen.  Ausserdem  ist  auch  zu  beachten, 
dass  der  Determinante  2^(w)  der  Factor  viy  ertheilt  werden  muss,  weil  die 
Functionalgleichungen 

/e»'P(u)dt*  =  /'(a?)    und   f e"'' u^  F{u)du  =  —  f{x) 

correspondiren.     (Vergl.  S.  29.) 

Stellen  wir  nun  die  einzelnen  Ausdrücke  zusammen,   so  erhalten  wir 
als  Supplementintegral  der  Differentialgleichung 

9a)  a^—-^(ai  +  b^x)—+{a^  +  \(x>  +  CoOo^)e^f{^). 

falls  r  positiv  ist,  folgendes: 

u%  u 

t*i  6 

und,  falls  r  negativ  ist: 

u%  u 

«♦i  0 

r  +  v>0, 

und  in  beiden  Integralen  bedeutet  F  die  Determinante  der  Gleichung 
J 6«« F{u)  du  =  fix) ,    f=  {B^+B^x) e»''+*'. 
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Um  F  zu  bestimmen,  wende  man  sich  vorerst  an  die  Gleichung 

Man   findet  für  diese  die  Determinante,   wenn  man  die  bekannte  Identität 

mittels  ~ 

2/k  < 

transformirt ;  es  entsteht  nämlich 

Uy  /-  .- 

Nach  einem  früher  aufgestellten  Satze  (vergl.  S.  28)  ist  nun  unmittelbar 


1*2 


weil  die  Bedingung 


erfüllt  ist.     Natürlich  muss  {n  positiv  und  ganzzahlig  und  x  von  Null  ver- 
schieden sein;  beides  findet  für  unsere  Untersuchung  statt. 
Hat  man  daher  die  Determinante  zu  bestimmen  in 

/ 6«^  F(w)  dt^  =  (jBß  + -B, i») e**"+^* 
i*i 
80  beachte  man,  dass 


,A 


B.  '-'' 


^1 
oder  nach  Addition 


Google 


2j/x7C 

Mithin  ist  die  zur  Fonct.  g6n, 


u^  =  —  coj/k  ,     f*2  ==  +  00  ^x, 
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gehörige  Determinante 

dieser  Aasdmck  wäre  an  Stelle   von  F  in   die  Supplementintegrale  einzu- 
führen. 


Für  die  bisherige  Integration  war  vorausgesetzt,  dass 

denn  andernfalls  könnte  man  die  Grösse  A  nicht  bestimmen  und  überhaupt 
der  Gleichung  9a)  nicht  die  Form  i'b)  verleihen. 
Sollte  aber  ^i  — 4ajÄ  =  0,  d.  h. 

sein,  80  setze  man  von  vornherein  il  =  (),  man  transformire  also  die  Gleich- 
ung  9  a)  mittels  „  , 

und  wähle  x  so»  dass,  wie  früher, 

dadurch  erlangt  die  Gleichung  9  a)  die  Gestalt 

Hierbei  ist  darauf  zu  achten,  dass  die  Gleichung  9a)  durch  die  Grösse 

dividirt  wurde,  welche  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  werden  muss  und 
darf,  und  dass  wir  diese  Grösse  in  Bq  und  B^  eingehend  denken. 
Setzen  wir  das  Supplementintegral  wieder  in  der  Form 

voraus,  so  entsteht  nach  Einführung  desselben  in  Gleichung  9c) 

f8{u)\j\pu^  +  qu  +  r  +  x\e^'Vdu\  du  =  {B^  +  BiX)e*'*=^f{x 
oder 

/«(«)  [te-'  r\l+f'e'-'  [ipu'  +  gu  +  r)  7-^j  du]  du  =  f{x). 

tt,  u, 

Wfthlt  man  V  so,  dass 

(pM«  +  ?M  +  r)  7-^=0, 
also 


iX) 
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F=/T  +  'T+- 


und  bestimmt  man  U(^  aus  der  Gleichnng 

P  V  =  -  00, 
80  dass 

dann  bleibt  zurück 


J8{u)  c«*  Vau  =  f{x). 


Setzt  man 

S(u)7=JP(u) 

und  lässt  F  die  Determinante  Von 

bedeuten,   so   befriedigt  der  Ausdruck  für  v  die  Differentialgleichung  9c); 
es  ist  also 


v=f[^Pj"e''-^Vdu]du 


das  gesuchte  Supplementintegral  von  9  c). 

Die  Determinante  F  hat  nach  der  yorigon  Untersuchung  (unter  Berück- 
sichtigung, dass  il  =  0)  folgenden  Werth: 

und  die  Grenzen  sind,  wie  früher. 

Stellt  man  die  Ausdrücke  zusammen,  so   kommt  man  zu   folgendem 
Schlussresultat: 

Das  Supplementintegral  der  Differentialgleichung 

jTS  ff  d  B 

9a)        a^j^^  +  {ai  +  b^x)  —  +  (aQ  +  hQX  +  CQX^)e^BQ  +  B^x 

lautet,  falls 

V-4o,Co  =  0, 

,^e-'':f[e';'^^-''^''''F(u)f^^^^ 
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m. 

Zur  Theorie  der  Elimination. 

Von 

Leopold  Sohendel. 


L  Darstellnng  der  Eesnltante  von  v  Formen  mter  Ordnnng^. 

1.  Wir  stellen  durch  die  Grösse 

(a,"0'"' •  •  (««"«)''»  Px"Pr\  r,  + . .  +  r,  =  r 
das  arithmetische  Mittel  aller  derjenigen  Ausdrücke  dar,  die  man  dadurch 
erhält,  dass  man  auf  alle  möglichen  Weisen  die  r  Grössen  jjj",  ..,  p^** 
mit  den  ä  Grössen  aj",  ..,  a,",  die  einzeln  in  den  Dimensionen  r^,  .  .,  r^ 
und  zusammen  in  der  Dimension  r  in  ihr  vertreten  sind ,  durch  algebraische 
Multiplication  verbindet. 

Die   Anzahl   dieser   Ausdrücke,   durch   welche   ihre   Summe   zu    divi- 
diren  ist,  ist 


r\ 


Insbesondere  ist 
und  darnach,  wenn 

(«")' 

Pi- 

■Pr- 

gesetzt  wird. 

die  Grösse 

a»  = 

ai-.On 

a'^pr^ 


ein  algebraisches  Product  von  nr  Factoren  von  der  Form  a^pi^  die  mau 
durch  algebraische  multiplicative  Verbindung  der  Grössen  p, ,  . . ,  Pr  mit 
den  Grössen  a,,  ..,  o«  erhält. 

Ferner  stellen  wir,  indem  wir 

und 

Xr  ^  1 ,    .  . ,  Wr 

setzen,  durch  die  t; factorige  Grösse 

(a|"')"*"*""*'  •  (ffi»"»)"«'"'***'«' 
ein  algebraisches  Product  von   n^  , .  n^   Factoren  dar,    die  man  dadurch 
erhält,  dass  man  die  in  den  Dimensionen 

in  ihr  vertretenen 
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1»,,  ..,  »» 


a"s   ..,  «„"• 


linearen  Factoren  der  Grössen 

auf  alle   möglichen  Weisen   zu  combinatorischen  Producten  von   der  Form 

verbindet. 

Dieser    Bildungs weise    entsprechend    ist    unter    Berücksichtigung    der 
Gleichung  _ 

die  «fiactorige  Grösse 

Die  t;  factorige  Grösse 

nimmt   bei   einer .  Vertauschung  zweier  Factoren  den  Factor  (— l)»i'»»  an. 
Sie  ist  in  der  Form 


und  darnach  in  der  Form 


darstellbar  und  erscheint  in  dieser  Form  als  ein  algebraisches  Product  von 
nr«i  . .  n„  Factoren  von  der  Form 

Die  Grösse 

die  aus  ihr  dadurch  hervorgeht,  dass  man  ihren  rten  Factor  durch  die  Grösse 

K  r."'  )"^'  ^» . .  U,  r/'  )""'  ^^     Wo,  r.  +  . .  +  Wo,  r,  =  n.n^  . .  n, 
ersetzt,  ist  der  Grösse 

Wo,  r,  +  .  .  +  Wo,  r^  =  WrWi  .  .  W„ 

gleichwerthig  und  somit  das^  arithmetische  Mittel  aller  derjenigen  Ausdrücke, 
die  man  dadurch  erhftlt,  dass  man  auf  alle  möglichen  Weisen  die  nrWj . .  Wp 
Grössen  »i^.«^«!,*. ..  »„,,„"'  mit  den  v  Grössen  a^^^r  ,  ,.,  a^^^^r,  die 
einzeln  in  den  Dimensionen  Wo,  ri  5  •  •  >  Wo,  r^  und  zusammen  in  der  Dimension 
nrn^  .  .  Wr  in  ihr  vertreten  sind,  durch  algebraische  Multiplication  ver- 
bindet 

2.  Wenn  die  1;  Formen  mter  Ordnung 
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für  eine  Grösse  p  verschwinden ,   so  verschwindet  für  diese  Grösse  :  ei  ge- 
wissen Werthen  der  Grössen  x,,  . .,  x^  auch  die  Determinante 

and  demnach  auch  die  Grösse 

die    das  Product    der  w,  ..w„   Determinanten    darstellt,    die  man   aus  der 
Determinante 

dadurch  erhält,  dass  man  den  Grössen  Xj,  . .,  x„  auf  alle  möglichen  Weisen 

die  Werthe 

X,  =  1 ,  . . ,  Wj ;     . . ;    Xp  =  1 ,  . . ,  w„ 
beilegt. 

Sie  erweist  sich  durch  die  Form 


in  welcher  sie  darstellbar  ist,  als  eine  ganze  rationale  Function  der  Coeffi- 
cienten  der  gegebenen  Formen,  welche  diese  bezw.  in  den  Dimensionen 

enthält.  n.n,..«r,  ..,  «.»i-.»»« 

Die  in  ihr  auftretenden  Grössen  Pi,  ..,  j?»-!  sind  beliebige  Grössen 
und  können  durch  irgendwelche  v  —  \  Grössen  ans  der  Reihe  der  Grössen 
^1 ,  •  M  ^m  ersetzt  werden. 

Die  Gleichung 

(a^«»)««  «»•%..  (a„».  )"•  "•••".  p  ei, . .  e;^_  "' "  "•  =  0 
enthält  offenbar  die  Grössen 

nicht  und  erscheint  darnach  als  die  Endgleichung ,   die  man  durch  die  Eli- 
mination dieser  Grössen  aus  den  Gleichungen 
erhält.  a,-.p-.  =  0,   ..,  a.-.p-.=  0 

Indem  man  den  Grössen  ilj ,  . . ,  X„^\  alle  möglichen  Werthe  aus  der 
Zahlenreihe  1,  .  ,  m  beilegt,  erhält  man  (  ^i)  Endgleichungen.  Diese 
Endgleichungen  sind  sämmtlich,   linear  verbunden,   in  der  einen  Gleichung 

enthalten. 

In  Anbetracht  des  ümstandes,  dass  eine  Endgleichung  das  Resultat 
einer  Elimination  ist,  bezeichnen  wir  die  Grösse 

(aj".)«."i..«».. .  (a,;"0"'*»-"»PJ»i . . Pr-i"*""" 
und  in  gleicher  Weise  eine  jede  Grösse,   die  sich  von  ihr  nur  durch  einen 
von  den  Grössen  a^"«,..,  ap"«  unabhängigeu  Factor  unterscheidet,   als  die 
Resultante  der  v  Formen  mter  Ordnung 
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Im  Falle  v  =  m  unterscheidet  sich  die  Grösse  ppi  .  .  jp^^i  nur  durch 
den  Factor  pp,  , ,  pm-il^i  . .  f»,  von  der  Grösse  e,  . .  c«  und  die  Resul- 
tante ist  daher  unabhängig  von  der  Grösse  p. 

Die  Grösse 

ist  die  Resultante  der  m  Formen  mter  Ordnung 

Oi"«P"S   -M   Ol'"'" 5 
sie  ist  diejenige  ganze  rationale  Function  ihrer  Coefficienten ,   deren  Ver- 
schwinden das  Vorhandensein  einer  Grösse p  anzeigt,  für  welche  die  Formen 
sämmtlich  verschwinden. 

Im  Falle  t;  <  wt  ist  die  Resultante 

der  V  Formen  mter  Ordnung 

eine  Form  n^  ..  tieften  Grades  für  jp,  deren  Coefficienten  ganze  rationale 
Functionen  der  Coefficienten  und  deren  Verschwindungsgrössen  die  gemein- 
schaftlichen Verschwindungsgrössen  der  gegebenen  Formen  sind. 

Die  Anzahl  der  Gruppen,  denen  diese  Verschwindungsgrössen  an- 
gehören ,  ist  Mj . .  n„ .  Im  Falle  t;  =  m  —  1  gehört  einer  jeden  Gruppe  nur 
eine  Verschwindungsgrösse  an. 

Aus  der  Form 


der  Resultante  der  m  Formen 
ergiebt  sich,  dass  die  Grösse 

das  algebraische  Product 

der*  w^*«i . .  n„  Verschwindungsgrössen  jpr.i,  .  -t  Pr,n^n,..n^  der  m  -  1  For- 
men   

ist 

Wenn  die  m  Formen 

für  eine  Grösse  p  verschwinden ,  so  verschwindet  f(lr  sie  auch  die  mit  ihnen 
durch  die  Gleichung 

verbundene  Form  0"^";  jene  Grösse  hat  daher  für 


a''==ai..an 


die  Form 

Z«ilulirifl  f.  Mathematik  u.  Physik  XXXII,  1. 
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p  =  Or  Oo,  1  .  .  «0,  m-2  I  Ci  .  .  «m , 

den^nach  gilt  der  Gleichung 

zufolge  die  Gleichung 

ttrCit .  ara^ . .  o«  (ttr oo,  1 . .  ao.  «-2 1  c^ . .  6«)"""'  =  0 
für  x==  l,  ..,191;  und  es  müssen  von  den  Grössen  a^,  . .,  On  zwei  Grössen 
gleich  sein. 

Die  Resultante  der  m  Formen 

heisst  deshalb   die  Discriminante  der  Form  a^p";   sie  ist  diejenige  ganze 
rationale   Function  ihrer  Coefficienten ,   deren  Verschwinden   anzeigt,   dass 
unter  ihren  Verschwindungsgrössen  zwei  gleiche  Gruppen  vorhanden  sind. 
Die  Discriminante  der  Form  tnter  Ordnung  al^p"  hat  die  Form 

und  kann  darnach  auch  in  der  Form 
oder 

dargestellt  werden.     Sie  enthält  die  Coefficienten  der  Form  in  der  Dimension 

•    m(w-l)"»-*. 
Insbesondere  ist  die  Discriminante  der  binttren  Form  a^p" 

Die  Resultante  der  binären  Formen  a"p"  und  a^egP""*  ^»t  die  Form 

und  ist  daher  bei  Berücksichtigung  der  Gleichung 

a"  =  a"  «1 .  fj  +  a''ei .  f, 
in  der  Form 

oder 

(a-ei)"- *  (a»ej)"-»  e,c,<«-i>'.  tj^-^a"«,  e,ea--» 

und  demnach  in  der  Form 

((a")«eie8»)'— '.««Cg« 

und  femer  bei  Berücksichtigung  der  Gleichung 
in  der  Form 

darstellbar.     Es  ist  daher  die  Discriminante  der  binären  Form  a"j9" 
((a")*ßi«8")""*  =  w-«.ai«-ia,ai  ..  a„Cieg»-*  ..  a,,»- «"anOi  ..  OneiCg*-» 

und  demnach  der  (— l)v*/w''te  Theil  des  Quadrates  des  aus  (o)  Factoren 
bestehenden  Determinantenproductes 

a^Og  I  e^Cj . .  On-ian  I  e,eg. 
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3.  Man  kann  für  die  Resultante 
der  m  Formen  mter  Ordnung 

einen  Determinantenausdmck  ableiten,   welcher  es  gestattet,   sie  in  unend- 
lich   vielen    wesentlich  verschiedenen   Formen   durch   die   Coefficienten   der 
Formen  darzustellen. 
Die  Resultante 

(ai"*)"*"*""'  •  •  (ßp"" )""'''•  •"'PI?! .  »p  _"*••"' 
der  V  Formen  mter  Ordnung 

geht  aus  der  Resultante  der  m  Formen  offenbar  dadurch  hervor,  daas  man 
in  ihr  m  =  f  annimmt  und  die  Grössen  e^,  ..,  Cm  durch  die  Grössen 
Pi  Pu  ••)  Pv— 1  ersetzt,  und  ist  folglich  in  derselben  Weise  durch  die 
Coefficienten  der  Formen  darstellbar. 

Beispielsweise  ist,  wenn  wir  die  Grösse  a"  in  der  Form 

darstellen,  die  Resultante 
der  2  Formen  2ter  Ordnung 
durch  die  Determinante 


gegeben,  und  darnach  stellt  sich  die  Resultante 

der  2  Formen  tnter  Ordnung 
durch  die  Determinante 

•  «Wi— I        ^«1-1  — «1  — t      —ni  —  l     _fi,-|-n>  — 1      _ni  +  ih-l 

dar ,  und  wie  fQr  jene  Determinante  die  Gleichung 

so  gilt  für  diese  Determinante  die  Gleichung 

o"P  Pi   P  Pi        =«"/>        Pi  =(^xj^^  ^^i  • 

Die  Resultante  „    «  «  n 

der  V  Formen  mter  Ordnung 

ist  in  der  Form 


a"p",    «iP,   ..,  «r-iP 


darstellbar. 
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n.  Die  Kronecker'sohe  Literpolationsformel. 

Eine  symmetrische  Form  der  Grössen  p^^  . . ,  ;?», ,  welche  für  jede 
dieser  Grössen  vom  Grade  n^  ist,  ist  in  der  Form 

darstellbar.  ^  '   ^   ^^     ^»« 

Wir  setzen  sie  als  eine  binäre  Form  voraus.  Alsdann  ist  sie,  da  ein 
Product  Yon  n  mgliedrigen  Factoren  einem  Aggregate  von 

Gliedern  gleich  ist  und  demnach  unter  der  gemachtßn  Voraussetzung  a|*> 
aus  n^  +  l  und  also  (ai"»)"«  aus  (  *!!"  *)  Gliedern  sich  zusammensetzt, 
durch  (   *  "*"  ^ )  Werthe  und  somit  insbesondere  durch  die  (    i  *  ^  |  Werthe 

bestimmt,  welche  sie  annimmt,  wenn  fdr  die  Grössen  P|,  »yPn^  &lle  Com- 
binationen  der  n^  +  n.  Grössen 

;>o,i»    ••,    A'O, n.  +  n, 
za  je  n^  gesetzt  werden.     Demnach  gilt  für  sie  die  Gleichung 

=(.,.,.^Kv.)-,,.,..,„..-..''-^--^-:"^-'^-"'-fr;""-, 

da  die  rechts  stehende  symmetrische  Form  der  Grössen  p^,  ..,  pn,  vom 
Grade  n^  für  die  bezeichneten  Werthe  der  Grössen  P| ,  . . ,  p«,  dieselben 
Werthe  annimmt,  wie  die  links  stehende  Form.  Setzt  man  nttmlich  ftlr 
diese  Grössen  eine  bestimmte  Combination  der  gegebenen  Grössen,  so  yer- 
schwinden  die  Zähler  aller  Quotienten  bis  auf  einen ,  der  dem  Nenner  gleich 
ist,  und  das  diesen  der  Einheit  gleichen  Quotienten  enthaltende  Glied  ist 
der  Werth,   den   die  links  stehende  Form  für  jene  Combination  annimmt. 

Diese  Gleichung  ist  die  Eronecker'sche  Interpolationsformel. 

Aus  ihr  ergiebt  sich  die  Bösen hain'sche  interpolatorische  Darstellung 
der  Resultante  der  binären  Formen 

vermittelst  der  Annahme ,  die  Grössen  p^ ,  •  ?  P«,  seien  die  Verschwindungs- 

grossen  der  Form  a^"»/?"».     Für  diese  Annahme  ist  unter  Berücksichtigung 

der  Gleichungen 

p  =  a|ßi6g,     a  =  — p|f,€g 
offenbar 

Pi  •  Pn,= <•  e,  «»^  o,"« = (-  ly^Pi . .  p,,  «j «»"', 

und  die  Gleichung  erhält  bei  Weglassung  des  Index  0  der  GrSssen  p«,«  die 
'^°™  (a,«t)"«  (a,"t)"i  cj  e,»«  "t 

==(«;«,  +  «,) —^ = ■ -p- 

!>..  •  ■  p, j'  P« , .  i»«^  Ä . .  P., + .;•  h  h" + '* 
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nL  Von  den  gemeinsohaftliohen  Verschwindnngsgprössen 
zweier  binären  Formen. 

Wenn  pr  eine  der  VerschwindungsgrGssen 
der  Form  ai"»p"»  ist,  so  verschwindet  angenscheinlich  die  Grösse 

Der  Gleichung     <  „^n.).,(p»,|^»,  „„.)».  ,^^»,„,^0 
genügen  daher  die  Verschwindungsgrössen  der  Form  a^^p^^^  und  ihre  Wur- 
zeln fttr  a^^a'^'^p^  als  Unbekannte  sind  somit  unter  der  Voraussetzung, 
dass   die  Form    a"»i?"»  für  keine  von  den  Grössen  p^,  ..,  pn^  verschwindet, 
die  Grössen  «       «      o  .       «       n 

Von  diesen  Grössen  verschwinden  offenbar,  wenn  man  ihr  die  Form 

(a,"»  (/>"«  1 02"*  a"«))"'  (aj"»)"'  (««"')"*  ^i  62"»"»  =  0 
giebt  und  die  Gleichung 

berücksichtigt,*  n  Grössen,  wenn  die  Grösse 

ftlr  v  =  0,  ..,  n  — 1  verschwindet. 

Ist  also  die  Resultante  der  Formen  a^^p"^  und  a"*p"«  nicht  Null,  so 
genügen  von  den  Verschwindungsgrössen  der  Form  a^^^p"^  n  Grössen  auch 
der  Gleichung  a^^p^^^O,  wenn  die  Grösse 

die  aus  der  Besnltante  der  Formen  a^^^p^'  und  ci^^p^  durch  v  malige 
Anwendung  der  Operation  a^*a^^  hervorgeht,  für  v  =  0,  ..,  »—1  ver- 
schwindet. 

Hieraus  ergiebt  sich  bei  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  die 
Grösse  

unter  der  nöthigen  Einschränkung  eine  beliebige  Grösse  ist ,  weiter  der  Satz : 
Von  den  Verschwindungsgrössen  der  Form  a^^p^^  genügen  n  Grössen 
auch  der  Gleichung  a2*'«|>"«  =  0,  wenn  die  Grösse 

für  alle  positiven  ganzen  Werthe,  den  Werth  Null  mit  eingeschlossen,  der 
Zahlen  v^,  ..,  v„,,  welche  der  Gleichung 

für  v  =  0,  ..,  »—1  genügen,  verschwindet. 
Die  Operation  

fftUt;  wie  ans  der  Form 
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ersichtlich  ist,  mit  der  Operation 

sasammen.  ^     '  ' 

Nimmt  man  a*»  =  €i"»""*«,*  an,  so  verschwindet  die  Resultante  der 
Formen  aj*«p"*  und  a**p^  nur  dann,  wenn  im  Falle  k^h^  die  Grösse  c,, 
im  Falle  x  =  0  die  Grösse  e,  und  im  Falle  n,  >  »  >  0  die  Grössen  e^  und 
e'^  ku  den  Verschwindungsgrössen  der  Form  a^^p^^  gehören. 

Von  den  Verschwindungsgrössen  der  Form  aj"«i>*»  genügen  daher  n 
Grössen  auch  der  Gleichung  a2""l>**  =  0,  wenn  die  Grösse 

für  F  =  0,  .,,  n  — 1  verschwindet,  sofern  von  den  Coefficienten  aj'^fj"« 
und  a,**f,"»  für  K  =  11,  der  erstere,  fllr  »  =  0  der  letztere  und  ftlr  nj>  k 
^0  beide  nicht  verschwinden. 

Im  Wesentlichen  ist  dies  der  Lagrange*sche  Satz. 

Die  Grösse  

ist  als  gleich  der  Grösse 

11,1 

in  der  Form  ^**      ""''  _        __ 

darstellbar  und  verschwindet  somit ,  wenn  von  den  Verschwindungsgrössen 
P\*  y  P»»  dtfT  Form  a,*»ji*»  n  Grössen  auch  der  Gleichung  a'*p^*=0 
gentlg^^n,  in  der  Thal  Hlr  v=:0,  ..,  «~1,  da  in  diesen  FSUen  das  Pro> 
duct  /»a^  .  p^  p^  -  PW|  ^^ts  mindestens  eine  von  den  n  Grössen  enth&lt. 
Dagegen  ergiebt  sich  f)lr  y  = « .  wenn  pr  ^  .  •«  Pr^  jene  m  Grössen  sind, 
die  Gleichung  

=  .  -  r.-*«*  I, !  («.•»^.■»— ^     ^p^^.p^»'  «•'^■Pr,  .   p^-  - 
IVm^ufolge  ist«  wenn  p,  eine  von  den  m  Gr(5ssen  ist. 

Wenn  also  von  den  Ver^hwiixdun^sgrxfes<?n  der  Form  a^"*  p*»  n  Grössen 

P>-.>  •  .  P-. 
aacfe  der  GV:ohun^  Oj*«/*«  =  0  gecti^c,  so  ^nü^en  sie  auch  der  Gleichung 

[he    Wu.nelÄ    d.e«»r  Oleichang    f!lr    a^*»j~*«|^'    als   Unbekannte    sind   die 
GrCtssM  -.  — .     ^  ^      ^      » 

lufed  jft  dem  biKC£<iem  Falle 

die  *.tr:«j«»n  _j.^  \         ' 
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IV.  Die  Tschimhansen'sohe  Besolvente. 

Aus  den  Wurzeln 

der  Gleichung  . 

flir  a^^ar^'^p^  als  Unbekannte  derselben  lassen  sich  die  Grössen 

OQ^'^ar^'^Pr^,    r=l,  ..,  ni 
und  darnach  die  Wurzeln  der  Gleichung  aj"»  Bf^^p^  =  0  und  die  Verschwin- 
diingsgrössen  der  Form  a^'^p"'  bestimmen. 
Es  ist  nämlich  offenbar 


„    _^     0^  (gi"0"*(Pr'"|aa'^a'^)"^~^  Vgig»"^"^ 


und  somit 

und  für 
insbesondere 

Die  Gleichung 

(aj"»)"'  (P"M^"*  <*"*)"*  ^1  ^"*"*  =  ^ 
ist  unter  der  Voraussetzung  f}^  ^  ^i  ^^  a"«  =  C2"*  die  T  seh  im  hausen 'sehe 
Resolyente  der  Gleichung  a^^^  f^"""*  P*'  ==  ^' 

In  dieser  Gleichung  kann  eine  beliebige  Anzahl  von  Gliedern,  die 
jedoch  nicht  grösser  als  n^  sein  darf,  durch  eine  geeignete  Bestimmung  der 
Grösse  a^^  zum  Verschwinden  gebracht  werden. 

Sollen  nämlich  die  Glieder,  in  welchen  die  Grössen 

auftreten,  verschwinden,  so  hat  man 

(ai"»)"'  («"*)"* ~  *'■  (ö2"*)*''^i  e/»"»  =  0,     r  =  l,  . . ,  n 
oder 

(ai"» j">  (a"*  Ci  e/»)»»-*r  (ag"«  e,  C8"*)*r  =  0 ,    r  =  1 ,  . . ,  « 

zu  setzen  und  erhält  aus  diesen  Gleichungen  für  die  Grösse  02"*  die  Bestim- 
mungsgleichung 

((ag">  e,  eg"«)  p,"» . .  p„  _  ,"0"»  •  ««  =  0. 
Berlin,  den  15.  Oetober  1886. 
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I.  Einiges  über  Oebilde  zweiten  Orades  nnd  deren  reoiproke  Inversen. 

I. 

Ist 

die  Gleichung  irgend  eines  Regelschnittes,  so  ergiebt  sich  uns  als  Gleich- 
nng  der  circularen  Inverse"^  desselben  in  Bezug  auf  den  Ursprung  als  In- 
versionscentrum und  den  Werth  gQ^=l: 

C^c:rax^  +  2hxy  +  cy*  +  2dx{x^+y^)  +  2ey{x^+y^  +  f{x*+y^f^0. 
Transfonniren  wir  diese  Gleichung  mittels  der  Werthe 

x^^cosa  +  fjsina^     y  =  gsi«a  — lycosa, 
so  erhalten  wir  hieraus  die  Gleichung: 

{a  cos^ et  +  2b  cosot  sina  +  c sin^ tt) ^^  +  {a sin^ cc  —  2h  sina  cos a  +  r  cos^a)ti^ 
+  k^ri  +  2d{icosa  +  fisina){^*  +  ri^)  +  2e{^sina^tlcosa){^^  +  ri^) 

Hieraus  erhalten  wir  fdr  die  Halbirungspunkte  der  Abschnitte,  welche  die 
Curve  C*  auf  den  neuen  Coordinaten  schneidet,  die  Werthe 

^o    ^  =  —  •j^{dcosa  +  e8ina)   und      ^  ^  ^  = --  -j-(dsina —  ecosct). 

Dies  ergiebt  uns  für  den  durch  diese  zwei  letzten  Gleichungen  dargestellten 
Punkt  P  aber  in  den  ursprünglichen  Coordinaten: 

d  e 

Legen  wir  nun  aber  durch  die  Endpunkte  Ä^  ^^  und  B,  B^  der  erwähnten 
Abschnitte  Parallele  mit  den  transformirten  Axen,  so  erhalten  wir  ein  Recht- 
eck MNOQ  und  in  diesem  Rechteck  ist  offenbart  der  Mittelpunkt.  Alle 
auf  diese  Art  entstandenen  Rechtecke  haben  also  alle  einen  und  denselben 
Mittelpunkt. 

Wir  haben  jedoch  ferner  für  die  Längen  s^  und  s^  der  Abschnitte  A  -4j 
und  BB^  auf  den  Axen  die  Werthe: 

«.*  =  (Si  - 1.)*  =  dl  +  y»  -  4 1, 1,  nnd  V  =  (,,,  - ,,,)»  =  (vi  +  Vi?  -  4 .;.  % . 
Setzen  wir  hierin  die  Werthe  für  (li+^)  u.  s.  w.  ein  und  addiren,  so 
erhalten  wir:  .  . 


"*  Nach  der  Methode  der  reciproken  Radien. 
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Dies  sagt  uns  aber,  dass  die  erwähnten  Rechtecke  nicht  nur  alle  denselben 
Mittelpunkt,  sondern  dass  sie  überdies  alle  gleiche  Diagonalen  haben.  Setzen 
wir  also  in  P  ein  und  beschreiben  mit  der  halben  Diagonale  eines  solchen 
Rechtecks  einen  Kreis,  so  geht  dieser  Kreis  durch  die  Ecken  aller  so  ent- 
standenen Rechtecke,  a  möge  einen  Werth  haben,  welchen  es  wolle. 

Wir  erhalten  demnach  den  Satz: 

Legen  wir  durch  den  reellen  Doppelpunkt  einer  circula- 
ren  Inverse  (vierten  Grades)  eines  Kegelschnittes  zwei  zu  ein- 
ander senkrechte  Linien  und  ziehen  durch  die  weiteren  Punkte 
jeder  dieser  Linien  mit  der  Curve  Parallelen  zu  der  andern 
Linie,  so  erhalten  wir  ein  einem  festen  Kreise  einbeschriebe- 
nes Rechteck.     Oder: 

Dreht  sich  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels  um  den 
reellen  Doppelpunkt  einer  circularen  Inverse  C^  eines  Kegel- 
schnittes, so  bestimmen  dessen  Schenkel  auf  der  Curve  eine 
Sehne,  deren  Halbirungspunkt  einen  Kreis  zum  Orte  hat. 

Ist  der  Kegelschnitt  ein  Kreis ,  so  ist  die  Inverse  ebenfalls  ein  solcher  und 
wir  bilden  demnach  für  den  Kreis  und  einen  Punkt  einen  entsprechenden  Satz. 

Ist  ferner  das  Inversionscentrum  im  Kegelschnitt  selbst  gelegen,  so  ist 
die  Inverse  vom  dritten  Grade  und  es  ist  nur  noch  der  zweite  Satz  giltig, 
der  Kreis  selbst  wird  zur  geraden  Linie. 

IL 

Von  speciellen  Fällen  dieses  Satzes  wollen  wir  nur  erwähnen,  dass  er 
z.  B.  für  die  Pascarsche  Schnecke,  also  auch  für  die  Cardioide  giltig  ist. 
Der  letztere  Satz  lautet  femer  z.  B.  für  die  Cissoide: 

Dreht  sich  um  die  Spitze  einer  Cissoide  ein  rechter  Win- 
kel, so  bestimmt  dieser  auf  der  Cissoide  eine  Sehne,  deren 
Halbirungspunkt  auf  einer  festen,  zur  Asymptote  der  Curve 
parallelen  Linie  liegt,  welche  den  Abstand  der  Spitze  von  der 
Asymptote  halbirt. 

Gehen  wir  auf  die  Kegelschnitte  zurück,  so  folgt  aus  den  Sätzen  über 
die  Inversen  für  erstere  der  Satz: 

Dreht  sich  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels  um  einen 
Punkt  P,  so  bestimmen  seine  Schenkel  auf  einem  Kegelschnitt 
eine  Sehne  ^j&  derart,  dass  der  Ort  des  Fusspunktes  des  Lothes 
A  von  P  auf  AB  ein  Kreis  ist. 

Liegt  P  auf  der  Curve  selbst ,  so  geht  der  Ortskreis  durch  P  und  wir 
erhalten  den  bekannten  Satz  als  speciellen  Fall: 

Dreht  sich  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels  um  einen 
Punkt  eines  Kegelschnittes,  so  bestimmen  dessen  Schenkel 
auf  dem  Kegelschnitt  eine  Sehne,  die  durch  einen  festen 
Punkt  geht. 

universityIö^^ 
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III. 

Zum  Schlosse  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  die  oben  angeführten 
Sätze  sich  aach  auf  den  Banm  ausdehnen  lassen.  Hierbei  kOnnen  wir  bei 
der  Ableitung  auf  analoge  Weise  wie  in  I  verfahren,  oder  aber  auch  wie 
folgt.  Halten  wir  zunächst  eine  der  drei  Coordinatenaxen  fest,  so  folgt, 
dass  die  Ecken  aller  Quader,  welche  wir  in  Bezug  auf  diese  feste  Axe  und 
auf  die  beiden  anderen  Axen  analog  wie  die  Bechtecke  in  I  construiren, 
Ecken  haben,  welche  auf  zwei  Kreisen  liegen.  Halten  wir  nun  irgend  eine 
der  anderen  Azen  fest  und  lassen  diese  sich  bewegen,  so  erhalten  wir  ein 
System  yon  Quadern,  deren  Ecken  nun  auf  zwei  neuen  Kreisen  liegen, 
welche  die  beiden  ersten  schneiden.  Fahren  wir  so  fort,  so  finden  wir, 
dass  der  Ort  der  Ecken  aller  möglichen  Quader  eine  Fläche  ist,  welche  von 
jeder  Ebene  nach  einem  Kreise  geschnitten  wird,  also  eine  Kugel.  Wir 
"erhalten  also  den  Sali: 

Legen  wir  durch  das  Inversionscentrum  derlnverse  einer 
Fläche  zweiten  Grades  drei  zu  einander  senkrechte  Axen,  so 
schneidet  die  Fläche  auf  diesen  Axen  drei  Abschnitte  ab.  Legen 
wir  durch  jeden  Endpunkt  eines  solchen  Abschnittes  eine 
Ebene  parallel  den  beiden  anderen  Abschnitten,  so  erhalten 
wir  sechs  einen  Quader  bildende  Ebenen  derart,  dass  alle  so 
entstandenen  Quader  denselben  Mittelpunkt  haben  und  deren 
Ecken  auf  derselben  Kugel  liegen.     Oder: 

Dreht  sich  die  Spitze  eines  Octanten  um  das  Inversions- 
centrum  einer  Inverse  einer  Flä^he  zweiten  Grades,  so  be- 
stimmen dessen  Kanten  auf  der  Fläche  Dreiecke,  deren  Schwer- 
punkte auf  einer  festen  Kugel  liegen. 

Liegt  das  InTersionscentrum  auf  der  Fläche  zweiten  Grades  selbst,  so 
geht  auch  hier  die  Kugel  in  eine  Ebene  über,  indem  sämmtliche  Ecken  des 
Quaders  bis  auf  eine  verschwinden,  und  wir  erhalten  z.  B.  den  Satz: 

Dreht  sich  eine  Cissoide  um  ihre  Rüekkehrkante  und  hat 
irgend  ein  Octant  mit  ihr  die  Spitze  gemein,  so  bestimmen  die 
Kanten  des  Octanten  auf  dem  ümdrehungskörper  ein  Dreieck, 
dessen  Schwerpunkt  in  einer  festen  Ebene  liegt. 

Gehen  wir  auf  die  Fläche  zweiten  Grades  zurück  und  bedenken,  dass, 
wenn  PA^  PB  und  PC  drei  zu  einander  senkrechte  Linien  sind,  das  Loth 
Ton  P  auf  die  Ebene  ABC  durch  den  HC^henschnit;  des  Dreiecks  ABC 
geht,  so  erhalten  wir  den  SaU: 

Dreht  sich  ein  Octant  um  einen  festen  Punkt,  so  bestim> 
mea  seine  Kanten  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  Dreiecke, 
deren  Hchenschnitte  auf  einer  festen  Kugel  liegen. 

Zugleich  i^  hier  ein  Ton  J.  Steiner  ge^bener  Satz  bewiesen, 
nämlich: 
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Schneiden  sich  in  einem  Octaeder  die  drei  Diagonalen 
unter  rechten  Winkeln,  so  liegen  die  acht  Fnsspunkte  der 
Lothe  Yom  Diagonalenschtiitt  auf  die  Octaederflächen  aa^ 
einer  Engel. 

Ist  das  Inversioqscentrum  auf  der  Fläche  zweiten  Grades  gelegen,  so 
geht  die  Kugel  durch  dasselbe  und  es  folgt  der  Satz: 

Dreht  sich  ein  Octant  mit  seinar  Spitze  um  einen  Punkt 
einer  Fläche  zweiten  Grades,  so  bestimmen  dessen  Kanten  auf 
dieser  Fläche  ein  Dreieck,  dessen  Ebene  durch  einen  festen 
Punkt  geht. 

Weingarten  (Württemberg),  im  Sept.  1886.  B.  Sporer. 


II.  Bin  geometrisches  Problem. 

In  den  Mittelpunkten  iij,  J&j,  C,  der  Seiten  BC^  CAy  AB  eines  ge- 
gebenen Dreiecks  ABC  sind  auf  den  Seiten  Senkrechte  errichtet  und  auf 
jeder  der  letzteren  ist  ein  Punkt  derart  angenommen,  dass  die  Geraden 
AA^,  BB^,  CC2,  welche  diese  neuen  Punkte  A^^  -Bg,  C2  mit  den  ent- 
sprechenden Eckpunkten  des  Dreiecks  verbinden,  durch  irgend  einen  Punkt 
P  gehen. 

Wenn  nun  die  auf  bekannte  Weise  mit  Vorzeichen  versehenen  Abstände 
A^A^,  B^B^y  C^C^  durch  kj  fi,  v  bezeichnet  werden,  so  lässt  sich  unter- 
suchen : 

1.  die   unabhängig  von   der  Lage  des  Punktes  P  allemal  zwischen  den 
Abständen  Jl,  ft,  v  bestehende  Beziehung, 

2.  der  Ort  des  Punktes  P^  für  welchen  die  Abstände  1 ,  fi ,  v  bei  gleich- 
zeitigem Zeichen  Wechsel  zu  einem  neuen  Punkte  P'  führen. 

Auflösung« 

1.  Sind  ß  und  y  die  Längen  der  von  A^  auf  CA  und  AB  gefeiten 
Lothe  und  x,  y^  z  die  Abstände  des  P  von  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
(die  normalen  Dreieckscoordinaten  dieses  Punktes),  so  hat  man 

Y        ^ 
Sind   weiter  2a,  2t,  2c  die  Längen  der  Dreiecksseiten  BC^  CAy  AB,   so 
ergiebt  sich  durch  Projection  von  -i^-A, C  auf  ß  und  A^A^B  auf  y 

ß=:asinC^  kcosC^     Y^asinB^lcosB^ 

also  auch  .   ^     ^       ^ 

^  y___asinC—Xco8C 

0  ""  a9inB  —  kco$B 

Mittels  dieses  Ausdruckes  für  —  und  der  analofifen  Werthe  von  -—  und  — 

0  ^  X  ff 

findet  man  sofort  die  verlangte  Bedingung 
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asinC  —  XcosO   bsinA  —  (icosÄ  csinB—  v cosB ^  ^ 
asinB  —  k cosB    b sin C  —  ^a cos C   c sinA  —  v cosA 
oder 

{atgB--l){btgC-(i){ctgA-v)=-{atgC-'k){bigA'-'ii){ctgB^v) 
oder 

2)  £a{tgB-tgC)iiv  +  2bctgAitgB'-'tpC)k'=0. 

Betrachtet  man  A,  jia,  v  als  die  gewöhnlichen  nicht  homogenen  Baum- 
ooordinaten  eines  Pnnktes  Q ,  so  gehört  diese  Gleichung  einer  Mittelpunkts- 
flftche  sweiten  Orades  an ,  welche  hierdurch  Punkt  ftlr  Punkt  auf  die  Ebene 
des  Dreiecks  ABC  bexogen  ist.  Für  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ABC 
teriSXM  diese  Fl&che  in  zwei  Ebenen;  für  ein  gleichseitiges  Dreieck  ABC 
ist  die  Gleichung  eine  Identität,  wie  es  offenbar  sein  muss. 

2.  Wenn  die  gefundene  Beuehung  2)  bei  Umkehrung  der  Zeichen  von 
l,  fi,  V  bestehen  bleiben  soll,  so  müssen  i,  u,  v  gleichzeitig  den  beiden 
Bedingungen 

3)  £a{tgR-tgC)(iv:=0,     £bctgA{tg  B^tgC)k=:0 

Genüge  leisten.  Diese  Gleichungen  sind  homogen  in  k^  fi,  v.  Da  nun 
die  Auffassung  der  l,  jia,  y  als  homogener  Dreieckscoordinaten  eines  Punk- 
tes i?  in  der  ersten  Gleichung  3)  einen  Kegelschnitt  und  in  der  zweiten 
Gleichung  3)  eine  Gerade  erkennen  l&sst,  so  findet  man  zwei  Systeme  Ton 
proportionalen  Werthen  für  A,  p,  v,  von  welchen  jedes  für  sich  zu  einem 
Orte  Ton  Punkten  P  führt.  Es  sind  diese  Systeme,  wie  man  leicht  veri- 
ficirt,  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

p^f^TisC,  \w=:fsinC, 

worin  f  und  f*  ProportionalilSts^iactoren  bedeuten.  Demnach  ist  nur  noch 
in  beiden  Fällen  der  Ort  der  Punkte  P  anzugeben. 

Fall  der  Gleichungen  IX     Die  Auflegung  der  Gleichung  1)  nach  k 

A= -« 

und  *lvfi:iO  eihält  man  analv>^  Aus^drGcke  tür  «  und  r.  Mittels  der  ersten 
und  f^oii^e^n  Gleichxux*:  l^  hat  man  aI>o 

i\\$  K       >  Acf  K   -  f  A\<  ("    r  ,<^f«i  C  ^  X  $fn  A     h  ^ 
yh<\<ft  G>\''h'Ä«^j  riKuu'irt  ^ich  t  :r  n"jrelmj*?K>:p?r\:s  Gr^tali 

>fe»a  Vyof\;t>fi  ^'^tje  Gera^^e.  l\t>B>o  v»eraie  cuir^-t  oen  Svhwerpcnkt  (/"=  0). 
das  vVti5Cv>N,tri;»  / «  *  >i^id  ^las  C«"r:r;:Ä  d^;^  Finki^is^es  /=  Radius) 
i<^  IVwok^  r^  w::tT<'i;f^  Tf^ch^r.wysrWl  Tv^*  i.  *.  »  «ir^inier  entsprechen- 
Ä«  F^ÄSikt»  t  >iti  /     b-.^icn  axit  ,hr  e.ne  Irrcl^iiv^r.   weiche  offenbar  den 
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Schwerpunkt  und  das  Orthocentrum  des  Dreieckes  zu  Doppelpunkten  haben 
muBS.  Denn  allein  für  /'=0  und  f=co  ist  Zeichenwechsel  wirkungslos. 
Es  entspricht  also  dem  Centrum  des  Umkreises  der  Punkt,  welcher  dieses 
Centrum  von  den  beiden  Doppelpunkten  harmonisch  trennt ,  d.  h.  das 
mitten  zwischen  Orthocentrum  und  Centrum  des  Umkreises  liegende  Cen- 
trum des  Feuerbach 'sehen  Kreises"^. 

Fall  der  Gleichungen  II.  Auf  ganz  analoge  Weise  findet  man 
die  Bedingung 

sinÄ  ^  (ysin B  ^  z sinC)  {z cos  C  —  x cos A) ^    a 
sinB  "^  {ycosB^zcosC)  {zsinC  —  xsinA)     h  * 
welche  sich  in  der  regel  massigeren  Form 

i:sin{B-C)yz  =  0 
darstellen  lässt.  In  diesem  Falle  findet  man  also  einen  Kegelschnitt, 
welcher  die  Kiepert^sche  gleichseitige  Hyperbel,  die  Hyperbel 
der  neun  Punkte  von  Brocard  ist,  da  sie  durch  die  Eckpunkte  des 
Dreiecks  ABC,  durch  das  Orthocentrum  und  den  Schwerpunkt  geht.  Sie 
durchschneidet  die  oben  gefundene  Gerade  im  Orthocentrum  und  im  Schwer- 
punkte und  die  mittels  Zeichenwechsel  einander  auf  ihr  entsprechenden 
Punkte  P  und  P'  bilden  auf  ihr  eine  Involution,  welche  ebenfalls  Ortho- 
centrum und  Schwerpunkt  zu  Doppelpunkten  und  also  den  Pol  der  oben 
gefundenen  Gerade  in  Bezug  auf  die  Hyperbel  zum  Involntionscentrum  hat. 
Ist  das  Dreieck  ABC  gleichschenklig,  so  zerföllt  die  Kiepert 'sehe  Hyper- 
bel bekanntlich  in  Basis  und  Höhe  dieses  Dreiecks. 

Schlussbemerkung.  Im  4.  Hefte  des  XXXI.  Jahrg.  dieser  Zeiir 
schrift  (S.  251)  hat  Herr  Dr.  Schlömilch  einen  problematischen  Satz  auf- 
gestellt, dessen  Giltigkeitsbezirk  er  bestimmt  zu  sehen  wünscht.  Die  vorige 
Untersuchung  setzt  uns  dazu  unmittelbar  in  den  Stand.  Die  von  Herrn 
Schlömilch  mit  0^  und  0^  bezeichneten  Punkte  sind  durch  die  Gleich- 
ung 2)  in  Verbindung  mit  den  Bedingungen 

;i8+a«  =  ^«  +  6«=v«+c« 
bestimmt;   denn  es  sagen  diese  letzteren  Gleichungen  ans,   dass  die  sechs 
Abstände  A^B^  A^C^  -^a^)  B^Ay  C^A^  C^B  einander  gleich  sind.     Man 
findet  folgende  Resultate: 

„1.  Bei  einem  ungleichschenkligen  Dreiecke  ABC  giebt  es  zwei  Paar 
einander  entsprechender  Punkte  Oj  und  0^;  das  eine  Paar  ist  reell  und  be- 
steht aus  dem  Centrum  des  Umkreises  und  dem  Centrum  des  Feuerbach- 
schen  Kreises;   das  andere  Paar  ist  imaginfir.     Und  weiter  giebt  es  noch 


*  Ist  H  das  Orthocentrum,  M  das  Centrum  des  Umkreises,  E  der  Schwer- 

SÄf 
pankt  und  M'  der  gesuchte  Punkt,  so  ändert  die  bekannte  Beziehung  w^=8 

die  harmonische  Bedingung  -w^  +  -w^  =  -  1  in  UM  =  Jlf '  Jf ,  u.  s.  w. 
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vier  yereinzelte  Pankte  0,  von  welchen  es  natürlich  dahin  gestellt  bleiben 
muss,  ob  sie  Pankte  0^  oder  0^  sind/* 

Denn,  indem  die  Mittelpnnktsfläche  2)  mit  zwei  der  drei  gleich- 
seitigen hyperbolischen  Cjlindem 

^a-  v«=  c«-  5«,     v>-  A»  =  a«-  c«,     A«-  f*«=  b«-  a« 
acht  gemeinschaftliche  Pankte  0  bestimmt,  genügen  die  Gleichungen  I)  nur 
für  /*==Ä'  und  die   Gleichungen  II)  nur   für  /"*=  — Ä*  den  neuen   Be- 
dingungen. 

„2.  Bei  einem  gleichschenkligen  Dreiecke  ABC  gilt  der  Satz  des 
Herrn  Schlömilch  unbedingt  und  ist  der  Ort  der  Punkte  0  das  vom 
Scheitel  auf  die  Basis  gefällte  Loth/* 

Groningen,  11.  September  1886.  P.  H,  Schoutb. 


m.  Zur  mathematisclien  Statistik. 

Entgegnung  auf  die  Ausfilhrungen  des  Herrn  W.  Küttnbb  (Bd.  XXXI  S.  246flgg.) 

Für  di^'enigen  Leser  dieser  Zeitschrift,  welchen  die  mathematisch- 
statistischen Faclgoumale  nicht  zu  Gesicht  kommen,  will  ich  zunSchst  be- 
merken,  dass  die  Yon  Herrn  Eüttner  angewandte  Methode  bereits  im 
Jahre  1876  in  Masius'  Bundschau  der  Versicherungen  eine  eingehende 
Widerlegung  durch  Herrn  Prof.  Dienger  erfahren  hat,  ohne  dass  Herr 
Küttner  von  seiner  Ansicht  bekehrt  wäre.  Es  wfire  nun  meines  Erach- 
tens  nicht  nöthig  gewesen,  auf  den  streitigen  Punkt  nochmals  zurückzu- 
kommen, wenn  nicht  Herr  Küttner  aus  seinem  Verfahren  jenen  allge- 
meinen Sati  abstrabirt  und  zuerst  in  dieser  Zeitschrift,  Jahrgang  XXV, 
sodann  in  der  „Zeitschrift  für  das  Berg-,  Hütten-  und  Salinen wesen^, 
Jahrgang  1881  Bd.  XXIX,  mitgetheilt  hätte,  was  mich  veranlasste,  gegen 
Herrn  Küttner  meine  Stimme  zu  erheben. 

Auf  die  Antwort,  welche  mir  in  dem  4.  Hefte  (Bd.  XXXI)  zu  Theil  wurde, 
und  die  weiteren  Argumente,  welche  den  Satz  stützen  sollen,  muss  ich  nun 
Folgendes  erwidern.  , 

Ks  wird  zunächst  gesagt,  dass  ich  die  dem  Satze  Torausgeschickten  Be- 
trachtungen ignorirte.  welche  denselben  genügend  begründeten.  Von  aolchen 
Betrachtungen  ist  nun  an  den  lH>iden  angeführten  Stellen  Nichts  zu  ent- 
decken; denn  sowohl  in  dem  Jahrj^ng  XXV  dieser  Zeitschrift,  als  in  der 
um(kagrt>ioben  and  gründlichen  Arboit  über  die  Knappsohal^kassen  (a.  a.  O., 
&  1C>0)  ist  der  Satt  unvermitWlt  ge^^'lvn.  Die  demselben  vorhergehenden 
Kntwiokolungt'u  habe  ich  in  meiner  Sibrift  nicht  besonders  erwähnt,  da 
icli  die  in  Herrn  Küttner*s  Formelentwickelung  ausgedrückten  Grund- 
eäUt«  g^tt«reU  tu  widerlegten  versucht  habe.  Die  zu  dem  Satze  ursprüng- 
lich gt'ig^'l^ene  l^^ründung  liegt  einsig  in  dem  mit  »weil*  beginnenden 
TbeiW  doAseiben  ^i«^  komme  s^^ter  darauf  zurück),  wi«  ja  der  ganze  Sats 
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etwas  Axiomatisches  an  sich  trägt.  Man  muss  daher  auch  meines  Eraohtens 
schon  darch  einfache  Betrachtangen  über  Richtigkeit  oder  Unrichtigkeit 
desselben  entscheiden  können.  Indessen  ist  es  nm  so  besser,  dass  Herr 
Kattner  in  der  irrthümlichen  Annahme,  ich  halte  nur  die  Orenzmethode 
für  zulSssig,  seinen  Satz  jetzt  in  Formeln  bewiesen  oder  zu  beweisen  ver- 
sucht hat. 

In  diesem  Beweise  ist  derselbe  Fehler  gemacht,  wie  früher;  es  ist 
nftmlich  von  vornherein  Etwas  angenommen,  was  gerade  bewiesen  werden 
soll.     Herr  Eüttner  beginnt  (unten  auf  S.  247): 

„Sei  allgemein  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  unter  der  Einwirkung 
der  übrigen  (n  —  1)  Ereignisse  das  »*•  Ereigniss  innerhalb  der  Zeit  von 
X  bis  x  +  Jx  stattfindet)  gleich  XtJx  und  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
keines  dieser  n  Ereignisse  innerhalb  der  angegebenen  Zeit  eintritt,  gleich 

Out!  Nun  kann  man  aber  doch  nicht  a  priori  annehmen  —  wie  es 
Herr  Eüttner  thut  — ,  dass, 

„wenn  die  Ereignisse  alle  unabhängig  von  einander  wären, ^ 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  i^  Ereigniss  innerhalb  der  Zeit  von  x  bis 
^  +  <Ja;  stattfindet,  ebenfalls  gleich  Xi^x  gesetzt  werden  darf!  Diese  letz- 
tere muss  vielmehr  zunächst  etwa  ^t^dx  genannt  werden.  Dann  ist  in  den 
Gleichungen  1)  und  den  folgenden,  daraus  entstehenden  überall  ||  an  die 
Stelle  von  Xi  zu  setzen,  und  es  müsste  Gleichung  2)  für  unabhängige  Er- 
eignisse lauten: 

dy  =  ^idx  +  ^^dx+  ...  +  ^ndx. 

In  den  folgenden  Entwickelungen  ergiebt  sich  für  abhängige  Ereignisse 
Gleichung  7): 

dy=^Xidx  +  x^dx  +  ,.,  +  Xndx, 

Um  demnach  zu  beweisen,  was  Herr  Eüttner  beweisen  will,  nämlich 
dass  die  Abhängigkeit  der  Ereignisse  von  einander  für  das  unendlich  kleine 
Zeitelement  dx  ausser  Betracht  gelassen  werden  darf,  müsste  man  be- 
weisen, dass  allgemein: 

^idx  +  ^^dx+  ,.,  +  indx  =  x^dx  +  X2dx  +  ...  +  Xndx 
oder  dass: 

^l  +  ^+'"  +  ^n=^X^  +  X^+  ..,+Xn 

ist.  Des  Weiteren  müsste  man,  da  die  Gleichung  9)  in  beiden  Fällen  zu- 
nächst verschiedene  Resultate  enthält,  beweisen,  dass: 

^idx=^Xidx^ 
d.  h.  dass 

ist,  was  aber  nicht  allgemein  vorausgesetzt  werden  darf,  weshalb  ich  Herrn 
Eüttner  auf  seine  Frage  (8.  250  oben)  erwidern  muss,  dass  ich  meine 
dort  von  ihm  angeführten  Worte  in  vollem  Umfange  aufrecht  erhalte.^ 
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Auch  die  übrigen  Ausführungen  des  Herrn  Küttner  auf  S.  250,  die 
den  Leser  leicht  gegen  meine  Ansicht  einnehmen  könnten,  glaube  ich  für 
unzutreffend  erklären  zu  müssen. 

Meine  durch  die  betreffende  Stelle  bekämpfte  Einwendung  war  heryor- 
gerufen  durch  die  in  dem  Satze  selbst  gegebene  Begründung,  das  Ab- 
hängigkeitsverhältniss  könne  bei  einem  unendlich  kleinen  Zeitinterrali 
^nicht  in  Frage  kommen,  weil,  wenn  die  Aufeinanderfolge  zweier  oder 
mehrerer  Ereignisse  von  dem  Zusammentreffen  durch  unsere  Sinne  unter- 
schieden werden  soll,  immer  ein  endliches,  wenn  auch  noch  so  kleines 
Zeitintervall  zwischen  denselben  liegen  muss" 

Dies  ist  doch  so  zu  verstehen,  dass  ein  Abhängigkeitsverhältniss  nach 
der  Meinung  des  Herrn  Küttner  dann  nicht  als  bestehend  anzunehmen 
ist,  wenn  die  Ereignisse,  um  welche  es  sich  handeU,  in  demselben  Zeit- 
punkte eintreffen.  Ich  habe  aber  dagegen  bemerkt,  dass  Nichts  gewonnen 
wird  f  wenn  man  die  Ereignisse  zusammenfallen  lassen  will ,  da  dies  gleichfalls 
eine  Ungereimtheit  sei.  Ich  hätte  hinzusetzen  können  |,mit  Bücksicht  auf  die 
Statistik^,  unl  welche  es  sich  ja  einzig  und  allein  handelt.  Indessen  war 
dies 'ja  selbstverständlich.  Herr  Küttner  hat  am  Schlüsse  des  erwähnten 
Artikels  (in  dieser  Zeitschrift,  Jahrgang  XXV)  die  Erhebungen  des  Vereins 
Deutscher  Eisenbal^n- Verwaltungen  ,,8ehr  gute  statistische  Aufzeichnungen^ 
genannt.  In  diesen  Aufzeichnungen  wird  nie  dieselbe  Person  sowohl  unter 
den  durch  Tod,  als  auch  unter  den  wegen  Dienstunfähigkeit  Ausscheidenden, 
also  nie  doppelt  aufgeführt,  sondern  es  wird  entweder  der  Tod,  oder  die 
Dienstunföhigkeit  als  das  zuerst  eintretende  Ereigniss  betrachtet.  So  wird 
es  auch  wohl  jeder  andere  Statistiker  machen.  Denn  trüge  er  dieselbe 
Person  in  beide  Spalten  ein,  so  müsste  man  diesen  Umstand  auch  wieder 
bei  den  auf  Grund  der  Statistik  angestellten  Berechnungen  berücksichtigen. 
Da  aber  hierdurch  die  f^ormeln  an  Einfachheit  verlieren  müssen,  so  ist  eine 
solche  Anschauungsweise  unzweckmässig. 

Ich  glaube  durch  obige  Entgegnung  das  Irrige  in  der  Argumentation 
des  Herrn  Küttner  klargestellt  zu  haben  und  halte,  falls  mein  Gegner 
nicht  durch  mich  überzeugt  worden  ist,  eine  weitere  Polemik  für  zwecklos, 
namentlich  mit  Bücksicht  auf  die  vergeblichen  Bemühungen  von  Prof. 
Dienger  a,  a.  0.,  auf  welche  ich  die  Leser  hinzuweisen  mir  erlaube. 

Berlin,  Mitte  September  1886.  Dr.  H.  Zimmermann. 

NS.  .Zusätzlich  erwähne  ich,  dass  ich  in  der  inzwischen  druckreif 
gewordenen  Bearbeitung  der  Dienstunfähigkeits  -  und  Sterbensstatistik  des 
Vereins  deutscher  Eisenbahnverwaltungen  vom  Jahre  1885  eine  ausführliche 
Analyse  der  Ent Wickelungen  des  Herrn  Küttner  gebe. 

Berlin,  im  December  1886.  D.O. 
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Die  Ramnourven  vierter  Ordnung  erster  und 

zweiter  Speoies  in  ihrem  Zusammenliang  mit 

den  Steiner'sohen  Sotaliessungsproblemen  bei 

den  ebenen  Curven  dritter  Ordnung. 

Von 

Dr.  V.  Eberhard 

in  BresUn. 


Einleitung. 

Die  Schliessungsprobleme,  welche  Steiner  im  XXXTI.  Bande  des 
Crelle'schen  Journals  aufgestellt  hat,  finden  nach  den  Beweisen  der  Herren 
Küpper  und  Schonte  ihre  Erkläining  durch  den  bekannten  Satz,  dass, 
wenn  a  b  c  b  irgend  vier  Punkte  einer  ebenen  C^  sind ,  die  geraden  Paare 
|ab||cb|  und  |ab||bc|  die  Curve  noch  in  Punktepaaren  p,  r  und  q,  f  treffen, 
deren  Verbindungsgeraden  \px\  und  |qf|  sich  in  einem  Punkte  o  der  C^ 
schneiden.  Ihr  Zusammenhang  mit  diesem  Satze  ist  ein  so  unmittelbarer, 
dass  sie  geradezu  nur  als  veränderte  Aussprachen  desselben  erscheinen  und 
dass  mit  ihrer  Annahme  umgekehrt  auch  der  Satz  sofort  in  Evidenz  tritt. 
Die  Schliessungstheoreme  von  Steiner  für  die  ebenen  C  gestatten  eine 
einfache  üebertragung  auf  räumliche  CK  Es  ist  jedoch  zweckmässig,  von 
ihrer  speciellen  Form  abzusehen  und  unter  einem  Stein  er 'sehen  Punkt- 
system auf  einer  C^  ein  System  von  n  festen  Curvenpunkten  a<  der  Be- 
schaffenheit zu  verstehen,  dass,  wenn,  von  irgend  einem  n  +  1**"  Curven- 
punkte  Pj  aus,  der  Reihe  nach  die  n  Curvenpunkte  p^,  p^,  pn+i  bestimmt 
werden,  wo  p^^i  der  dritte  Schnittpunkt  der  C^  mit  der  Geraden  |p<,  a^j 
ist,  der  Punkt  pn+i  in  den  Punkt  pj  f&Ut.  Wenn  dann  o  ein  Punkt  einer 
räumlichen  C*  ist,  JTo*  der  ihm  zugehörige  Projectionskegel  der  Curve,  Co* 
der  Durchschnitt  des  letzteren  mit  einer  beliebigen  Ebene  und  A=3a|,  a^, 
...,  a«  ein  Steiner'sches  Punktsystem  der  C7o^  so  repräsentiren  die  fi 
Strahlen  |o,  a^j   ein  Steiner'sches  Strahlensystem  beziehlich  des  K^^  und 

*  Ueber  die  Literatur  der  St  einer 'sehen  SchlieMungsprobleme  für  die  ebenen 
Curven  dritter  Ordnung  und  diiyenigen  vierter  Ordnung  mit  iwei  oder  drei  Doppel- 
punkten vergl.  Schonte,  Grelle  Bd.  XCV  und  Küpper,  Annalen  Bd.  XXIV.^ 
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ein  specielles  Steiner 'sches  Secantensjstem  beziehlich  der  C^.  Wenn  femer 
die  n  Strahlen  |  o,  di  \  die  C^  ansser  in  o  noch  in  den  n  Punkten  hi  schnei- 
den, die  n  Ebenen  [6,*— i,  6|,  b,+i]  die  C^  noch  in  den  n  Punkten  c<,  und 
die  n  Ebenen  [o,  bj ,  u\  die  C^  noch  in  den  n  Punkten  b^ ,  so  reprSsentiren 
die  n  Seeanten  jb.',  bf|  der  C^  beziehlich  dieser  Curve  ein  Stein  er 'sches 
Secantensjstem.  Es  fragt  sich,  in  welcher  Weise  in  dieser  üebertragung 
der  Stein  er 'sehen  Schliessnngstheoreme  auf  die  rlLumlichen  C^  der  obige 
Fundamentalsatz  aus  der  Theorie  der  ebenen  C^  zum  Ausdruck  kommt. 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  ist  der  Hauptzweck  der  yorliegenden 
Arbeit.  Fflr  jede  der  beiden  Species  rftnmlicher  C^  resultirt  ein  Theorem, 
welches  ftir  ihre  Theorie  von  derselben  Bedeutung  ist,  wie  der  angegebene 
Satz  ftir  die  Theorie  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung.  Für  die  C^  erster 
Species  gilt  ein  Satz,  der  das  völlige  Analogen  jenes  Satzes  Qber  die  ebenen 
C^  ist;  der  Satz  für  C^  zweiter  Species  ist  das  Analogon  eines  ebenso  wich- 
tigen Satzes  aus  der  Kegelschnittstheorie.  Der  erste  dieser  beiden  SStze  ist 
zuerst  von  Herrn  Reje  entdeckt  und  in  den  Annali  di  Matematica,  Serie  H 
Bd.  2  veröffentlicht  worden.  Ausser  diesem  Satze  sind  auch  die  für  die 
C^  in  §  13  abgeleiteten  HilfssStze  bekannt.  Die  Einheit  der  Darstellung 
schien  mir  jedoch  die  hier  gegebene  Herleitung  zu  rechtfertigen. 

Das  erste,  einleitende  Capitel  enthält  in  den  ersten  drei  Paragraphen 
die  Beweise  der  Theoreme  von  Steiner,  im  Wesentlichen  in  der  Eüpper- 
schen  Form.  Dagegen  findet  sich  in  §§  4  und  5  die  Frage  nach  den  Be- 
dingungen eines  Steiner 'sehen  Punktsystems  von  einem  neuen  Gesichts- 
punkte aus  aufgefasst.  In  der  Kupp  er 'sehen  Arbeit  wird  bewiesen,  dass 
eine  ungerade  Anzahl  von  Punkten  der  C^  allemal  die  Grund  punkte  eines 
Steiner 'sehen  Systems  zweiter  Ordnung  bilden.  Dieser  Satz  lehrt,  dass 
bei  gegebenen  Fundamentalpunkten  die  Eigenschaft  des  St  einer 'sehen 
Systems  auch  lediglich  durch  die  Anordnung  der  Fundamentalpunkte  erreicht 
werden  kann.  Demgemäss  werden  in  §§  4  und  5  die  identischen  und  eigent- 
lichen Systeme  definirt  und  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Beding- 
ungen fOr  dieselben  aufgestellt. 

Im  zweiten  Capitel  werden  die  Bedingungen  erörtert,  unter  welchen  n 
Secauten  einer  räumlichen  C^  ein  Stein  er 'sches  System  bilden.  Dabei 
verstehe  ich  unter  letzterem  ein  System  von  n  Seeanten  St  der  Art,  dass, 
wenn  durch  dieselben  n  Ebenen  m  so  gelegt  werden,  dass  die  erste  a^  be* 
liebig  durch  8^  die  C^  noch  in  p^  und  p^  schneidet,  die  übrigen  aber  da- 
durch bestimmt  sind,  dass  ai^i  durch  den  Schnittpunkt  )pi^\  von  tu  mit  der 
Curve  geht,  die  letzte  Ebene  a^  durch  p^  geht.  Die  Existenz  solcher  Systeme 
wird  in  §  6  aus  der  Existenz  Steiner 'scher  Punktsysteme  auf  der  C  nach- 
gewiesen, unabhängig  von  der  C^  werden  in  §  7  allgemein  die  Beding- 
ungen solcher  Secantensysteme  abgeleitet.  Dabei  ergiebt  sich  ffir  die  0|^  dass 
irgend  n=s2m  Seeanten  derselben  sich  im  Allgemeinen  kein  Polygon  )>i,  f)}, 
•••>  pRi  Pi  umschreiben  lässt,  dass  aber,   wenn  auch  nur  ein  solches  nach« 
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gewiesen  wird,  jeder  Cnrvenpunkt  zur  Ecke  pj^  eines  gewählt  werden 
kann« 

Fflr  die  C^^  lautet  das  Resultat,  dass  im  Allgemeinen  zwei  Polygone 
den  n  Secanten  umschrieben  werden  können,  dass  aber,  wenn  drei  nach- 
gewiesen werden,  jeder  Cnrvenpunkt  zur  Ecke  pi  eines  gewählt  werden  kann. 

An  die  letzten  Resultate  knüpft  sich  unmittelbar  eine  einfache  allge- 
meine Constmction  eines  Stein  er 'sehen  Secantensjstems  auf  einer  C^.  Die 
Untersuchungen  der  §§  8  und  9  sind  deshalb  von  besonderer  Wichtigkeit, 
weil  die  dort  betrachteten  einfachsten  Formen  St  einer 'scher  Secanten- 
systeme  später  in  den  Capiteln  III  und  IV  die  Grundlage  einer  Theorie 
sowohl '  der  C^^  als  der  C^^  bilden.  Für  die  C/  existirt  eine  Grundform 
Ton  vier  Secanten^   für  die  C^^  eine  yon  vier  und  eine  von  drei  Secanten. 

In  §  10  wird  ein  Analogen  zu  dem  zweiten  Satz  von  Clebsch  (Grelle 
Bd.  63  §  3)  dadurch  abgeleitet,  dass  von  den  vier  Secanten  einer  Grundform 
je  zwei  zur  Coincidenz  gebracht  werden. 

Bisher  war  eine  gemeinsame  Behandlung  der  beiden  Species  von  C* 
nicht  nur  möglich ,  sondern  durch  ihre  Natur  auch  direct  geboten.  Mit  der 
Feststellung  verschiedener  Grundformen  Stein  er 'scher  Systeme  ftir  die 
beiden  Arten  aber  wird  für  jede  derselben  eine  eigene  üntersuchungsweise 
erforderlich. 

Im  III.  Capitel  wird  daher  die  Betrachtung  der  C/  aufgenommen.  Das 
Ergebniss  der  §§  12 — 14*i8t  die  Ableitnng  des  wichtigen,  von  Reye  ent- 
deckten Satzes,  wonach,  wenn  ca,  in  U  die  3.4  Schnittpunkte  der  C/ und 
dreier  Ebenen  «,  ^,  /  sind,  die  vier  Ebenen  [at,  iif  c«]  die  C/  noch  in  vier 
Punkten  bi  einer  Ebene  9  schneiden.  Der  §  15  enthält  Anwendungen  dieses 
Satzes,  welche  dazu  dienen,  ans  drei,  zwei  oder  einem  gegebenen  Steiner- 
schen  Secantensystem  andere  abzuleiten.  Die  diesbezüglichen  Sätze  sind  in 
dem  folgenden  einen  zusammengefasst :  Sind  drei  Stein  er 'sehe  Secanten- 
systeme  erster  Ordnung  gegeben ,  nämlich  5h  =  |  au  bn  | ,  «2 1  =  |  a2t  (2^  | , 
^»=|ast'6siU  (isl...n),  so  schneiden  die  2 n  Ebenen  [au,  a2<,  Osi]  und 
[iii}  ^1«  (9«]  die  Cj^  noch  in  n  Punktepaaren  04/,  hu,  deren  n  Verbin- 
dende 54f  =  |a4f  b4t-|  ein  viertes  System  erster  Ordnung  bestimmen. 

Das  Capitel  IV  hat  zum  Gegenstand  die  C^^  Es  gewährt  dasselbe  ein 
besonderes  Interesse  durch  die  grosse  Analogie,  welche  zwischen  der  C^^ 
ond  dem  Kegelschnitt  zu  Tage  tritt.  Zum  Ausgangspunkt  der  Untersuch- 
ung in  §  16  dient  Satz  1  aus  §  9,  nach  welchem  ein  Diagonaldreikant  eines 
der  C^^  einbeschriebenen  Tetraeders  allemal  ein  Steiner'sches  Secanten- 
tripel  bestimmt.  Aus  demselben  resultirt  zunächst  beziehlich  der  drei  Tripel- 
Btrahlen  X| ,  X,,  X^  die  wichtige  Eigenschaffe,  dass  die  Berührungssecante  X^ 
der  beiden  aus  X^  an  die  C^^  möglichen  Berühmngsebenen  die  beiden  an- 
deren Zg  und  X^  schneidet.  Wegen  der  Analogie  dieses  Satzes  mit  dem 
entsprechenden  für  ein  Tripel  coi^'ugirter  Punkte  eines  Kegelschnittes  nenne 
ich  die  drei  Strahlen  Xt  ein  Tripel  conjugirter  Secanten  und  die  drei  Se-        j 
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canten  X<  resp.  ihre  Polarstrahlen.  Ein  Paar  coigugirter  Secanten  X^,  X^ 
ist  dadurch  charakterisirt ,  dass  jede  yon  der  Polare  der  andern  geschnitten 
wird.  Im  weiteren  Verlaufe  der  Untersuchung  wird  nun  der  Satz  abgeleitet: 
Dreht  sich  eine  Secante  X^  um  die  Polare  X^  einer  Seoante  X^,  so  dreht 
sich  auch  ihre  Polare  SE^  um  den  Polstrahl  X^  von  96x* 

In  §  17  wird  die  Untersuchung  in  der  Weise  fortgesetzt,  dass  mehrere 
Secantentripel  zugleich  betrachtet  werden.  Es  wird  der  merkwürdige  Satz 
abgeleitet:  Sind  X^^X^^X^  und  Y^^T^^  T^  irgend  zwei  Tripel  conjugirter  Se- 
canten ,  und  construirt  man  diejenigen  drei  Secanten  |  Z<  7i  | ,  welche  resp.  Xt 
und  Ti  schneiden,  so  schneiden  dieselben  ein  und  dieselbe  Secante  Z^  der 
Og^.  Unter  Anderem  wird  hieraus  gefolgert:  Vertauscht  man  die  Striaen 
7} ,  7,1  F3  cyklisch  und  construirt  für  jede  Anordnung  die  zugehörige  Axe  Z, 
so  bestimmen  je  zwei  der  drei  Resultirenden  Zein  St  einer 'sches  Secanten- 
paar  der  dritten  Ordnung. 

In  §  18  endlich  wird  die  Identitftt  der  überhaupt  möglichen  Tripel  con- 
jugirter Secanten  mit  allen  denjenigen  nachgewiesen,  welche  resultiren, 
wenn  man  die  C,^  durch  alle  Ebenen  schneidet  und  aus  den  Diagonalpank- 
ten  des  Schnittpunktvierecks  einer  jeden  an  die  Curve  die  noch  übrigen 
ausserhalb  der  Ebene  gelegenen  drei  Bisecanten  zieht 

Der  Charakter  der  Entwickelungen  dieses  Capitels  lässt  zur  Geniige 
erkennen ,  dass  der  in  denselben  eingeschlagene  Weg  zur  Aufdeckung  weiterer 
Eigenschaften  der  C^^  geeignet  sein  dürfte. 

Im  V.  Capitel  erfährt  die  Theorie  der  Schliessungsprobleme  eine 
wesentliche  Erweiterung  durch  die  Definition  und  den  Nachweis  Steiner- 
scher Punktsysteme  auf  einer  räumlichen  C|^.  Ich  yerstehe  unter  einem 
solchen  ein  System  von  n  Curvenpunkten  a^  der  Art,  dass,  wenn  die  C^  von 
irgend  einer  Ebene  n^  durch  a^  noch  in  p»  )>i,  pg  und  weiter  yon  n^  =  [o^iPi  Pt\ 
noch  in  p^,  von  »s^I^PtPsl  °^^  ^^  P^'"  getroffen  wird,  allemal  die 
Ebene  ttm-i  =  [dm^i  pn-2 pfi-i]  durch  ()  =  ().  und  die  Ebene  tt.  =  [Onp».! )>,>] 
durch  p^  geht. 

Die  diesbezüglichen  Ergebnisse  lauten:  Sind  n  Punkte  a<  auf  der  O^^ 
beliebig  gegeben,  so  kommt  es, 

1.  wenn  n  von  der  Form  3  m  oder  3m-|-l  ist  (m^2),  im  Aligemei- 
nen kein  Mal  und  im  Besoudem  doppelt  unendlich  viele  Mal  yor, 
dass  die  n  oder  die  3n  Seitenflächen  eines  der  C^^  eingeschriebenen 
n-Ecks  oder  3n-Eck8  der  Beihe  nach  durch  die  Punkte  a<  gehen; 

2.  wenn  aber  n  yon  der  Form  3m-|-2  ist  (n»^2),  stets  doppelt  un- 
endlich viele  Mal  vor,  dass  sich  der  C^^  3  n- Ecke  einschreiben  lassen, 
deren  3fi  Seitenflächen  durch  die  Punkte  dt  gehen. 
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Oapitel  I. 

Zur  Theorie  der  Steiner'schen  Polygone  bei  den  ebenen  Curyen 

dritter  Ordnung. 


§  1.  Vorbemerkongen. 

Auf  einer  ebenen  Carve  dritter  Ordnung  C^  sind  n  Punkte  a| ,  O9  . . .  a» 
willkürlich  fixiri  Durch  jeden  Punkt  at  ist  ein  Strahl  at  gezogen,  so  zwar, 
dass  je  zwei  aufeinander  folgende,  a^  und  a^^-i,  sich  in  einem  Punkte  pi^\ 
der  C^  schneiden.  Mit  dem  ersten  Strahl  a,*  =  a|  |  t>i  ^^g  |  sind  also  auch  die 
übrigen  <H^^i\pipi-\-i\  (i=  1 . . . n)  bestimmt.  Die  zunächst  als  gesondert 
angenommenen  Punkte  a  können  auch  gruppenweise  coincidiren;  keine  Gruppe 
soll  jedoch  zwei  benachbarte  Punkte  a  enthalten.  Bei  der  Construction  des 
(n  + 1) -Ecks  {>] p, •  •  •  )^n+i  können  also  die  Punkte  a  resp.  c^i ,  or^ •  ** c^m-mal 
zur  Anwendung  gelangen,  keiner  derselben  aber  zweimal  nacheinander. 
Demnach  sind  bei  gegebener  Anzahl  n  von  Punkten  a  die  m  Zahlen  a  will- 
kürlieh bis  auf  die  Bedingungen  «1  +  02+ ••.  +  «!»  =  ^  und  a^^^O. 

Die  Behandlungsweise  der  beiden  angegebenen  Systeme  von  n  Funda- 
mentalpunkten a  wird  daher  ein  und  dieselbe  sein  können.  Der  grösseren 
Ein&chheit  wegen  ist  im  Folgenden  da,  wo  ausdrücklich  nichts  Gegen- 
theiliges  gesagt  ist,  ein  System  von  gesonderten  n  Punkten  yorausgesetzt. 

§  2.   Steiner'sohe  Systeme  und  Polygone. 

Im  Allgemeinen  wird  bei  gegebenem  p^  der  zugehörige  Punkt  pn+i 
nicht  mit  p^  coincidiren.  Wie  oft  tritt  nun  Coincidenz  ein,  wenn  p^  die 
Corye  durchläuft? 

Bezeichnet,  im  Falle  dreier  Punkte  a|,  a,,  a^  und  bei  gegebenem  p^, 
O4  den  dritten  Schnittpunkt  der  Curve  mit  der  Geraden  |  pi  )>4 1 ,  so  schneiden 
sich  nach  einem  bekannten  Satze  die  Geraden  \(iia^\  und  lo^o^l  in  einem 
Punkte  ^2  ^^^  Curve.  Der  Punkt  O4  ist  demnach  durch  die  drei  Punkte  a 
bereits  bestimmt,  also  ganz  unabhängig  von  dem  Funkte  )>|. 

Im  Falle  von  n  gegebenen  Fundamentalpunkten  aiOc.-.an  werden  bei 
der  Bewegung  von  p^  auf  der  Curve  die  Geraden  {t>^))4|>  Lf^iPel  ^*  ^-  ^'  ^^^^ 
um  feste  Curvenpunkte  O4,  o^'  •"  <l]'elien,  speciell 
a)  bei  geradem  n|pi)>n|  nm  den  Punkt  On« 

h)  bei  ungeradem  n|pipiB^.i|  um  den  Punkt  On+i* 

Es  resultiren  unmittelbar  die  beiden  wichtigen  Sätze: 

la)  Zu  n=s2m  Fundamentalpunkten  0|,a2...an  giebt  es  im 
Allgemeinen  kein  Polygon  pi  )>2-**)>n+i9  dessen  letzte  Ecke  pn+i 
in  die  erste  p^  hineinfällt 

Ib)  Geschieht  dies  auch  nur  für  einen  Curvenpunkt  ))^,  so 
trifft  es  für  jeden  andern  zu. 
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2a)  Zn  nc=2m+l  Fandamentalpunkten  a^  a^-^.an  giebt  es  im  All- 
gemeinen und  höchstens  vier  Polygone  )>i)>s-**pii+i9  ^  welche  die  letzte 
Ecke  mit  der  ersten  coincidirt.  Die  1&^  entsprechende  Folgerung  ist  hier 
bedeutungslos.  Von  keinem  Punkte  der  C^  giebt  es  eben  mehr  als  Tier 
Tangenten  an  diese.  Dagegen  liefert  die  Yertauschbarkeit  des  Anfiuigs- 
und  Endpunktes  p^  and  pn-^-x- 

21))  Zieht  man  im  Falle  von  n  =  2m  +  l  Fundamentalpunkten 
a  nacheinander  die  Geraden: 

SO  fttllt  allemal  der  Punkt  pzn+i  in  den  Punkt  pj. 

§  3.   Direote  Beweise  der  Hanptsfttse  Ib)  xind  2b). 

Der  Satz  2&^  lässt  sich  für  drei  Fundamentalpunkte  aj,  0^,  a^  in  fol- 
gender Form  aussprechen:  „Schneidet  man  die  C^  aus  zweien  ihrer  Punkte 
Ol,  ttg  mittels  der  Geraden: 

so  treffen  sich  die  Geraden  \pin^\  und  Isripgl  in  einem  Punkte  Os  der  Curve.' 
Denn  es  stellen  die  2.3  Geraden 

l>>lP2l»    liJs'^lU    l»2^8l    ^^    IPl^sL    \Mz\^    l«l^l 

zwei  zerfallende  Curven  dritter  Ordnung  vor.  Die  C^  geht  aber  durch  acht 
ihrer  Schnittpunkte,  nftmlich  durch  aittg,  t>i)>8)>ji  ^i^%^%  folglich  auch 
durch  den  neunten  (ipi^Eal;  |^i)>8l)* 

Im  Falle  von  n  Fundamentalpunkten  a  auf  der  C  construire  man  von 
zwei  beliebigen  Curvenpunkten  p^  und  n^  aus  die  gebrochenen  Linien  ))i)>2,  ... 
und  n^n^y  ...  Die  wiederholte  Anwendung  des  aufgestellten  HilÜBsatzes 
führt  dann  nach  der  Reihe  zu  folgenden  neuen  Curvenpunkten: 

und,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade,  zu 

(|Pi«»+il.  kiP«+il)  =  0'«+i    oder    (|j)il>«+i|,  |7fi«„+i|)  =  0n+i. 

Verlegt  man  nun  p^  in  einen  solchen  Punkt  der  Curve,  für  welchen  )>j  und 

pn+i  coincidireu;  so  wird  der  Punkt  ^^\ 

a)  bei  geradem  n  dritter  Schnittpunkt  der  Curve  mit  der  Geraden  (»ipi), 
h)  bei  ungeradem  n  dritter  Schnittpunkt  der  Curve  mit  der  Tangente 

Es  folgt,  dass  im  ersten  Falle  »n+i  mit  n^  allemal  zusammenfiLllt,  im 
zweiten  Falle  aber  nur  dann,  wenn  n^  und  p^  coigugirte  Punkte  sind. 

Setzt  man  im  zweiten  Falle  die  Construction  der  Punkte  o  in  bekannter 
Weise  fort,  so  gelangt  man  nacheinander  zu  den  folgenden  Punkten: 
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( I  Pi  «n + 4 1 »    I  ^1  p4 1)    =  0« + 4  •  • .  und  schliesslich 

(ll>1^2n+l|,    |;r,J)n+i|)  =  02n+l. 

ist,  80  wie  vorhin,  jetzt  gleichfalls 

Damit  sind  die  beiden  Fandamentalsätze  bewiesen. 

§  4.   Entwiokelnxig  der  beiden  Grundformen  identlBClier 

Steiner'sclier  Systeme  ans   einem  solohen  von  nnr  drei 

Fnndamentalpunkten. 

Der  Charakter  eines  Polygons  )>i)>s  •  •  •  )>n+i  ist  nach  dem  Hauptsatz  la) 
völlig  unabhängig  von  der  Wahl  des  Punktes  p^.  Indem  man  nämlich 
diesen  ein-  für  allemal  auf  C^  festlegt,  wird  man  mit  dem  System  der 
Fundamentalpunkte  a  auch  sofort  fdr  alle  diesem  zugehörigen  Polygone  einen 
Repräsentanten  besitzen.  Da  die  Angabe  eines  Punktes  denselben  zugleich 
auch  seiner  Lage  nach  auf  der  Carve  bestimmt,  so  wird  die  namentliche 
Aufzählung  der  Fundamentalpunkte  in  fester  Reihenfolge  System  und  Poly- 
gon eindeutig  definiren.     Dementsprechend  fixirt  das  Symbol 

J)i tti . . .  a«  das  (n  +  l)-Eck  J)i)>2...J>n+i 
und  zwar  ganz  besonders  die  letzte  Ecke  pn+\'     Mit  Rücksicht  darauf  soll 

gesetzt  werden:  

<>,aiai+t  "'CLk  =  pipk'\-i*cosfpi^k+iy 
wo  q>i^k+\  die  Neigung  der  Strecke  pipk^i  gegen  eine  feste  Gerade  der 
Ebene  bezeichnet.     Es  gelten  dann  för  das  eingeführte  Symbol  nachstehende 

Beziehungen:  

l>i      ai...an  =  l?i      ai...ai     +pi4.ia<+i...an, 

<)ii+iaii...ai  =pa+ittn-«.af+i +  <>i      di     •••flu 

J>n+i  an.-.Äi +}>i     ai...afi     =0. 
Soll  nun  das  Polygon  der  Punkte  p  ein  Steiner'sches  sein,  so  findet  diese 
Forderung  Ausdruck  durch  die  Gleichung: 


Pi  ai . . .  a„  =  0. 
Ist  umgekehrt  diese  Beziehung  erfüllt,  so  ist  im  Allgemeinen  das  Polygon 
ein  Steiner'sches.  Es  ist  dabei  gleichgiltig,  wie  oft  ein  einzelner  Funda- 
mentalpunkt  a^  bei  der  Construction  des  Polygons  verwerthet  worden  ist. 
Wenn  seine  verschiedenen  Standorte  dabei  ungleiche  Namen  führen,  so 
geschieht  das  lediglich  der  grösseren  Einfachheit  im  Ausdrucke  wegen. 

Das  Bestehen  der  Bedingung  ))iai...an  =  0  kann  auf  zwei  wesent- 
lich verschiedene  Momente  zurückgeführt  werden: 
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1.  auf  die  Zahlen  oi  und  die  Anordnung  der  Punkte  a<,  wie 
z.  B.  in  aittiaO*  oder  in  atagasO^^O,  oder  endlich  in  axO^asajOias 
=  0; 

2.  auf  die  gegenseitige  Lage  der  Fundamentalpunkte  a,  wie 
z.  B.  in  aiCi^a^a^*=0. 

Ein  Stein  er 'sches  System  der  ersten  Art  bezeichnen  wir  als  identisches 
oder  absolut  reducibles  System  und  bedienen  uns  für  dasselbe  des  Zeichens 
tti ...  aii  =  0;  ein  St  einer 'sches  System  der  zweiten  Art  fassen  vnr  dagegen 
als  Stein  er 'sches  System  schlechthin  oder  auch  als  absolut  irredudbles 
System  auf,  a^ . . .  a»  =  0. 

Aus  dem  bekannten  identischen  System 

ttj  0}  03  ttj  ttj  ttj  =  0  =  a,  ag  a, 
lassen  sich  leicht  zwei  Grundformen  identischer  Systeme  uj^  Fall  von  n  Fun* 
damentalpunkten  a  ableiten. 

Zunächst  folgen  aus  demselben  zwei  wichtige  Principien: 

1.  ^ttia^a3  +  t>4atttga8     =0,  folglich 


2.  pi  aiOj   +<)8a8 Ol 0,03  =  0,  folglich 

Mittels  des  ersten  kann  man  ein  System  nach  Belieben  trans- 

formiren:  

Ol . . .  Oj  Ojt  Ol . . .  =  0| .  • .  Ol  Oik  0|- . . .; 

mittels    des    zweiten    kann    man   dasselbe    nach   Belieben    er- 
weitern:         

0}  .  ••  OikOl  . . .  On  =  Ol  . . .  0«  Ol  OaOjp  . . .  On« 

ohne  dadurch  den  Charakter  des  Polygons  der  p  zu  ändern. 

Die  wiederholte  Anwendung  dieser  beiden  Principien  auf  das  identische 
System  

0,0,03^  =  0 

fahrt  zu  folgenden  neuen: 

1.  OjOgOs  =0  =  0102030403010403, 

2.  01030304060103050403  =  0  =  0103030405 , 

3.  010303040503030105030405  =  0  =  010203040500020104030605  u.  s.  f., 
ganz  allgemein 

a)  bei  ungeradem  n       

O1O3...  On-tOn   =0, 

h)  bei  geradem  n 

OiOj...  On— lOnOsOi-..  OnOn— 1  =0. 


*  Ich  schreibe  OfOi  für  )},aiai,  OtOsOsat  ftir  ^»latasaaat  etc. 
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Im  FaU  eines  Steiner 'sehen  Systems  schlechthin  ist  ein  Fondamental- 
pnnkt  di  dnrch  die  Lage  der  n  — 1  übrigen  bestimmt.  Diese  Bestimmung 
ist  eine  eindeutige,  falls  er  in  der  Complexion  ajag ...  a»— lOn  nmr  einmal 
auftritt. 

§  5.   Kriterien  für  das  identische  und  irrednoible  System. 

Unter  welchen  Bedingungen  definirt  eine  Complexion  a^^^^anj  ^  wel- 
cher Wiederholungen  desselben  Elements  a<  möglich  sind,  ein  identisches 
System?  Zur  Entscheidung  dieser  Frage  dienen  uns  die  im  yorigen  Para- 
graphen entwickelten  beiden  Principien,  das  der  Transformation  ...  a^aiba/ ... 
=  ...  aiCLkdi ...,  das  der  Erweiterung  ...  auai ...  =  ...  a^atakCiaf ..' ;  nur 
werden  mr  das  letztere  in  entgegengesetztem  Sinne  anwenden. 

Wir  theilen  die  Elemente  der  Complexion  in  zwei  Classen.  Es  gehören 
zu  der  ersten  Classe  die  Elemente  an  ungerader  Stelle,  also  dia^a^...,  zu 
denen  der  zweiten  Classe  die  Elemente  an  gerader  Stelle,  also  cl^cl^üq... 

Mittels  des  Princips  1.  können  zunächst  zwei  benachbarte,  dann  aber 
auch  zwei  ganz  beliebige  Punkte  derselben  Classe  vertanscht  werden  und  es 
kann  so  schliesslich  jede  Permutation  der  Elemente  einer  Classe  hergestellt 
werden. 

Zwei  Elemente  derselben  Classe  sind  durch  eine  ungerade,  zwei  Ele- 
mente verschiedener  Classen  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Zwischenelemen- 
ten getrennt.  In  letzterem  Falle  kann  man  durch  wiederholte  Transforma- 
tion es  dahin  bringen,  dass  die  betreffenden  Elemente  nebeneinander  zu 
stehen  kommen.     So  ergiebt  sich  beispielsweise 


...  didkCliClmClndt  ...  =  ...  Üj  ajt  0/ aj  Qn  am  ...  =  ...  diCliaiCLkCinCLm  •.. 

Nunmehr  aber  kann  man  den  Punkt  Oj  ausscheiden  wegen  a/  a/  =  0  und  es 
resultirt  also  


. . .  ai  aik  Q/  ttm  anOt . . .  =  . . .  a/  a^  an  am  * .  • 
Mittels  dieses  Verfahrens  kann  man  demnach,  wenn  in  der  ersten  Classe 
mi'  und  in  der  zweiten  n,- Punkte  Oj  stehen,  die  gesammten  (m,  +  ^')- 
Punkte  di  auf  |mj  — n,|  in  nur  einer  Classe  reduciren.  Das  System  ist 
alsdann  irreducibel  bezüglich  des  Punktes  a,-  und  kann  durch  weitere  An- 
wendung der  Operationen  1.  und  2.  auf  ein  anderes  Element  rücksichtlich 
0/  nicht  wieder  reducibel  werden. 

Ein  bezüglich  jedes  einzelnen  Fundamentalpunktes  a  irreducibles  System 
heisst  absolut  irreducibel.  Man  hat  zu  seiner  Herstellung  aus  einem  ge- 
gebenen folgende  Methode. 

Man  bilde  fdr  jeden  Punkt  a<  den  Uebersehuss  jm^— n<|  der  einen 
Classe  an  Punkten  a«  über  die  andere  und  vertheile  die  überschüssigen 
Punkte  der  ersten  Classe  beliebig  auf  die  ungeraden,  die  der  zweiten  be- 
liebig auf  die  geraden  Stellen  der  Reihe.  Die  resultirende  Complexion  a| ...  a» 
reprSsentirt  dann  das  gesuchte  System.     Die  möglichen  yerschiedenen  For- 
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men  desselben  können  vermöge  des  Transformationsprincips  leicht  ineinander 
übergeführt  werden.  Als  Gesammtresultat  können  wir  die  folgenden  beiden 
wichtigen  Sätze  aussprechen: 

1.  Eine  Complexion  ai...an  definirt  ein  identisches  System, 
wenn  in  derselben  jeder  Punkt  a^  an  gerader  Stelle  ebenso  oft 
auftritt,  als  an  ungerader,  und  nur  dann. 

2.  Ein  irreducibles  System  ai...ai,  definirt,  gleich  Null 
gesetzt,  allemal  eine  Lagenbeziehung  der  Fundamentalpunkte. 


Capitel  IL 

Die  Steiner'sehen  Secantensysteme  auf  den  Baamcaryen 
Tierter  Ordnung  beider  Spedes. 


§  6.   Prinoip  der  Uebertragung  der  SchliessxmgBprobleme  von 

den    ebenen   Ourven   dritter   Ordnung   auf  die   Baiimourven 

vierter  Ordnung  erster  und  zweiter  Species. 

Ist  ein  System  von  n  /8'ecanten  Of  (t=  1 ...  n)  einer  0*  und  durch  die- 
selben n  Ebenen  a^  derart  gegeben,  dass  die  erste  crj  willkürlich  angenom- 
men, die  übrigen  aber  durch  die  Bedingung  bestimmt  sind,  dass  je  zwei 
aufeinander  folgende  cri  und  ai^i  durch  denselben  Punkt  piJ^i  der  C^  gehen, 
so  nenne  ich  das  System  ein  Steiner'sches,  wenn  die  erste 
und  letzte  Ebene,  «i  und  cc^^i^  die  C^  in  demselben  Punkte  p^ 
treffen. 

Die  Existenz  St  eine  rascher  Secantensysteme  auf  einer  C^  lässt  sich 
leicht  wie  folgt  nachweisen.  Man  nehme  auf  der  Baumcurve  irgend  einen 
Punkt  0  an,  projicire  aus  demselben  die  Punkte  der  Curve  durch  Strahlen 
und  construire  in  dem  resultirenden  Projectionskegel  £%  der  C^  ein  Stei- 
ne rasches  System  von  n  Strahlen,  was  mittels  eines  ebenen  Schnittes  des 
Kegels  stets  auf  unendlich  viele  Arten  möglich  ist.  Die  zweiten  Durch- 
schnitte der  betreffenden  Strahlen  s^  ...  Sn  mit  der  (7^,  nämlich  die  Punkte 
df'Oiny  verbinde  man  entsprechend  zu  einem  einfachen  n-Eck  und  con- 
struire in  den  n  Projectionskegeln  Kat^  der  C^  aus  den  n  Ecken  <Xi  die- 
jenigen n  Secanten  oi  der  C^,  welche  den  n  Bedingungen  genügen 

|a,-ai-i|,  Si,  |a,at+i|ai  =  0  (t=l...n), 
dann  bilden  die  n  Strahlen  üi  ein  Steiner'sches  Secantensystem  der  C^. 
In  der  That,  denn  ist  ))|...)>ii  ein  dem  Strahlensystem  s^.^.Sn  zuge- 
höriges Stein  er 'sches  Polygon  der  C^,  und  wird  letztere  von  der  Ebene 
[|  ctia<-i|)><]  zum  vierten  Male  in  q^  geschnitten,  so  schneidet  die  Secaate 
|c|<q<4.i|  die  Secante  Of,  womit  unsere  Behauptung  bewiesen  ist 

Digitized  by  ^^jOOQIC 


Von  Dr.  Y.  Ebbbhard.  75 

In  ganz  analoger  Weise,  wie  aus  dem  Steiner'schen  System  5|...5«i 
=  0  das  andere  aj  ...an  =  0  abgeleitet  worden  ist,  kann  man  ans  diesem 
das  dritte  b^ ...  &tt  =  0  ableiten  u.  s«  f. 


§  7.    Direoter  Nachweis  der  Steiner'sbhen  Secantensysteme 
auf  den  BamncxirTeii  vierter  Ordnung. 

1.  Bind  a^...an  t»  beliebige^  aber  feste  Seeanten  der  C^  und  sind  durch 
dieselben  n  Ebenen  gelegt,  von  denen  die  erste  «j  willkürlich,  die  übrigen 
aber  dadurch  bestimmt  sind,  dass  je  zwei  aufeinanderfolgende  ai.i  und  «< 
durch  denselben  Punkt  pi  gehen,  so  kommt  es  im  Allgemeinen: 

a)  im  Fall  einer  Cj^  (erster  Species)  bei  geradem  n  keinmal, 
bei  ungeradem  n  viermal  vor; 

i)  im  Fall  einer  C^^  (zweiter  Species)  sowohl  bei  geradem, 
als  bei  ungeradem  n  zweimal  vor, 
dass    die   erste   und   die   letzte  Ebene  a^  und  an  durch  denselben  Punkt 
))j  =  ))n^i  der  C*  gehen. 

Beweis.  Es  bezeichne  ^(n)  die  Anzahl  deijenigen  Punkte  x  der  C\ 
in  welchen  zwei  Punkte  p^  und  pn+\  vereinigt  liegen.  Jeder  Punkt  n  der 
C^  ist  zugleich  auch  Punkt  der  Begelfläche  JB  |  a^  On  |  der  Durchschnitts- 
strahlen der  Paare  veränderlicher  Ebenen  a^On  tmd  somit  unter  den  Schnitt- 
punkten der  C^  mit  der  B  zu  suchen. 

Bedeutet  u  die  Ordnung  der  FlSche  E  und  v  die  Yielfachheit  jeder  der 
beiden  mit  Bezug  hierauf  offenbar  gleichwerthigen  Azen  a^  und  Om  so 
erkennt  man,  dass  sich  die  Oesammtzahl  4u  der  Schnittpunkte  der 
C^  und  der  J3|ixi«n|  aus  folgenden  vier  Zahlen  zusammensetzt: 

1.  aus  der  Anzahl  4t;  der  Schnittpunkte  der  C^  mit  den  beiden  Axen 
ai  und  On; 

2.  aus  der  Anzahl  2.(p{n^l)  der  coinoidenten  Punktepaare  p^pn  und 

3.  aus  der  Anzahl  9)(n^2)  der  coinoidenten  Punktepaare  p^pn  und 

4.  aus  der  Anzahl  (p(n)  der  Punkte  n  =  pi^pn+i> 

Es  besteht  somit  zYnschen  den  Zahlen  u  und  v  und  den  Functionen  tp 
dreier  Argumente  »,  »—1,  n^2  die  Belation: 

4u  =  4t;+g>(n)  +  2.g>(n-l)  +  9(n-2). 

Die  Zahlen  u  und  v  lassen  sich  leicht  mittels  des  Chasl  es 'sehen  Cor- 
respondenzprincips  bestimmen.  Jeder  Ebene  O]  entsprechen  wegen  der  Yer- 
tausehbarkeit  von  p^  und  p^  zwei  Ebenen  a»  und  jeder  Ebene  a^  wegen 
der  Yertauschbarkeit  von  )>n  und  pn+t  zwei  Ebenen  a^.  Demnach  gehen 
wnLek  durch  jeden  Punkt  der  Azen  aj  und  On  je  zwei  Schnittstrahlen  |aitf|i|. 
£b  resultirt  demnach  u=s4,  v^2  und  zur  Bestimmung  der  Func- 
tion qt  die  Becursionsformel 
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gp(n)       =8  — 2.9(n— 1)  — g>(fi  — 2)  und  hieraus 

g,(n-l)  =  8-2.9(n-2)-g)(n-3)  u.  s.  w., 

g>(4)       =8-2.^,(3)       -9>(2), 

9>(3)       =8-2.^,(2)       -9(1). 
Die  Zahl   <p{n)  ist  also   eine  lineare  Function  der  Zahlen  (p{2)  und  9(1), 
mit  denen  zugleich  sie  gegeben  ist. 

Wenn  im  Falle  einer  Secante  aj  der  C*  die  veränderlichen  Schnitt- 
punkte pip2  letzterer  mit  der  veränderlichen  Ebene  «^  in  einen  zusammen- 
fallen, so  muss  a^  Tangentialebene  der  Curve  in  diesem  Punkte  sein.  Da- 
nach ergiebt  sich  die  Zahl  qoCl): 

1.  für  eine  Banmcnrve  vierter  Ordnung  1.  Sp.  9(1)  =  4, 

2.  n         n  „  .  «  2.    ,     9(1)  =  2. 

Wenn  im  Falle  zweier  Secanten  0^02  der  C*  die  Punkte  pi  und  p^ 
coincidiren  sollen,  so  müssen  sich  die  Ebenen  a^  und  a^  in  einer  Secante 
(PiP«!  =  l>>8l52l  schneiden. 

Liegt  eine  C*  1.  Sp.  vor,  so  beschreibt  die  Secante  p^p^  ^®^  der  Dreh- 
ung von  a^  um  a,  die  eine  Geradenschaar  einer  Secantenfläche  F^  und  es 
schneiden  im  Allgemeinen  nur  diejenigen  zwei  Strahlen  derselben  die  Se- 
cante 02 ,  welche  durch  die  beiden  Schnittpunkte  der  C^  und  der  Og  gehen. 
Darnach  stellt  sich  für  eine  C^  1.  Sp.  die  Zahl  9(2)s=0. 

Ist  dagegen  die  C^  von  der  zweiten  Species ;  so  beschreibt  bei  der 
Drehung  von  a^  um  a^  der  Strahl  |))|))2|  eine  Secantenfläche  der  dritten 
Ordnung  F^{a^)  und  abgesehen  von  den  beiden  Strahlen  derselben,  welche 
durch  die  Schnittpunkte  der  C^  und  ihrer  Secante  o^  gehen,  schneidet  nur 
noch  ein  dritter  Strahl  |))i)>2l  ^  IPsPsI  ^^®  ^9*  Wegen  der  noch  hinzu- 
tretenden Yertauschbarkeit  der  Punkte  p^  und  p^  auf  diesem  Strahle  ergiebt 
sich  hieraus  für  die  C^  der  zweiten  Species  die  Zahl  9(2)  =  2. 

Die  Substitution  der  gefundenen  beiden  Werthsysteme 
1)       9(1) -4,    9(2)=0;  2)       9(1)='2,    9(2)  =  2 

in  unsere   obigen  Functionalgleichungen   liefert  fdr  jede  der  beiden  Baum- 
curven  ein  besonderes  System  zugehöriger  Zahlen  9(v). 

1.  Für  die  C*  1.  Sp.  ist  9(1)  =  4,  9(2)  =  0,  9 (3)  =  4,  9(4)  =  0, 
...,  9(2v-l)=4,   9(2v)=0. 

2.  Für  die  C*  2.  Sp.  ist  9(1)  =  2,  9(2)  =  2,  9(3)  =  2,  9(4)  =  2, 
...,  9(v)  =  2. 

In  Worten  besagt  dies 
für  die  Baumcurve  C^  l.Sp.:  für  die  Baumcurve  C^^x 
la)  Sind  auf  einer  C^^  irgend  n  la)  Sind  auf  einer  C^*  irgend  n 
Secanten  ai,..an  gegeben  und  ist  zu  Secanten  Oj  ...On  gegeben  und  ist  su 
diesen  in  bekannter  Weise  ein  ein-  diesen  in  bekannter  Weise  ein  ein- 
faches (n+l)-Eck  )}i))2...))n+i  con-  fikohes  (n  +  l)-Eck  )>i)>f.t)ii+i  oon- 
struirt,  so  kommt  es,  je  nachdem  struirt,  so  kommt  es  bei  der  BoBchrei- 
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n  eine  gerade  oder  ungerade 
Zahl  ist^  bei  der  Beschreibnng  der 
Cnrve  durch  p^  im  Allgemeinen  0 
oder  viermal  yor,  dass  sich  das 
{n+l)'Eck  der  Punkte  p  zu  einem 
einflEu^hen  n-Eck  schliessi,  und  folglich : 
li)  Tritt  aber  imFalle  eines 
geraden  n  die  Coincidenz  des 
Punktes  pn+i  mit  p^  einmal  ein, 
so  tritt  sie  ein-  fQr  allemal, 
d.  1l  für  jeden  Punkt  der  C^  ein. 


bung  der  Curve  durch  den  Punkt  p^ 
im  Allgemeinen  und  höchstens  zwei- 
mal vor,  dass  sich  das  {n  +  l)-Eck 
der  Punkte  p  zu  einem  einfachen  n-Eck 
schliesst.    und  folglich: 

l&^  Tritt  aber  dabei  die  Co- 
incidenz des  Punktes  pn^\  mit 
pi  dreimal  ein,  so  tritt  sie  ein- 
für   allemal,    d«    h.    für    jeden 
Punkt   der  Curve    ein.     In  den 
beiden  Fällen  1  b)  ist  also  das  System 
der   n    Secanten   a    ein   Steiner- 
sches  Secantensystem  und  jedes 
zugehörige  n-Eck  von  Punkten  p  ein 
Steiner'sches  Polygon  der   CK 
Für  den  Fall  eines  geraden  n  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Exi- 
stenz Stein  er 'scher  Secantensysteme  sowohl  auf  einer  Cj^,  als  auf  einer  C^^. 
2.  Man  verbinde  irgend  n  Punkte  2.  Man  verbinde  irgend  n  Punkte 

der  C/  zu   einem  einfachen  n-Eck     der  C^^  zu   einem   einfachen  n-Eck 


PiPs-*P«>  ^^^  durch  seinen  Seiten 
k»>»l»  l»>t»>sl»  -M  l»>nl>il  »Ebenen 
«1,  o,  ...  tffi  ui^d  schneide  mittels  der- 
selben die  C^  in  ebenso  vielen  Punkte- 
paaren,  so  bestinunen  ihre  n  Verbin- 
denden Oj,  (i^...an  ein  Steiner'sches 
System  der  C^K 


PiP%'"\^nt  nehme  dann  weiter  eine 
feste  Secante  Ä  auf  der  Curve  an 
und  construire  diejenigen  n  Secanten 
ai^a^,,,an  der  C^\  welche  die  Axe Ä 
und  je  eine  der  n  Seiten  |  Pi  p2 1>  I  )^2 l^s  l> 
•  •  • }  I  p«  )>i  I  des  fi-Ecks  zugleich  schnei- 
den. Dann  bestimmen  die  n  Secanten 
a  ein  Steiner'sches  System  der  C^\ 
Es  ist  von  Wichtigkeit  für  die  Darstellung,  wenn  irgend  zwei  Secanten 
tti,  €^  der  C^^  vorliegen,  für  diejenige  eine  Secante  der  Curve,  welche  bei- 
den zugleich  begegnet,  eine  feste  Bezeichnung  zu  haben.  Ich  will  diese 
Secante  durch  illaiO^lalaiO^I  und  die  ihr  als  Axe  zugehörige  Secanten- 
flSche  der  Curve  durch  JF*|a^a,|  bezeichnen. 

Sind  im  Falle  eines  ungeraden  n  sowohl  auf  einer  C^^  als  auf  einer 
Cj^  in  ganz  analoger  Weise  n  Secanten  a^,,,a„  construirt,  und  fasst  man 
dieselben  als  ein  System  von  2. n  Secanten  »i  ...oan  derart  auf,  dass  man 
Oi^n'^^h  (^<»)  Binunt,  so  liefert  die  Art  der  Construction  sofort  die 
beiden  Sätze: 


8.  Irgend  n^2m  +  l  Secan- 
ten einer  fiaumcurve  C^^  be- 
stimmen ein  Steiner'sches  Se- 
eantensystem  zweiterOrdnnng 
(a,...a.)««a 


d.  Irgend  n=2m  +  l  Strah- 
len einer  Secantenfläche  F^{Ä) 
der  C*|^  bestimmen  ein  Steiner- 
sches  Secantensystem  zweiter 
Ordnung  (ai...a„)*  =  0. 
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Dabei  ist  ganz  allgemein  unter  einem  Steiner^schen  Secantensjstem 
m^^  Ordnung  von  n  Secanten  ai...aR  das  System  von  m,n  Secanten 
ttt  •••  ^mn  ZU  verstehen,  in  welchem,  wenn  f  <M<.^<m.n«und  Q^r.modn 
ist,  a^  =  Or  ist. 


§  8.  Die  Steiner'Bohen  Seoantensysteme  auf  dor  BaTunourre 
vierter  Ordnimg  erster  Species. 

Das  Theorem  Ih)  des  vorigen  Paragraphen  fdr'  die  C^  erster  Species 
lautet  in  seiner  einfiachsten  Form: 

1.  Schneidet  man  die  €^  aus  den  vier  Seiten  St  eines  ihr  einbeschrie- 
benen einfachen  Vierecks  a^  a«  Og  04,  5<  =  |  a<  a<^.i  |  durch  irgend  vier 
Ebenen  Oi  noch  in  vier  Punktepaaren,  so  bestimmen  die  dui'ch  dieselben 
fixirten  vier  Secanten  tt  ein  Steiner'sches  System.  Die  Richtigkeit  dieses 
Satzes  erkennt  man  direct,  indem  man  die  Ebenen  0j  durch  ein  und  den- 
selben Curvenpunkt  0  annimmt.  Die  vier  resultirenden  Secanten  t't  bilden 
in  dem  Projectionskegel  der  C^  aus  0  und  folglich  auch  fOr  die  C^  ein 
St  einer 'sches  System,  und  jedes  diesem  zugehörige  Stein  er  *sche  Polygon 
4^i)^s)^sP4)^i  ^^  ^^^^  ^^^  System  Si  umschrieben. 

Es  bezeichnen  Cg  nnd  O4  die  vierten  Schnittpunkte  resp.  der  Ebenen 
[aiajO])]  und  [aia4a3]  mit  der  CK  Es  wird  dann  diese  von  der  Ebene 
aj  =  [51,03]  noch  in  Og,  von  («^^[«jOj]  noch  in  a,,  von  08  =  K^i]  ^^^^ 
in  P4,  von  ('4=[^404]  noch  in  a^  getroffen;  d.  h.  aber: 

2.  Die  vier  Seiten  8{  eines  der  C^  einbeschriebenen  einfeu^hen  Vierecks 
bestimmen  ein  St  eine  rasches  System ;  und  es  folgt: 

3.  Die  vier  Secanten  t^,  t^^  ^3,  t^  eines  St  ein  er 'sehen  Systems  wer- 
den allemal  wieder  von  den  vier  Secanten  5^,  $^,  $3,  8^  eines  zweiten  ge- 
schnitten. 

Als  interessanter  specieller  Fall  von  2.  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn 
das  Viereck  der  Punkte  a  ein  ebenes  ist,  es  auch  alle  ihm  zugehörigen 
Vierecke  der  Punkte  p  sind.  Denn  da  lOiOsI  und  10304!  auf  einer  Seoanten- 
flttche  F^  der  C^  zu  verschiedenen  Geradenschaaren  gehören,  so  gilt  das 
auch  von  |)>ipa|  nnd  |p3)>4|>  es  müssen  |diese  beiden  Geraden  sich  folglich 
schneiden. 

Die  Sätze  2.  und  3.  lassen  sich  unmittelbar  verallgemeinem.    Es  gilt: 

4.  Zu  jedem  der  C^  eingeschriebenen  einfachen  2m-Eck  existiren  un- 
endlich viele  andere,  deren  Ecken  auf  der  C^  liegen,  und  deren  2m  Seiten 
die  des  gegebenen  entsprechend  schneiden,    und: 

5.  Die  2m  Secanten  ^^ ...  ^2»,  eines  Steiner'schen  Systems  werden  alle- 
mal wieder  von  den  2m  Secanten  5^  ...S2m  eines  zweiten  geschnitten. 

Der  Satz  4.  liefert  ein  Kriterium  dafür,  ob  ein  gegebenes  System  von 
n  Secanten  a^  ...  On  ein  Steine  rasches  ist  oder  nicht. 
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Man  constrnire,  ausgehend  von  irgend  einem  Punkte  p^  der  C^  der 
Reihe  nach  in   den  Flachen  JP*(ai),  F^ia^),  ...,  l^*(a«),  die  n  Strahlen 

lplt>2l  =  *l»     I>>«)>3|  =  *2»    •••?     l)>n-lNl=«n-l,     |l}«p„  +  l  |  =  S«.        ScWieSSt 

sich  das  Polygon  8i8^,.,$„^  so  ist  das  System  a^,..an  ein  Steiner'sches» 
im  andern  FaUe  nicht. 


§  9.   Die  Steiner'sohen  Seoantensysteme  auf  der  Banmonrve 
vierter  Ordnung  zweiter  Speoies. 

Die  Durchführung  der  den  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  ana- 
logen für  die  C^  zweiter  Species  erfordert  die  Ableitung  einiger  fundamen- 
taler Sfttze  ans  der  Theorie  dieser  Curve. 

1.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  o  des  Baumes  gehen  im 
Allgemeinen  und  höchstens  drei  Doppelkanten  der  C^\ 

Beweis.  Die  einzige  durch  die  C^^  mögliche  Fläche  zweiter  Ordnung 
F^  schneidet  eine  Secantenflftche  F^{s)  der  Curve  in  der  C^^  selbst  und  in 
zwei  Geraden  g  aus  einer  ihrer  beiden  Schaaren,  nttmlich  dei^jenigen  beiden 
dreipunktig  Schneidenden  der  C^^  welche  durch  die  Schnittpunkte  letzterer 
und  der  Secante  8  gehen.  Der  Projectionskegel  vierter  Ordnung  JSTo^  der 
C^^  aus  dem  Punkte  o  schneidet  die  F*  in  der  C^^  selbst  und  einer  andern 
C\^  gleicher  Species,  und  es  besitzt  diese  in  Bezug  auf  die  C^^  die  drei- 
und  einpunktig  schneidenden  Geraden  der  F^  selbst  zu  ein-  und  dreipunktig 
schneidenden.  Die  C\^  schneidet  den  Durchschnitt  sechster  Ordnung  der 
Flftchen  F*  und  F^{s)  in  zwölf  Punkten ,  nSmlich  die  beiden  Strahlen  g  in 
zwei ,  die  C^*  in  zehn  Punkten.  Vier  dieser  letzteren  sind  die  vier  Schnitt- 
punkte der  C^^  mit  der  Polarebene  von  o  beziehlich  der  F^^  und  die  sechs 
übrigen  vertheilen  sich  in  drei  Paaren  auf  den  drei  Doppelkanten  der  C^^ 
dnrch  den  Punkt  o. 

2.  In  einer  Secantenflttche  F^{X)  der  C^^  mit  der  Axe  X 
schneiden  sich  die  Ebenen  der  aus  den  Punkten  von  X  aus- 
gehenden Paare  von  Doppelkanten  yjs  in  einer  zweiten  festen 
Axe  X„  der  Fläche  F^(X)^  der  sogenannten  Nebenaxe  dieser 
Fläche,  und  es  bestimmen  die  Strahlenpaare  yi0i  auf  derselben 
mittels  ihrer  Schnittpunkte  \^iii  eine  Involution. 

Beweis.  Zunächst  ist  klar^  dass  keine  zwei  Strahlen  y^yk  oder  yiffk 
sich  schneiden.  Es  würden  sonst  in  einer  Ebene  [Xytyjt]  oder  [XytBk] 
sechs  Schnittpunkte  der  C^^  liegen.  Demnach  hat  die  Schnittlinie  zweier 
Ebenen  [yt^i]  und  [ykffk]  vier  Punkte  mitder  J^(X)  gemein,  sie  Mit  also 
ganz  in  diese  Fläche.  Da  aber  die  drei  Geraden  yt^  Bt^  Xn  den  gesammten 
Durchschnitt  dritter  Ordnung  der  F^{X)  und  der  Ebene  [ytiSi]  bilden,  die 
Schnittpunkte  der  Strahlen  yk0k  mit  [yi0i]  nicht  auf  y^  und  0i  liegen  kön- 
nen, 80  folgt  der  erate  Theil  des  Satze»  ^^  , 
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Durch  einen  Punkt  ^i  von  Xn  geht  allemal  ein  und  nur  ein  Leitstrahl 
von  F^{X)y  nttmlich  die  Verbindende  der  beiden  durch  ^/  bestimmten 
Schnittpunkte  der  C^^  mit  der  Ebene  [X^/],  die  Secante  yi.  Die  dritte 
Secante  0i  durch  den  Schnittpunkt  (X^i)  tri£Fi;  X„  im  Punkte  31.  Da  nun 
\)i  und  ii  in  dieser  Construction  ofifenbar  vertauschbar  sind,  so  bilden  die 
Paare  ^^j^  eine  Involution. 

Für  die  Doppelpunkte  ^)  dieser  Involution  coincidiren  die  Secanten- 
paare  yz^  und  je  nachdem  ^)  reell  oder  imaginär  sind,  hat  man  aus  Xn  zwei 
reelle  oder  zwei  imaginäre  doppelt  bertthrende  Ebenen  an  die  C^K 

3.  Sind  die  n  Secanten  X^^X^^^^Xn  der  C^"^  Axen  eines  Stei- 
ner'schen  Systems,  so  sind  es  auch  ihre  n  Nebenaxen  Z«i,  X«2, 
...,  Xnny  sowie  jede  Combination  aus  n  dieser  2n  Strahlen,  in  welcher 
keine  zwei  Indices  gleich  sind  und  deren  Anzahl  demnach  2"  beträgt.  Allen 
diesen  Systemen  gehört  aber  auf  der  C^^  ein  und  dasselbe  System  Steiner- 
scher Polygone  zu. 

4.  Die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung  ftür  ein  Steiner- 
sches  System  von  drei  Secanten  X^X^X^  ist,  dass  dieselben  die  drei 
Diagonalen  eines  der  C^^  einbeschriebenen  Tetraeders  ):tXsT8X4  sind. 

Beweis.  Es  sei  ^2X3X1  ein  der  C^^  einbeschriebenes,  dem  Tripel  X^X^X^ 
umbeschriebenes  Dreieck.  Dann  schneiden  die  beiden  Ebenen  [Z^r«]  und 
[Z3  x^]  die  Curve  zu  vierten  Malen  in  zwei  Punkten  q  und  r.  Diese  liegen 
nach  Voraussetzung  mit  X^  und  Xi  iu  einer  Ebene,  d.  h.  sie  fallen  beide  in 
den  vierten  Schnittpunkt  der  C^^  mit  der  Ebene  [X|  Xi].  Die  drei  Strahlen 
X|,  Zg,  Z^  sind  also  die  Diagonalen  des  Tetraeders  X1X8X8X4. 

Haben  umgekehrt  drei  Secanten  X^,  X^j  X^  solche  Lage,  so  sind  die 
vier  Seitendreiecke  des  Tetraeders  vier  ihnen  um-  und  der  C/  eingeschrie- 
bene Steiner^  sehe  Dreiecke. 

5.  Die  noth  wendige  und  hinreichende  Bedingung  fOr  ein  Steiner- 
sches  System  von  vier  Secanten  aj,  a^n  03,  04,  ein  sogenanntes 
Stein  er 'sches  Quadrupel,  besteht  darin,  dass  die  a  Leitstrahlen  einer 
Secantenfläche  F^{Ä)  sind  und  ihnen  ein  einfaches  Viereck  der  C^^  um- 
schrieben ist. 

Beweis.  Es  schneide  die  Axe  {a^a^l  der  Fläche  f  la^Ojl  die  Curve 
in  den  beiden  Punkten  q^  und  qg,  die  Ebenen  [^qj  und  [03  q,]  trefifen  die 
C^^  zu  vierten  Malen  in  den  Punkten  q,  und  q^.  Dann  müssen  im  Fall 
eines  St  einer 'sehen  Quadrupels  die  vierten  Durchschnitte  der  C^^  mit  den 
Ebenen  [a4q3}  und  [a^qj  resp.  in  die  Punkte  q,  und  q,  fallen,  die  einzig 
mögliche  Axe  \a^a^\  der  Fläche  F^{a^a^)  muss  also  mit  der  Axe  lajOil 
identisch  sein. 

Ist  aber  auch  noch  die  zweite  Bedingung  erfdllt,  so  haben  wir  drei 
Vierecke  der  C,^; 

<li<l«<li<l«i  <l8<li%i<li»  l^il^aPal^i» 
welche  dem  System  a^a^a^a^  umschrieben  sind. 
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6.  Anf  die  beiden  Stammsjsteme^'das  Secantentripel  und  das  Se- 
eantenqnadmpel ,  iSsst  sich  jedes  Steiner'sche  Secantensjstem  einer 
C,^  znrOckfÜhren  nnd  ans  der  Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit  der  Bedaction 
fttr  irgend  ein  System  von  n  Secanten  der  Carve  schliesst  man  auf  seinen 
Charakter. 

Zunächst  bestimmt  man  in  dem  System  s^  ...Sn  die  Azen  u  und  v  der 
Flftchen  F^\8nSn^\\  und  F^\8n-2fim-^\  und  die  Axe  io  der  Fläche  JP^|tt9|, 
und  bestimmt  man  in  den  Flächen  F^{u)  und  jP'(t')  diejenigen  beiden  Se- 
canten tn-2  und  ^ii->Si  welche  den  beiden  Relationen  genügen: 

{3n8n-lWtn-2)  =  0     UUd     («?5,«.25„-.8<fi~8)  =  Ö, 

80  ist  das  System  tnt^2tH—$,Sn-A  ...^i  ebenfalls  ein  Steiner'sches.  In 
demselben  ersetzen  wir  auf  ganz  analoge  Weise  die  Folge  der  yier  Strahlen 
^i..2^ji-.3^ii-4^it-6   durch  die  Folge  der  beiden  Strahlen  fM-4^ii-6*-* 

Wir  gelangen  schliesslich  zu  einem  Steiner'schen  System  a)  von  drei 
Secanten  t^t^s^,  wenn  n  ungerade  ist,  (^  von  vier  Secanten  t^t^s^Siy  wenn 
n  gerade  ist.  Im  ersten  Falle  sind  die  drei  Strahlen  ^9^5^  Strahlen  eines 
Stein  er 'sehen  Tripels,  im  zweiten  Falle  sind  die  vier  Strahlen  ^4^9  ^9^1 
Strahlen  eines  Steiner 'sehen  Quadrupels,  umgekehrt,  wenn  eine  von  den 
beiden  Beziehungen  eintritt,  ist  das  System  der  $  ein  Steiner'sches. 

§10. 
Ein  wichtiger  specieller  Fall  eines  St  einer 'sehen  Systems  von  vier 
Secanten  sowohl  auf  der  C/,  als  auf  der  C^^  ist  der  folgende: 

1.  Es  seien  auf  einer  C^  zwei  Secanten  8^  und  8  gegeben.  Dreht  man 
um  die  eine  8^  eine  Ebene  und  legt  nach  deren  yeränderlichen  Schnittpunk- 
ten mit  der  C^  aus  der  andern  s  zwei  Ebenen,  verbindet  endlich  die  vier- 
ten Schnittpunkte  letzterer  mit  der  C*  durch  eine  Gerade,  so  schneiden  alle 
diese  Geraden  ein  und  dieselbe  feste  Secante  8^  der  C^.  Im  Falle  einer  C^^ 
sind  die  drei  Secanten  8^ ,  s,  8^  Strahlen  ein  und  derselben  Secantenfläche  F^, 

Indem  man  diesen  Satz  der  Reihe  nach  auf  die  einzelnen  Axen  eines 
Stein  er 'sehen  Systems  8^.,.8n  anwendet,  gelangt  man  zu  dem  andern: 

2.  Ist  auf  einer  C^  ein  Steiner'sches  System  5,  ...8n  gegeben,  und 
wird  auf  ihr  eine  Secante  8  beliebig  angenommen,  so  projicirt  man  aus 
8  die  Steiner.'schen  Polygone  |>i  )>2  •  •  •  N  <lo8  ersten  Systems 
9j...«n  auf  die  C^  als  Steiner'sche  Polygone  qi...qn  eines  zwei- 
ten Systems  t^  ...tn* 

Für  den  Fall  einer  C\^  ergiebt  sich  hieraus  und  im  Verein  mit  der 
Bemerkung,  dass  die  n  Seiten  eines  Polygons  )>i...1)m,  resp.  die  aus  n 
solchen  Polygonen  so  ausgewählten  n  Seiten,  dass  keine  zwei  denselben 
Basisstrahl  8  schneiden,  Axen  eines  Stein  er 'sehen  Secantensystems  der  C^^ 
sind,  der  folgende  Satz: 

3.  Sind  die  n  Secanten  «i^'Kb,!«  8^  =  \ci^i^\j  ...,  Sm^^lanlm]  der 
Cj^  Axen  eines  Steiner'schen  Systems  und  projicirt  man  dieselben 
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ans  einer  beliebigen  (n  +  l)*^''  Seoante  8  der  Cnrve  anf  diese 
in  die  n  Secanten  |a^b^|=/<  (i=l...f>),  fo  sind  diese  ebenfalls  die 
Axen  eines  Steiner'schen  Systems. 

§  11. 

Die  Steiner'scben  Secantensjsteme  der  C^  beider  .Species  scheiden 
sieh  znfolge  des  wichtigen  Satzes  {SiS^s^y^^O  in  redaoible  und  irredncible 
Systeme.  Die  absolute  Analogie  zwischen  den  hierauf  bezflglichen  Fragen 
und  den  entsprechenden  bei  den  Curven  dritter  Ordnung  in  den  §§  4  und  5 
gestattet  die  unmittelbare  üebertragung  der  dort  gefundenen  Resultate. 
Jedoch  ist  zu  bemerken,  dass,  während  sie  bei  den  Baumcurven  erster 
Species  ganz  allgemein  gelten,  sie  im  Falle  einer  C,^  nur  auf  die  Secanten- 
systeme  in  einer  Secantenfläche  F^(8)  übertragbar  sind. 


(SohloM  folgt.) 
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V. 

Zerlegung  einer  Form  mter  Ordnung  und  nten  Orades 
in  ihre  linearen  Faotoren. 

Von 

Leopold  Sohendel. 


Denkt  man  sich  die  Grössen  a^  und  <i^  mit  dem  Quotienten 

gj  ■  >  gm  !  ^1 « >  gw 
a^ . .  am  I  ^1 .  •  ^ 
verbunden,  so  ist  unter  der  Voraussetzung 

die  Grösse 

i>=j»6,.e, +  ..+!>  6«. «« 
in  der  Form  _  _ 

darstellbar  und  darnach  die  Form  «nter  Ordnung  und  nten  Grades 

Aus  der  Gleichung 

a"a|       a"a|       o,       l^i^ 
«^  (-^)  U/«  «i        ««  ^  «1  «» 

_ii   jf-2 

ergiebt  sich  für  X  =  x  —  1  nach  Multiplication  mit  (a"  a^  )        für  die  Coeffi- 
eienten  dieser  Dai'stellung  die  Gleichung 


«  ir  — 1       n— « n        ,      «  »— 2       n— «+1 


«-1 


.(a"aj  )  a"ai  o, 

Ihr  zufolge  ist  die  Grösse 

,      n  *-l       n— « n 

(a'Oi  )       a*ai       o, 
eine  ganze  rationale  Function  der  x  Formen 

__ii  a-2     _..fi-a+i      __«-*_. izJ 

(a"a,)       a"a,  a"aj        a^l«!«/      »     A  =  l,  ..,  «, 
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und  zwar  stellt  sie  sich  als  ein  Aggregat  von  Gliedern  dar,  die  man,  ab- 
gesehen von  den  Coefficienten ,  dadurch  erhftlt,' dass  man  die  %  Formen 
bezw.  mit  den  Potenzexponenten  r^,  . .,  r^  versieht,  sie  zu  einem  Prodacte 
vereinigt  und  den  Grössen  r^,  ••>  ^x  ^^  diejenigen  Werthe»  den  Werth 
Null  mit  eingeschlossen,  beilegt,  durch  welche  der  Gleichung 

genügt  wird. 

Die  Form 

.     —«2-«     —«-a+i      _n-Ä_        _irü 

in  der  die  Grösse  a^CL^  ein  combinatorisches  Product  ist  und  daher  selbst 
an  Stelle  der  Factoren  mit  dem  eingangs  gegebenen  Quotienten  vereint 
gedacht  werden  kann,  kann  unter  Beibehaltung  dieser  Eigenschaft,  da  sie 

bei  Yertauschung    von  a^a^  und   a^a^        a^  bei  ungeradem  iL   un- 

verändert ihren  Werth  beibehält  und  bei  geradem  X  das  entgegengesetzte 
Zeichen  annimmt,  bei  ungeradem  i  in  der  Form 

und  bei  geradem  X  in  der  Form 

.      — n.A-2  !-.2n-2X 

dargestellt  werden. 
Die  Grösse 

ist  daher  eine  ganze  rationale  Function  der  x  ersten  der  n  Formen 

_ii.O  i__2n— 4  _»   1  i_-2«— 5_ 

n  2  _  ^j1 ^2«— 8  n  9  __  ^* ^2n--9_ 

(a"«i  )(«")*  ai«2    «1        1     («"«1  )  (ö")'«!«!   «1         «2,  .. 
Setzt  man  die  erste  dem  Werthe  A  =  1  entsprechende  Form 

ä^a^       «8  =  0, 
80  ist  infolge  der  Gleichung  0^02=^0 

^n— I 

aj  =  a"  a, 
oder  demzufolge 


_«-i 

_  Cg^ 


In  diesem  Falle  nimmt  daher  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung 


die  Grösse 
die  Form 


Digitized  by 


Google 


Von   L.  SCHEKDBL.  86 


(—  1)*  (a»  ai  j     a'^Oy^       (a"  a,       a,  a^} 
an  und  ist  eine  ganze  rationale  Function  der  x  —  1  ersten  der  n  —  1  Formen 

.      ^"x®  i— -2a-4  — "\®  - -  Sn  —  ö 

_«  2  i__2»-8  _»  2  1 _3fi  — 10 

(a» a,  )  (a«)» a, o,    a^        ,      (a" a^  )  a"  (a")« a^a^  a^a^a^  ,  . . 

Sie  hat  ftir  X  =  0  den  Werth  Eins  nnd  für  x  s=  1  den  Werth  Null  und  stellt 
für  die  folgenden  Werthe  von  x  die  Formen 

_    _l_2ii  — 4 

2a"(a")*a,a2  a^cL^a^ 

((a"/ .  (a*)«  ai  Og  -  15  (a*)«  a^  a,  .  (a")» .  (a»)»  a,  o,  +45  ((a")»  a,  o,  ) 

* 2^   _6«-t2 

+  40  a»(a")*aiag    aiO^^a, 

_6^_  __2  _4 

2((a")*.a»(a")«aia,  oja,- 9(a»)»aia8~.(a")«.a"(a")«ai<^"*a,a8 

2 _±  l2 

+  5a"(a»)«a,a,"a,a,,{a'•)^(a'•)»alai    +3((a")«aia8   ) 

i _7ii-14 

dar.     Und   für   die  Form    a^p"  gilt  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
flsl>=0,  ..,  a«p  =  0  oder  __  _ 

die  Gleichung 

{a^a^  )       a"p" 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Grösse 

(a"ai  )     ij^a^       («"«i        ^i^) 
sich  multiplicatiy  aus  den  drei  Grössen  a",  a^a^^  a^  zusammensetzt  und  bei 
dieser  Zusammensetzung    die  ersteren  zwei  Grössen   xmal   und   die   dritte 
Grösse  (n  — 2) xmal  als  Factoren  betheiligt  sind,  so  folgt  aus  der  Form 
dieser  Gleichung,  dass  die  n  linearen  Formen,  deren  Product  die  Grösse 


fo"a. 
ist,  die  Form 


[a^a^       a"p" 


-«-1  . 

haben,  in  der  die  Grösse  tr«  eine  nwerthige  Grösse  ist,  bei  deren  Zusam- 
mersetzung  nur  die  Chrössen  ^^  . 
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und  zwar  die  ersteren  zwei  Imal  und  die  dritte  (n  — 2)mal  als  Factoren 
betheiligt  sind,  und  deren  n  Werthe  iTn j  ,  • .,  ^n,m  ^^  Eigenschaft  besitzen, 
dass  die  Summe  ihrer  Combinationen  zu  je  %  für  »  =  0,  ..,  n  den  Werth 

^){a-a^)    a'a,       (a'a,       a,a,) 
hat,  und  somit  die  Wurzeln  der  Gleichung  nten  Grades 

sind. 

Lösen  wir  von  der  Form  der  Grösse  Wn  die  Grössen  a",  a^a^,  Oj  ab 
und  bezeichnen  sozusagen  das  (Gerippe  derselben  durch  <»«,,  so  stellen  sich 
bei  Berücksichtigung  der  Gleichung 

die  n  linearen  Formen  in  der  Form  ^_^ 

dar.  (1+»-)«-^      P 

Die  Verschwindungsgrössen  der  linearen  Form  ap  haben  die  Form 

und  sind  durch  die  Gleichungen 

bestimmt.  "^^^^   *»''^^'   •"   ""^^^ 

Die  Verschwindungsgrössen  der  Form  a^p*  stellen  sich  daher  in  der 
Form  .-» - 1 _ 

p  =  (l  +  a)«)a"ai      «lög 
dar.     Sie  sind  zugleich  Verschwindungsgrössen  der  fii~2  beliebigen  linearen 
Formen  a^p^  ..,  a«,p. 

Einfach  gestaltet  eich  die  Bestimmung  der  Grösse  tr»,  die  ftlr  ns=  1 
offenbar  den  Werth  Null  hat,  ftlr  nB=2,  3,  4. 

1.  Die  Grösse  _^.^  ^»-,_,      . 

welche  die  Summe  der  Combinationen  ihrer  n  Werthe  zu  je  x  für  x  =  0,  . .,  n 
darstellt,  nimmt  für  t)  =  2  die  Werthe  2 

1,  0.  (a»)»ä,^" 
an,  und  es  ist  daher  die  zur  quadratischen  Form  gehörige  Grösse 

ihre  beiden  Werthe  erhält  man  dadurch,  dass  man  der  Quadratwurzel  die 
Factoren  + 1  und  ^  1  beifügt. 

2.  Fttr  n  =  3  hat  jene  Grösse  die  Werthe 

^  «?  _2  _  _? s 

1,  0,  3(a*)*a,  Og    a^ ,    2a'(a')*aia,   a^o,  Oj . 
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Ans  der  Oleichnng 

2  *_  .2  2  _2  1_2  1 « 

erg^ebt  sich,  wenn  man  die  Gleichungen 

1_2  _s ^2  1_2  2  2 

und 

_8  _^1^„  »^2 ^8 

o^aj  .(a®)*a^a2   Oj  a,  =  a'*  (o^)*  a,  a,   ^lOs^i 
berflcksichtigty  die  Relation 

.  2 s  I  _  ---V 

+  ({a')'«iO'a,^".(a»a,V«0. 

Giebt  man  ihr  die  Form 

1  _2  8 

i_ 8    8  ._*2 1  _8    2 

so    bilden   die   rechts   stehenden  Glieder  eine  quadratische  Form  mit  den 

Coefficienten 

J  2 1 

I5O,  ((a»)«aia,  )  a^ä^  , 

für  welche 


'2  =  r    -((ö*)*«!^    )   »lös 


oder 

ist,  und  es  gilt  daher  die  Gleichung 

-(g^fl^j  «8    ö| 

-1/      rrmrjT       ^8  ,y      mi  _  .3         .8 

in  der  offenbar,  wenn  c  eine  complexe  dritte  Wurzel  der  positiven  Einheit 
ist,  den  Cubikwurzeln  die  Faotoren  1,  1;  c,  a^\  <f\  a  beigeftlgt  werden 
können.     Nun  haben  die  Grössen 

infolge  der  Gleichungen 

o»==l,     l  +  ö  +  ö»  =  0 

dio  Eigenschaft,  dass  die  Summen  ihrer  Combinationen  zu  je  0,  . .,  3  die 
Werthe 

1,  0,  -3f?iV„  V+V 

haben.  Werden  durch  v^  und  t;}  jene  Cubikwurzeln  bezeichnet,  so  stimmen 
diese  Werthe  mit  den  eingangs  gegebenen  Werthen  überein,  und  es  ist 
folglich  die  zur  cubischen  Form  gehörige  Grösse 
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^/  «  -l »  Ts 

wenn   ihre  drei  Werthe  iladurch  bestimmt  werden,  dass  man  den  Cubik> 

wurzeln  die  Factoren 

1,  1;    ö,  <J*;    a«,  a 
beiftlgi 

3.   Für  ns=4  hat  die  in  Betracht  kommende  Grösse  die  Werthe 

__?_4  .  _2 ^ 

1,  0,  6(a*)*aia8    a^ ,    8a*(a*)*aia,  aia,a, , 

Fttr  die  Grösse 

_  .1 6  _4  _-.2_8_ 

gilt,  da  offenbar 
femer 

_4 8  2_8__ 

und  den  Gleichungen 

?_4  _4         _2_2  2      4  _2_2        *_4  8)2 

zufolge  _4        _    .,  ^^31      ^^_^ 

ist,  die  Gleichung  2 

12((a*)«^^-a,a';/ 

2       ,    .  _4  .3  _  3        _4  _4         _4 

und  für  die  Grösse  » 

2_4  _4  _2_2 

hat  man,  da  nach  der  Gleichung 

i-_2_2  _2      _2 l 

3(aVöifl2  «1  0»  =(ö*«i  «*Ö2  +2(a*aiag)0aia8" 
einerseits  » 

*_2_2  __4       _4  -2_2  2 

6 {a^^a^a^  a^a^^af^  o,  a^a^  —  3  (a*a,  o, ) 
und  andererseits 

i  -.4        __4  «2_2  2 

^^  u         («*)*«i«2   =a*Oia%+3(a*a^a8), 

und  demnach 

ist,  die  Gleichung 

Ijk         «.2_2  2  1  2_4 


-f       ,     _4       2_2  ..2_2 
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Da  nun  das  combinatorische  Product 

, 1.  -4       3  8  _4       2     r  _2_2        _4_4  ^4 

ist,  so  bat  also  die  Grösse 

1 2  iia^yä,  a]  'a'^y^  12  {a^y  a,  ^''ä' .  (a*  a^V,  Y 
-  -i  _  «1_4 

den  Wertb 

2  4 4 

oder 

1_4  i  ___i 1       _4 

md  es  ist  somit 

12 ((a*)« 7,^"^'^)'+  12(a*)«;ä;ä,~5;\  {a^~^^'^) 

1 1_4  __1      , 1      __4 

-3(a*)«a,aj  .(a*)*aiaa    ai+(ö*)»aiaj  a^la^o,  .a*a,  =0. 

Demnaöb  gilt  die  Relation 

.  i ^«.2  ^-1_4^5 

1,       __4  2 l_A  l       , 1,      _4.8 

Giebt  man  ibr  die  Form 

.  ?. 6.2 

2 4  _4  5 

so  bilden  die  recbts  stehenden  Glieder  eine  cubiscbe  Form  mit  den  Coeffi- 
cienten  ^  2  4 

für  welcbe 

l/  Z     *      I     ^       y  2 4"^  4^ 

tV  2 4        y  _     2 4  2  _  7?! 

+  ^  -i(ö')»flia,V|a,a,'-^(i(aVa,a;>|aia,  )-(i(aya,a,) 

ist,  und  es  gilt  daher  die  Gleichnng 

- «? e  ^/      imzi  r4 

«^(ö*)*«!«!    aiÖ8Öl=/^    — (öV«l«2     «i+i«^,!.«*«!- 

in  der  den  Quadratwurzeln,  deren  Zeichen  offenbar  das  der  Form 


_  «! ^6 
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ist,  die  Pactoren  +1,  +1,  +1;  +1,  -1,  -1;  -1,  +1,  -1;  —1,  -1, 
+  1  beigefOgt  werden  können.     Nun  haben  die  GrOssen 

+  t'i  +  t'8  +  t's»    +^i'-^t  —  ^3f    — <'i  +  «'s  — «'s»    — «'i  — t's  +  ^'s 
die  Eigenschaft,  dass  die  Summen  ihrer  Combinationen  zu  je  0,  ..,  4  die 
Werthe  ,^   q^    ^2(V+V  +  V)>    ^v.v.v,,^ 

W + V + V)'  -  4K*  V + t'i*  V + W) 

haben.  Werden  durch  t;^,  t;,,  v^  jene  Quadratwurzeln  bezeichnet,  so  stim- 
men diese  Werthe  mit  den  eingangs  gegebenen  Werthen  überein,  und  es 
ist  folglich  die  zur  biquadratischen  Form  gehörige  Grösse 

,y         _  _?  ^4  ü 

wenn  ihre  vier  Werthe  dadurch  bestimmt  werden,  dass  man  den  Quadrat- 
wurzeln, denen  das  Zeichen  der  Form 

_  _2 fk 

zukommt,  die  Factoren  ^^      i^   i 

+  1,  +1,  +1;    +1,  -1,  -1;    -1,  +1,  -1;    -1,  -1,  +1 
beifügt. 

Die  vier  Werthe  der  Grösse  w^  werden  hiemach  aus  einer  Quadrat- 
wurzel und  der  Summe  und  der  Differenz  der  beiden  anderen  Quadiutwur- 
zeln  durch  Beifügung  der  Factoren  +1,  +1;  +1,  —1  und  bezw.  —1,  +1; 
—  1,-1  erhalten.    Auf  Grund  der  Formel 

und  infolge  des  ümstandes,  dass  das  Product  der  drei  Quadratwurzeln  und 

die  Summe  ihrer  Quadrate  durch  die  Formen 

..? 6  --  ?  «4 

dargestellt  werden,  ist  daher  auch  unabhängig  von  dem  Zeichen  der  Form 


a^{ä^)*aia^  a^a^a^   die  Grösse 


f 


2 (a*)« OiO,  a,  - i», .a^a^+ ^    '^    ' 


yz—^-'     -' 


wenn  die  Zeichen  der  Quadratwurzeln  durch  Beifügung  der  Factoren 
+  1,  +1,  +1;    +1,  «1,  +1;    ^1,  +1,  -.1;    -1,  -1,  -1 

bestimmt  werden. 

Berlin,  den  6.  Januar  1886. 
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VL 
Zur  Theorie  der  Wärmeleitung  in  festen  Körpern.'*' 

Von 

Dr.  Axel  Harnaok, 

Profeuor  am  Polyteohnikum  in  DrMdenC 


Die  Arbeiten,  welche  Pourier  in  den  Jahren  1807 — 1822  über  die 
Wftrme  veröffentlichte,  waren  in  doppelter  Beziehung  grundlegend.  Denn 
erstlich  gelang  es  ihm,  ftlr  die  früheren  Untersuchungen  von  Lambert 
and  Biot  über  Wftrmevertheilung  den  umfassenden  mathematischen  Aus- 
druck in  Form  einer  partiellen  Differentialgleichung  aufzustellen,  sodann 
▼ermochte  er  zum  erstenmal  allgemeine  Methoden  zur  Integration  solcher 
Gleichungen  anzugeben,  Methoden,  welche  schon  einige  Jahrzehnte  vorher 
bei  dem  Problem  der  schwingenden  Saiten  von  Euler  und  Daniel  Ber- 
noulli  eifrig  erstrebt,  aber  nicht  vollständig  erkannt  waren.  Die  Orund- 
gleichungen,  von  denen  Fourier  und  zum  Theil  auch  schon  Biot  aus- 
gingen, bestehen  noch  gegenwärtig  in  voUer  Oeltung,  wiewohl  ihnen  die 
nunmehr  aufgegebene  Anschauung  der  Wftrme  als  eines  imponderabelen 
Fluidums  zu  Grunde  lag.  In  der  That  basirt  die  Herleitung  der  Differen- 
tialgleichung auch  nur  auf  den  physikalisch  erwiesenen  Thatsachen  der  spe- 
cifischen  Wftrme  eines  Körpers  und  eines  der  Temperaturdifferenz  proportio- 
nalen Wftrmeaustausches  zwischen  zwei  Körpern  von  ungleicher  Temperatur. 
Die  allgemeinen  Methoden  aber,  welche  Fourier  zur  Integration  angab, 
mussten,  wenn  sie  auch  im  Wesentlichen  das  Bichtige  trafen,  doch  sehr 
bald  berechtigten  Einwendungen  begegnen,  in  dem  Maasse,  als  man  erkannte, 
dass  er  den  Begriff  der  willkürlichen  Function  zu  eng  gefasst  und  dement- 
sprechend die  Voraussetzungen  für  die  Giltigkeit  seines  Verfahrens  nicht 
genugsam  prftcisirt  hatte.  Poisson*s  grosses  Werk  über  die  Wftrmetheorie 
(1835)  vervollkommnete  zwar  auch  in  diesen  Punkten  vielfEUsh  die  mathe- 
matische Darstellung,  eine  vollstftndige  Erledigung  war  aber  auch  hier  noch 
nicht  gegeben.  Dieser  Mangel  wurde  um  so  fühlbarer,  als  die  Probleme 
der  Potentialtheorie,  Elektrostatik  und  Hydrodynamik  auf  ganz  gleichartige 
Differentialgleichungen  führten,  und  den  exacten  Beweisen  der  Integration 

*  Znerst  mit  Ausnahme  des  letzten  Paragraphen  und  bis  auf  einige  Aende- 
rangen  und  Zusätze  erschienen  in  der  „  Festschrift  der  naturw.  Gesellschaft  Isis  sn 
Dresdens    (Mai  1885.) 
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wandten  sich  dämm  die  Arbeiten  von  Ganss,  Dirichlet  nnd  Riemann 
za.  Trotzdem  sind  diese  Bemühungen  noch  gegenwSrtig,  zumal  in  der 
Potentialtheorie»  nicht  abgeschlossen.  Einen  weiteren  kleinen  Beitrag  hierzu 
soll  diese  Arbeit  liefern,  in  welcher  ich  im  Anschluss  an  Biem an n*s  Vor- 
lesungen über  partielle  Differentialgleichungen  (herausgegeben  von  Hatten- 
dorff,  2.  Aufl.)  die  einfachsten  Probleme  der  Wärmebewegung  behandle. 

Wer  den  vierten  Abschnitt  jener  Schrift  studirt,  kann  nicht  in  Zweifel 
darüber  sein,  dass  die  Beweise,  zumal  in  den  §§  52  und  59,  nicht  nur  keine 
directe  und  allgemeine  Methode  zur  Bildung  der  gesuchten  Integralfunction 
liefern,  sondern  auch,  berechtigte  Bedenken  über  die  Giltigkeit  und  Ein- 
deutigkeit der  gefandenen  Lösungen  bestehen  lassen,  und  sich  nur  unter 
genaueren  Angaben  der  Voraussetzungen  als  richtig  erweisen. 

Der  wesentliche  Inhalt  meiner  Untersuchung  besteht  in  der  Methode, 
durch  welche  die  Integralfunction  aus  der  Differentialgleichung  und  d^ 
Grenzbedingungen  direct  gebildet  wird ,  und  in  der  Durchführung  der  Con- 
vergenzbeweise. 

§1. 
Der  von  iwei  parallelon  Ebenen  begrenste  KOrper. 

Es  sei  ein  Körper  gegeben,  der  nur  von  zwei  parallelen  Ebenen  x^=^0 
und  xtsl  begrenzt  ist.  Die  Temperatur  u  desselben  soll  in  den  zu  den 
Begrenzungsebenen  parallelen  Querschnitten  constant,  also  bei  jedem  Werthe 
der  Zeit  i  eine  Function  von  x  allein  sein. 

Wenn  nun  der  Temperaturzustand  u^f{x)  zur  Anfangszeit  ^  =  0, 
sowie  die  Temperaturen  u=^q>(t)  und  u  =  if{t)  in  den  beiden  begrenzenden 
Ebenen  «  =  0  und  x^l  gegeben  sind,  so  soll  gezeigt  werden,  dass  der 
Wftrmeiustand  im  Innern  des  Körpers  vollkommen  bestimmt  ist  und  als 
Function  von  t  und  x  dargestellt  werden  kann,  wenn  noch  folgende  For- 
derungen gestellt  werden.  Die  Function  u  soll  im  Lmem  des  Körpers  eine 
stetige  Function  der  beiden  Variabelen  x  und  i  sein,  welche  für  x  =  0  und 
«  B  )  gleichmSssig  stetig  in  die  Werthe  9  (f)  und  ip{t)  und  für  ^  ~  0  gleich- 
mSssig  stetig  in  den  Werth  f{x)  übergeht.    Femer  soll  die  partielle  Ab- 

Bu 
leitung  T-  im  Innern  des  Körpers  stetig  sein,  und  für  x  =  0  und  x^l 
ex 

soll  ^  entweder  endlich  bleiben  oder,  was  sich  im  Folgenden  als  ausreich- 
end neigen  wird,  es  soll  j-^tuyibdr  bei  jedem  endlichen  Werthe  von  h 
gleichm&$dig,  unabhängig  von  f,  für  «  =  0  und  x  =  l  verschwinden.  Die 
Ableitung  -r:^  soll  im  Innern  des  Körpers  endlich  und  int^grirbar  sein  in 

du 
Beiug  ikttf  die  beiden  Variabelen  jr  und  f ;  ihre  Integralfunetion  nach  x  ist  ^-  • 

dx 
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Zar  Veremfachung  der  Untersuchung  nehme  ich  dabei  an,  dass  die 
Grenzfunctionen  f(x)t  q>(t)y  y\){t)  durchaus  endlich  und  stetig  sind.  Die 
blosse  Voraussetzung  ihrer  Integrirbarkeit  würde  allerdings  für  das  Folgende 
auch  genügen,  doch  gestaltet  sich  die  Discussion  dann  nicht  so  einfach;  es 
erfordert  dann  auch  die  Annahme,  dass  die  Functionen  unendlich  werden 
kOnnen,  eine  besondere  Berücksichtigung. 

Zur  Abkürzung  der  Formeln  dient  es,  die  Längeneinheit  so  zu  wählen, 
dass  die  Dicke  l  des  Körpers  gleich  n  wird.  Nach  der  Fouri  er 'sehen 
Fundamentalgleichung  handelt  es  sich  nun  um  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichung:  ^ 

unter  Berücksichtigung  der  gegebenen  Orenzbedingungen. 

Eine  im  üebrigen  willkürliche  Function  u  der  beiden  Variabelen  x  und  t, 
welche  bei  jedem  von  0  verschiedenen  positiven  Werthe  von  t  nicht  nur 
selbst  stetig  ist,  sondern  auch  eine  stetige  erste  Ableitung  nach  x  besitzt, 
kann  im  Innern  des  Intervalles  von  x^O  bis  x—n  stets  durch  eine  Fou- 
rier'sohe  Reihe  von  der  Form: 

2)  «*(«,»)  =  Va^5inA;aJ 


dargeatellt  werden,  wobei  die  noch  zu  bestimmenden,  von  t  allein  abhängigen 
CoefBcienten  ük  der  Gleichung  genügen: 

n 

2    /• 

3)  at  =  —   lu{tyX)9inhxdx. 

0 
Die  Reihe  selbst  hat  an  den  Grenzen  a;  =  0  und  o?»»;  stets  den  Werth 
null ,  während  die  Grenzfunctionen  9  (^)  und  ^  {fy  von  0  verschieden  gegeben 
sein  können.  Sie  stellt  also  die  Function  nur  für  das  Innere  des  Gebietes  dar. 
Da  wir  annehmen,  dass  die  Differentialgleichung  1)  bei  beliebiger  An- 
näherung an  die  Grenzen  erfüllt  ist,  so  ist 

n 


J   dt  J   dx' 


0  0 

Umgekehrt  folgt  aus  dem  Bestehen  dieser  Gleichung  bei  allen  ganzzahligen 
Werthen  von  k  auch  die  Differentialgleichung  1). 

Führt  man  die  rechte  Seite  durch  theilweise  Integration  auS;  so  er- 
hält man  „ 
Adu 


•.  .^■sinkxx  -^ka^  I  rr-coskxdx. 
Ldx  Jo  t/  dx 

0 

Hier  verschwindet  der  erste  Term,   unserer  Annahme  zufolge;  das  zweite 

Integral  ergiebt  den  Werth: 
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—  Ä«*  [u  coshx]^  —  **«•  /  u  sinhx  dx. 
0 
Geht  nun  die  Function  u  ftlr  a;»0  und  x  =  n  stetig  in  die  Functionen 
q>(f)  und  if{i)  über,  so  wird  dieser  Ausdruck  gleich 

w 

5)  -  »a«  [(--  lY^it)  -  q>(t)]  -  Ä;«a« /t4 mÄo;  dx. 

0 
Nun  ist  zu  untersuchen,   unter  welchen  Bedingungen  sich  die  Reihen- 
folge    der  Integration    und  der  Differentiation  nach  dem  Parameter  t  im 
ersten  Integrale  der  Gleichung  4)  vertauschen  l&sst     Im  Innern  des  Kör- 
pers besteht  die  Gleichung: 

I  di  I  -^sinkxdx^sa^  I  dt  j  ^sinkxdx^ 

to        i  *o         • 

wobei  B  und  i}  beliebig  klein  sind,  t^  und  t  irgend  zwei  Werthe  grösser 
als  Null  bedeuten.     Die  Reihenfolge  der  Integrationen  auf  der  linken  Seite 

du  8^u 

Ittsst  sich  vertauschen,   weil  zufolge  der  Gleichung  1)   ry  ebenso  wie   r— ^ 

endlich  und  integrirbar  ist    Demnach  wird 

6)  /  sinkx  dx  [<*(^  x)  —  u  {t^ ,  x)] 

i  *  «-^ 

=  a*  I  dt}\^ sinhx        —k[u  ftWÄ «]*-'—**  1  u sinkx dx\. 

Lttsst  man  nun  t  und  fi  nach  null  conyergiren,  so  erhftlt  der  Ausdruck 
unter  dem   Integral  der  rechten  Seite  den  unter  5)  angegebenen  Werth, 

[9t«  1 

•^  sinkx  \  gleichmSssig,  d.  h.  unabhängig  von  ^,  nach  null 

convergirt,  und  falls  ebenso  die  Function  u  gleichmSssig^in  die  Grenzwerthe 
tp  {t)  und  if  (t)  übergeht.  Dies  tritt  also  ein ,  wenn  bei  allen  Werthen  von  t 
zwischen  t^  und  t  der  nämliche  Werth  von  x  ausreichend  ist,  um  die  Un- 
gleichungen: 

7)  [u{t,x)^fp{t)']<9,     [u{t,n^x)^yi,{t)']<8 

zu  erfüllen.*    Alsdann  gewinnt  die  Gleichung  6)  die  Form: 


*  In  dem  aUgemeinen  Falle,  wo  man  nur  die  Integrirbarkeit  von  ^{t)  and 
^(i)  Toraosaetst,  hat  man  die  Forderang  eines  „im  AllgemeiDen  gleiohm&aaigea'' 
Uebergangea  za  stellen,  d.  h.  nach  Ausschloas  von  Stellen  darch  Interralle,  deren 
Summe  beliebig  klein  ist,  sollen  sich  bei  jedem  Werthe  von  d  die  obigen  Ungleich- 
ungen erfüllen  lassen.    Man  hat  dann  za  zeigen:  erstens  daas  diese  Forderang 
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8)  fHnhxdx[u{t,  x)^u{to,x)]  =  a^fdt  j-Ä((-l)*^(0-  g)(0)-  ^aA 

0  0 

and  die  Differentiation  nach  t  liefert  die  lineare  Differentialgleichung: 

9)  ^  +  Ä«««a,  =  -|-Ä««[(-l)*tj;(0-g)(0] 

nnd  hieraus  folgt: 

t 

lü)    a,--~Ä«»e-*'-''[J[(-l)*t(0-g>(O]^-^*(i<  +  C,], 

0 
wobei  Ok  eine  von  t  und  x  unabhängige  Constante  bedeutet. 

Für  <s=0  soD  u{t,x)  in  den  Werth  f(x)  übergehen,  also  muss 

M  % 

2  /•  2  r 

«*=—  lu{tjX)sinhxdx  in  den  Wertll  —  lf(x)8mhxdx 
0  0 

übergehen,  wenn  wir  wieder  annehmen,  dass  der  Uebergang  von  u{iyX) 
in  f{x)  ein  gleichmässig  stetiger  ist,  wenigstens  nach  Ausschluss  beliebig 
kleiner  Intervalle  von  a;  =  0  bis  e,  und  x^n^ri  bis  n.  Hieraus  folgt, 
wenn  man  in  der  Formel  10)  i  gleich  null  werden  lässt: 

n 

11)  --»a«Cfc  =  -  ff{x)sinhxdx. 

0 
Mithin  ist  die  Function  u{t^x)^  wenn  sie  überhaupt  ezistirt,  d.  h.  wenn  die 
eingeführten  Bedingungen  alle  miteinander  vertrftglich  sind,   eine   ganz 
bestimmte,  und  darstellbar  durch  die  Beibe: 

12)  «(*,ic)  =  -^a«y'*«mÄ»/[(-l)*-**(«f)  +  g>(;?^ 
^  0 

H — ^  er'^'^*  sinkx  j  f(0)  smkg  de. 
*=*  0 

Man  kann  diese  Formel  durch  bekannte  Darstellungen  von  -^  und      ^ 

Termittelst  Sinusreihen  so  ergänzen,  dass  sie  für  x  =  0  und  x^^n  die 
Werthe  fp(J)  und  if;(^)  annimmt.  Sodann  bemerkt  man,  dass  die  Willkür - 
Uchkeit  des  Nullpunktes  der  Temperatur  sich  dadurch  ausdrückt,  dass  bei 
Veränderung  der  Functionen  f{x),  q>{t)j  ^{t)  um  eine  additive  Constante 
auch  die  Function  u  die  nämliche  Aenderung  erfthrt. 


ansreiehend  ist,  am  aus  der  Differentialgleichung  9)  die  Gleichung  10)  in  gewin- 
nen, zweitens  dass  sie  von  der  durch  die  Gleichung  12)  dargestellten  Function 
wirklieb  erfBllt  wird. 
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§2. 
Untersuchung  der  erhaltenen  Function. 

Die  Oleichung  12)  giebt  den  allgemeinen  Ausdruck  an  für  jedwede 
Function,  welche  der  partiellen  Differentialgleichung  1)  und  den  weitered 
am  Eingang  des  ersten  Paragraphen  gestellten  Grenz-  und  Nebenbedingungen 
genügt;  sie  lehrt  insbesondere,  dass  es  unter  diesen  Bedingungen  nur  eine 
einzige  Function  geben  kann.  Nun  aber  ist  die  Frage  zu  beantworten,  ob 
die  Gleichung  12)  in  der  That  eine  Function  der  betrachteten  Eigenschaft 
darstellt,  wie  auch  immer  die  stetigen  Functionen  f{0)^  q>(t),  rlf{t)  gegeben 
sein  mögen.* 

Wir  können  die  Untersuchung  zerlegen  ^  indem  wir  die  Summen  in 
dieser  Gleichung  einzeln  be(^andeln.     Wir  beginnen  mit  der  Summe 

9  *^"  r* 

—  ^,  c-***"*  sinkx I  f{g)  sinkg  de. 

I.  Zuerst  bemerke  man  den  Satz: 

Da  n&mlich  bei  jedem  Werthe  von  t,  der  von  null  verschieden  ist^ 

>►  e-'^^^  sinlcx  irnJce 

gleichmässig  in  Bezug  auf  z  convergirt,  so  wird  das  Integral  nach  b  dieser 
unendlichen  Beihe  durch  gliedweise  Integration  erhalten. 

II.  Es  ist  zu  beweisen,  dass  für  ^  =  0 

2)  Hm^  j     /•W^«""**'^' «»«*«' ^*^^U^  =  A«) 

0  '  " 

wird,  und  zwar  dass  dieser  üebergang  ein  gleichmässig  stetiger  ist.     Der 
Satz  ist  einleuchtend,  sobald  die  Beihe: 


*  In  Bezog  anf  diese  ünter^chong  moBS  ich  noch  des  Aofsatzes  von  Herrn 
Schl&f  li  im  72.  Bande  des  Grelle'schen  Journals  erwähnen^  der  für  die  in  diesem 
Paragraphen  enthaltenen  Ausführungen  zum  Theil  massgebend  gewesen  ist.  Im 
Uebrigen  erscheint  mir  die  in  jener  Abhandlung  durchgeführte  Methode  zur  Inte- 
gration der  partiellen  Differentialgleichung,  welche  absichtlich  die  Anwendung  der 
Beihe  und  des  Doppelintegrals  von  Fourier  vermeidet,  trotz  ihrer  PiAdsion  nicht 
zweckmässig  zu  sein.  Es  spricht  sich  dieses  schon  in  dem  Umstände  aus,  dass  inr 
Bildung  der  Integralformen  zuerst  immer  besondere  Voraussetzungen  über  die 
Grenzfunctionen  eingeführt  werden,  die  sich  nachtr&glich  als  überflüssig  erweisen. 
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9  ^=*  /i 

^  —  /^  e^^^^^'sinkxj  f{z)sinkßd» 

'  0 

auch  noch  ftlr  ^e=0  conyergirt;  denn  man  erhält  alsdann  die  Dartjtellang 
der  Function  f{ic)  yermittelst  einer  Fouri  er 'sehen  Beihe.  Es  kommt  aber 
darauf  an ,  den  Salz  zu  beweisen ,  auch  wenn  diese  Darstellbarkeit  von  f(x) 
nicht  Yorausgesetzt  wird ,  die  ja  bekanntlich  durch  die  Stetigkeit  der  Func- 
tion fi^x)  noch  nicht  gegeben  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  ist  es  nöthig,  eine  Belation  einzuführen,  welche 
Jacobi  bei  der  Transformation  der  Theta- Functionen  bewiesen  hat  (Oes. 
Werke  Bd.  1  S.  264)  und  welche  im  Wesentlichen  zuerst  von  Poisson 
(Journal  de  l'l^cole  Polyt.  1823,  S.  420)  aufgestellt  wurde.     Es  ist 

3)  Vc      ^«'y     =?^^    l  +  2>;e""'«*ya>5(na;)    . 

«^oo  ^        L  ^  J 

Man  beweist  diese  Gleichung  am  directesten,  indem  man  auf  die  Function 
F{x)  =  er-«**  den  allgemeinen  Satz  anwendet:  Hat  eine  paare  Function  F{x) 

die  Eigenschaft,  dass  die  unendliche  Reihe  ^jF{x  +  2nn)  gleichmftssig 


conyergirt  für  0<a?^w,  so  stellt  die  Fonrier'sche  Reihe: 
»)  dx  H ^  cosnxl  F{x)co8nxdx 


iy^(^) 


ir^i 


überall,  wo  sie  conyergirt,  den  Werth  jener  unendlichen  Reihe  dar. 

Weiterhin  werden  auch  die  Ableitungen  der  Gleichung  3)  benutzt,  die 
wir  hier  gleich  angeben  wollen.  Differentiirt  man  die  Gleichung  nach  x^ 
so  folgt,  weil  sich  beiderseits  gleichmftssig  conyergente  Reihen* für  y  >0 
ergeben: 


s%n{nx). 


"      fl  =  — OD      ^  «  =  1 

Setzt  man   hier   statt  x  den  Werth  x—n,   so  wird  sin(nx)  gleich 
(— ])"5in(nfl:),  also 

*    y       n=:  — 00  11=1 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  die  beiden  Reihen 


fl^OB 


^,  e-"**'^ynsinnx  und     >'c-»***'yn(— 1)"->  ^nn« 

n=l  11  =  1 

bei  jedem  endlichen  positiyen  Werthe  yon  y  stetige  Functionen  yon  x  mit* 
stetigen   Ableitungen   sind,    und   diese  Functionen   conyergiren   bei  jedem 
Werthe  von  x^  auch  bei  dem  Werthe  iF  =  0,  für  y  =  0  nach  null. 
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Man  setze  nun  in  der  Gleichung  2) 

2  sinkx  8ink0  =  cosk(x—0)  —  cosk{x+e) 

^e'''"'^^[co8k{x-0)-cosk{x+e)] 

80  ist  der  Ausdruck 

0 
zu  untersuchen,  und  zu  zeigen,   dass  derselbe  unabhängig  von  Xy  lediglich 
durch  Wahl  eines  kleinen  Werthes  von  t^  dem  Werthe  f{x)  beliebig  nahe 
kommt. 

Die  Glieder,  in  welchen  m  =  0  ist,  hebe  man  zunftchst  heraus  und  betrachte 

2]/7ta}/tJ     ^       L  -^ 

0 
Wird  X  Yon  0  und  n  verschieden  vorausgesetzt,  d.  h.  bedeutet  es  irgend 
einen  mittleren  Werth,  so  betrachte  man  im  ersten  Integral  das  Intervall  von 

;gf  =  aj— £  bis  £=zx  +  e. 
Der  übrige  Betrag  des  Integrales,  sowie  das  ganze  zweite  Integral  kann 
unabhängig  von  x^   lediglich   durch  die  Wahl  einer  oberen  Grenze  fELr  ^ 

beliebig  klein  gemacht  werden.    Nun  wird  durch  die  Substitution jz  =  y 


+■  • 


nttyt%/  ynj 


und  ist  f{x)  eine  stetige  Function  von  Xt  so  ist  lediglich  durch  Wahl  von  c 

f(x^2aj/iy)^nx)±{<8), 
wobei  6  eine  beliebig  kleine  Grösse  bedeutet;  also  ist  das  vorstehende  In- 
tegral gleich  f  £ 


%uVt  2ayt 

Der  erste  Term  convergirt  nach  f{x)^  der  zweite  mit  8  nach  null. 
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Es  ist  nun  leicht  nachzuweisen,  dass  die  übrigen  Glieder  des  Aus- 
druckes 6)  unabhängig  von  x  lediglich  durch  Wahl  einer  oberen  Grenze  von 
t  beliebig  klein  gemacht  werden  können.     Man  erhält 

n 


1  /*  ^       (2>.ir4.(jr-»))« 

0 

n 


ö 

n 
0 

Die  Summe  aaf  der  rechten  Seite  ist  kleiner  als  die  geometrische  I*ro- 

4a>< 


^' 


Sommirt  man  diese,  so  erkennt  man,  dass  die  rechte  Seite  kleiner  ist  als 

wobei  yu  = r-  gesetzt  ist  und  (?  den  grössten  Betrag  bezeichnet,  den 

2ayt 

f{x)  besitzt  Der  Quotient  convergirt,  wenn  t  null  wird,  also  u  ttber  jede 
Grenze  wächst,  nach  null.  Nach  demselben  Verfiahren  kann  man  das  Ver- 
schwinden der  übrigen  in  6)  enthaltenen  Summen  beweisen« 

III.    Indem   wir  nun  zu  der  Betrachtung   der  beiden  anderen  in  der 
Gleichung  12)  enthaltenen  Summen  übergehen,  nftmlich 

^  a»  y'  Ic  sinJtxftpie)  6r-*'**(«-«)  dz 
und 

können  wir  auch  bei  diesen  Summen  die  Vertauschbarkeit  der  Summation 
und  Integration  behaupten ,  falls  dieselben  den  an  sie  gestellten  Forderungen 
Genüge  leisten  sollen,  die  zunächst  nur  darin  zu  bestehen  brauchen,  dass 
sie  stetige  Functionen  yon  x  definiren.  Man  vergleiche  zu  diesem  Zwecke 
die  erste  Reihe  . 

i€{t,x)=-^a*yjk3inkxjfp{0)e''^^(''-*)de 

0 
mit  der  Function 

^i{i> »)  =  -  a«  f<p{0)  yjh  sinkx  «-*'**•('—)  d0. 
0  *~* 
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Die  unter  dem  Integral  stehende  Summe  convergirt  zwar  für  e  =  t  nicht 
mehr,  aber  sie  stellt,  wie  bei  der  Ableitung  der  Gleichungen  4)  und  5) 
gezeigt  wurde,  bei  jedem  x  eine  stetige  Function  von  e  dar,  die  für  es=t 
verschwindet.  So  lange  x  innerhalb  eines  Intervalles  liegt,  dessen  Werthe 
Yon  null  yerschiedon  sind,  convergirt  diese  Beihe  mit  t—g  auch  gleich- 
mKssig  nach  null,  d.  h.  es  ist 

^i  (^  ^)  =  -  «'A  ^2  ^^^^^  e-*'«'(^~*)  de 
0  ^^ 

bis  auf  eine  Grösse ;  die  durch  Wahl  von  c  beliebig  klein  ist,  bei  allen 
Werthen  von  x,  die  innerhalb  eines  Intervalles  von  x^  bis  x  gelegen  sind, 
falls  Xq  und  x  von  null  verschieden  sind.     Hieraus  folgt  aber,  dass 

X  t 

7)    j  w,{Ux)dx^^t>?  I  q>{e)yj'-\,co8kx-coskxo)e''^'^'^''*>de 

Xo  0 

ist.     Bildet  man  nun 

X 

l  w{f,x)dx^W(t,x), 

so  ist  dies  eine  stetige  Function,  ftx  welche  eine  Darstellung  vermittelst 
der  Cosinusreihe  möglich  ist,  und  zwar  ist 

W(f,  x)dx  +  —  ^  coskxl  W{t,  x)  coskx  dx 
0  ~  ^   ' 

W{t,x)dx ^  -j- coskx  I  io{t^x)8inkxdx 

•     0  -*  0 

oder,  da  W{t^XQ)  =  0  ist, 

Jt  =  <»  * 

W(t^  x)  = ^  -r-  {coskx  —  coskxQ)  fic{t,  x)  sinkx  dx 

0 

/»  k=»  • 

w  (f,  x)dx  =  --  a^yj  {coskx  -  coskx^j  q>{g)  c -**«'<'-*) cJjer. 

Wenn  gezeigt  werden  kann,  dass  die  Reihen  in  den  Gleichungen  7) 
und  8)  übereinstimmen,  so  folgt  daraus,  dass  auch  die  stetigen  Functionen 
f^,  und  w  identisch  sind.  Die  Reihe  in  der  Gleichung  8)  kann  geschrieben 
werden 
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ö 


*=«  « 


0 

2     *^  /• 

a*y.  {coskx  —  coskxo)  l<p(e)  «-*'*•('-«) dg 

und  es  ist  sonach  zu  zeigen,  dass  der  zweite  Theil  mit  s  nach  null  con- 
vergirt.     Es  ist  aber  der  Betrag  dieser  Summe  kleiner  als 

t 

wenn  man  mit  Q  den  grOssten  Betrag  bezeichnet,  den  die  Function  <p{ß) 
im  Interyall  von  t  —  e  bis  ^  annimmt,  und  die  rechte  Seite  dieser  Gleich- 
ang  conyergirt  mit  e  nach  null. 

In  derselben  Weise  lässt  sich  die  Yertauschbarkeit  der  auf  die  Func- 
tion rj}  bezüglichen  Summation  beweisen,  und  man  erhält  das  Resultat: 

Jede  Function  u{t^x)  [Gleichung  12),  §  l],  welche  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung unter  den  angegebenen  Nebenbedinguugen  genügt,   kann 

auch  in  die  Form  gebracht  werden: 

t 


9)      u{Ux)=^~a^  I   \^{t-z)y^er^'^*h{'-lY8inkx\dz 

0  " 

t  _ 

+  ^a^  I    \(p{t-e)S!e'*'"''"''ksinkx\dz 

0  " 

n 

+  ^  I  \f{z)S^e-'''^''sinkxsinke\dz. 

0 
IV.    Da  bei  jedem  endlichen  Wertlie  von  t  die  dritte  Summe  in  der 
Gleichung  9)  für  a;=0  und  x^=Tt  nach  null  convergirt,  so  ist  zu  zeigen,  dass 
t 

~€t^  I  \^{t-z)Sle''^"^*k{r^\Ysinkx\de 
0 

0  ~ 

für   07  =  0  nach  dem  Werthe  q>it)  und  ^  x^n  nach  dem  Werthe  tf;(0 
conyergirt,  und  zwar  wiederum  gleichmässig ,  d.  h.  so,  dass  man  bei^allen 
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Werthen  von  ^  >  0  die  Variable  x  so  nahe  an  0  resp.  n  bestimmen  kann, 
dass  jener  Werth  sich  von  ^{t)  resp.  if(t)  beliebig  wenig  nnteischeidet. 
Aus  den  Gleichungen 

10)  yje-^'f'h8mkx  =  /^.y  (2nn-\-x)e      ^^^, 

greife  man,  wenn  x  beliebig  klein  werden  soll,  wiederum  die  Glieder  n=0 
heraus  und  betrachte 

i  t 

^      0  ^      0 

Setzt  man  im  zweiten  Integral  - — 7=-  =  y>  t — vi^^^iff  ^®  ^"^  dasselbe 

um  nun  zu  zeigen,  dass  dieses  Integral  Rlr  2;  =  0  gleichm&ssig  stetig 
in  den  Werth  ^(0  tibergeht,  wfihrend  t  irgendwelche  Werthe  grösser  als 
null  besitzt,  bezeichne  man  mit  6  eine  beliebig  kleine,  aber  feste  Grösse 
and  zerlege  das  Integral  in  die  Theile: 

X 

^7'('-w)«-''"+^/('-w)-''^'- 


2ayt  2«K* 

Das  erste  Integral  kann  durch  Wahl  yon  x  beliebig  klein  gelnacht  werden, 
vom  andern  kann  man  nach  derselben  Methode,  wie  oben  bei  der  Function 
f{x)y  erkennen,  dass  es  ftlr  a;e=0  gleichmfissig  in  den  Werth  q>{t^O)  =  gf(j;) 
übergeht. 

Desgleichen  verwandelt  sich  das  erste  Integral  12)  durch  die  Substi- 
tution 

n—x  n—x  , 

OD 


m 


^/H'-^>--' 


2ayi 
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und  bekommt  ebenso  für  x=3  7r  d6n  Orenzwerth  tf;(^  — 0)  =  t|;(0«    Dass  nun 
die  übrigen  Terme,  welche  aus  ^en  Beihen  10)  und  12)  hervorgehen,  wie- 
derum den  Grenzwerth  null  liefern,  Ittsst  sich  folgendermassen  einsehen. 
Im  Integral 
t 

b 
heben  sich  bei  jedem  endlichen  Werthe  von  e  die  Glieder  gegenseitig  auf, 
wenn  a  null  wird.  Zerlegt  man  also  das  Integral  in  die  Theile  von  0=^0 
bis  jer  =  e  und  von  0=^e  bis  0  =  t,  so  kann  man  in  dem  zweiten  Integral, 
da  die  Summe  eine  hinsichtlich  x  gleichmässig  convergente  ist,  den  Grenz- 
process  ftir  x^=0  gliedweise  vollziehen,  und  sonach  ist  der  Grenzwerth 
dieses  Theiles  fQr  a;  =  7r  null.  Man  braucht  also  nur  noch  zu  beweisen, 
dass  das  Integral 


1        r  u       ^^^ 


^(2n« 

+  «)e" 

(2fiif+Jr)« 

Sl^^nn 

-x)i 

raiiTr-jr)» 
4a'z 

2u/ 

0 

und  ebenso  das  andere: 

2a /i./*^ 
0 

lediglich  durch  Wahl   von   £,   unabhängig  von  x^  beliebig  klein  gemacht 

werden  kann.     Es  ist  aber 


,^.^(2n. 


4o'a 


J 

Der  Factor  vor  der  Summe  ist  für  jef  =  0  null  und  bleibt  durch  Wahl  von 
f  im  Intervall  von  je?  =  0  bis  xf  =  «  beliebig  klein.  Die  Summe  ist  jeden- 
falls nicht  grösser  als 


t 


(2mt  +  x)e  4«'« 


and  dies  repräsentirt  bei  allen  Werthen  von  x  einen  endlichen  Werth.    Das- 
selbe gilt  für  die  Summe 


1     '^  _(2n£+*)^       /-g^^A, 


Aus  diesen  Eigenschaften  ergiebt  sich  ohne  Weiteres,  dass  das  Integral 
von  0  bis  c  durch, Wahl  von  e  beliebig  klein  bleibt. 

In  analoger  Weise  hat  man  die  Untersuchung  des  nämlichen  Integrals 
fiOr  fl;  =  9r,  sowie  den  Nachweis  bei  dem  auf  ^  bezüglichen  Integrale  für 
x  =  0  und  x^n  auszuführen. 
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V.  Das  Verhalten  des  ersten  Dififerentialquotienten  ^   und  die  durch 

du  d^u 

die  Differentialgleichung  geforderte  Relation  zwischen  —  und  ^-|  wird  an 

der  Gleichung  9)  evident,  der  wir  die  Form  geben: 

t  _ 

13)  u{t,  «^)  =  -  J  «*  /     ^(y)2  c-*'«'<'-y>  Ä;  (- 1)*  sinkx  dy 

0 
t 

0  ~ 

2  ^^  r 

+  —  >  c-**«''  sinkx  I  f{e)  sinke  dg. 

In  der  dritten  Summe,  die  für  ^  ^  0  gliedweise  sowohl  nach  x  wie  nach  t 
differentiirt  werden  kann,  erkennt  man,  dass  alle  Differentialquotienten  dieses 
Theiles  stetige  Functionen  sind  (auch  an  den  Gren^tellen  x  =  0  und  x  =  n), 
und  dass  die  Differentialgleichung  yon  ihnen  erfüllt  ist. 

In  jedem  der  beiden  anderen  Glieder  kann  man  sich  an  Stelle  der  tri- 
gonometrischen Reihe  die  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  enthaltenen  Expo- 
nentialreihen  substituirt    denken.     So  tritt  an   Stelle   des   zweiten  Gliedes 

z.  B.  der  Ausdruck 
t 

14)  «;=  J«'y]}(y)4^^.^(2««  +  x)e-^T?^]dy. 

0 

Die  partiellen  Ableitungen  dieser  Function  nach  x  können  für  0<a;<:c 
durch  successive  Differentiation  unter  dem  Integral  dargesteUt  werden,  und 
man  sieht  hieraus,  dass  alle  diese  Ableitungen  stetige  Functionen  von  x  ' 
sind,  so  lange  0<a;<ff  ist  DiT  aber  die  Ableitungen  dieser  £zponential- 
reihe  bei  allen  Werthen  von  jf  (mit  Ausnahme  des  Werthes  y  =  t)  durch 
Differentiation  der  trigonometrischen  Reihe  in  der  Gleichung  4)  erhalten 
werden,  so  sind  beispielsweise  die  erste  und  zweite  Ableitung  von  w  auch 
gleich: 


15) 


0 
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Desgleichen  erhält  man  auch  die  partiellen  Ableitungen  von  w  in  Be- 
zug auf  i  durch  successive  Differentiation  der  unter  dem  Integral  stehenden 
Function  nach  dem  Parameter  t  und  alle  diese  partiellen  Ableitungen  sind 
ebenfalls  stetige  Functionen ,  so  lange  ^  >>  0  und  {)<^x<in.  Mit  Einführung 
der  trigonometrischen  Reihen  erhalten  dieselben  die  Form: 

«-« 

r*  ^  k=i 

d 


16) 


/k=z(x> 
L        f^Y  -^ 

0 


0 

Aus  diesen  und  den  vorhergehenden  Gleichungen  ersieht  man ,  dass  die  par- 
tielle Differentialgleichung  im  Innern  des  Körpers  von  der  Function  w  erfüllt 
ist.  Dieselben  Betrachtungen  lassen  sich  für  die  noch  übrige  Summe  in 
der  Gleichung  13)  ausführen. 

VI.  Man  hat  schliesslich  noch  den  Nachweis  zu  führen ,  dass  die  Func- 
tion [  — sinx)  an  den  Grenzen  a;s=0  und  2;  =  ;s  verschwindet ,  eine  Eigen- 
schaft, die  deshalb  wesentlich  ist,  weil  nur  auf  Grund  derselben  erkannt 
werden  konnte,  dass  nur  eine  einzige  Function  bei  den  gegebenen  Beding- 
ungen ezistirt.     Es  genügt  nachzuweisen,  dass 

für  a;  =  0  verschwindet,  da  dann  die  analoge  Eigenschaft  für  den  ersten 
Theil  der  Reihe  13)  gilt.  In  der  Gleichung  14)  hat  man,  nachdem  man 
sie  nach  x  differentiirt  hat,  bei  einem  beliebig  kleinen  Werthe  von  x  nur 
den    Theil   zu   betrachten,   den    wir   mit  Weglassung   constanter   Factoren 

schreiben : 

t 

.7)  „,=/;„)(l-g5^)r'=ifci-.^, 

Hier  bedeutet  e  eine  beliebig  klein  fixirte  Grösse.  Von  allen  übrigen  Termen 
der  differentiirten  Gleichung  14)  ist  evident,  dass  sie  auch  für  a;c=0  nach 
einem  bestimmten  endlichen  Werthe  convergiren.  Auf  jeden  der  beiden 
Bestandtheile  der  Gleichung  17)  kann  der  erste  Mittel werthsatz  angewendet 
werden;  bezeichnet  man  also  mit  <p(^— 6c)  und  q>(t^&t)  zwei  Werthe 
von  9  im  Intervall  von  t—i  bis  t  und  führt  man  die  neue  Variabele 


z  = 


ein,  80  wird 
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OD  00 

u>i  =  ^l<p(t-et)le-'*de-2q,{t-S't)Je-'*i^de]- 


Also  ist  ^«^•"  ««'^ 

00  ^  00 

*^  _  0  0 

Die  Yorstebende  Orösee  kann  durch  Wahl   von   e  von  vornherein  beliebig 
klein  gemacht  werden. 

Die  Function  :r—  iSsst  sich  auch  durch  eine  Fourier'sche  Reihe  dar- 

dx 

steUen,  und  zwar  ist  . 

18)  ||  =  --^<p(0  +  ^yco5Äa;j-g)(0  +  Ä«««yVw 

0 
Das  Verhalten  dieser  Function  an  den  Orenzstellen  a;  =  0  und  x^n  ist 
aber  an  dieser  Reihe  nicht  so  einfach  zu  beweisen ;  wenigstens  ist  das  Ver- 
fahren, mittels  dessen  ich  in  dem  ersten  Abdruck  dieser  Arbeit  den  Nach- 
weis zu  fähren  sachte,  unzureichend.  Wesentlich  einfacher  werden  die  letzten 
Untersuchungen,  wenn  für  tp{t)  die  Differentiirbarkeit  vorausgesetzt  wird. 
Die  Art  dieser  ganzen  Untersuchung  lehrt,  dass  die  Fourier^sche 
Reihe  ein  geeignetes  Hilfsmittel  ist,  um  die  allgemeine  Form  der  Integral- 
function  zu  bilden  und  zu  berechnen;  dass  aber  die  schliessliche  BestStigung 
dieser  Function  nicht  unmittelbar  an  dieser  Reihe,  sondern  nach  vollzogener 
Summation  derselben  erhalten  wird,  wie  solches  auch  bei  einem  analogen 
Problem  der  Potentialtheorie  der  Fall  ist. 

§3. 
Der  durch  eine  einiige  Ebene  begrenste  nnendliohe  Raum. 

Der  unendliche  Raum  sei  nur  durch  die  Ebene  x  =  0  begrenzt  Für 
die  Querschnitte  senkrecht  zur  x-Axe  ist  die  Temperaturvertheilung  zur 
Zeit  t  =  0  als  Function  f{x)  gegeben;  desgleichen  ist  die  Temperatur  gf{t) 
in  der  begrenzenden  Ebene  während  des  ganzen  Verlaufes  bekannt.  Diese 
Functionen  nehmen  wir  wiederum  der  Einfachheit  wegen  als  stetige  an; 
f(x)  soll  überdies  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  absolut  integrirbar  sein. 

Wir  wollen  nun  beweisen,  dass  sich  immer  ein  und  nur  ein  Integral 
der  partiellen  Differentialgleichung  finden  lässt,  welches  diesen  Grenzbeding- 
ungen genügt,  wenn  wir  von  der  Function  u(t^x)  noch  voraussetzen,  dass 
sie  nebst  ihrer  ersten  und  zweiten  Ableitung  nach  x  im  Innern  des  ganzen 
Raumes  stetig  ist,   dass  sie  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  absolut  inte- 

grirbar  ist,  und  dass  u  und  ^-   für  ir  =  Qo,   :r-sinx  für  a?  =  0  verschwin- 

px  ex 
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den.  Eine  Function  von  dieser  Beschaffenheit  mass  dargestellt  werden 
können  dnrch  das  zweifache  Fourier'sche  Integral: 

00  OD 

1)  u(<,  a;)  =  —  I  dqsinqx  lu{til)smqldX. 

0  0 

Das  innere  Integral  ist  eine  Function  von  t^  welche  folgende  Eigenschaften 
zu  erfüllen  hat.     Bezeichnen  wir  es  mit  1^(0  >  so  ist 

2)  F'{t)^j^    U{i,X)sinqkdk^  l^3inqldk==a^  n^^ 

0  0  0 

Indem  hier  wieder  die  Vertanschnng  in  der  Reihenfolge  der  Integration  and 
Differentiation  vollzogen  wird,  tritt  wie  früher  die  Forderung  eines  gleich- 
mSssig  steten  üeberganges  in  die  Grenzwerthe  auf.  Das  letzte  Integral 
ergiebt  nun  durch  theilweise  Integration: 

00 

«*   T-rmgA     "ü^glucosqlJ^Q  —  €^^ I usinqkdL 

0 
Ist  also  ^5mgi  =  0  für  A  =  0,  ^5^=0  für  A  =  oo,   femer  w=7?(0 

V  k  Ök 

für  A  =  0  und  t«  =  0  für  A  =  oo,  so  wird 

3)  F'{t)==a^q<p{t)'-a^q^F(t) 

und  das  vollständige  Integral  dieser  linearen  Gleichung  ist: 

t 

4)  F(o  =  r--»'»*'  la^qfq>{k)  e«%*^  dk  +  c\ 

0 
Die  Constante  C  ist  noch  eine  Function  x{q)  von  9;  also  ist 

5)  u{t,x)  =  -Jdq  sinqx  e"«*«*'  [«*g/V W  e^V^dA  +  ;^(^)J. 

0  6 

Nun  soll  für^  =  0  t«(0,rr)s=/'(a?)  sein;  ist  dieser  üebergang  ein  gleich- 
ni&ssig  stetiger,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

00 

F{t,q)=^Ju{t,k)sinqkdk 
0 

6)  -F(0.  q)  =  x{q)  =:fnk)sinqk  dk 
ond  mithin  ist  ^ 


7)  u{t,x)^-^a^j  qdq  sinqx  jq>{k)e-'^9Ht'-i)ai 

0  ^00 

+  — Jdq  sinqx  er  ^^i^^jf(k)smqk  dk. 
0  0 

/Google 


Digitized  by  ^ 


108  Zur  Theorie  der  Wärmeleitang  in  festen  Körpern. 

In  den  beiden  zweifiachen  Integralen  Iftsst  sich  bei  jedem  endlichen 
Werthe  yon  x  zufolge  der  Annahme  der  absoluten  Integrirbarkeit  von  f{l) 
die  Reihenfolge  der  Integrationen  vertauschen;  also  wird 

t  .OD 

8)  t*(^, «)  =  ~  «*  A>(i)  dljq  sinqx  c--^«'<'-^)  dq 

0  0 


■^fmäifsi, 


Es  ist  aber 


sinqx sinqX  er^*^^**  dq. 
0  ö 


J  er''*9^*casqxdq  =  ^j/^i 


'4al/ 


0 
und  durch  Differentiation  nach  x  folgt  hieraus: 


I  e-»^9^tq sinqx dq^^^xc'^^^t'-'^ 


ferner  ist: 

00 


e-'^v^' sinqx  sin  qXdq^-^~,Ae      *•»*  -  e     *«**     . 

4ayt  »-  -^ 

0  '^ 

Man  erhftlt  sonach  statt  der  Gleichung  8) 


1  /•       r      <*--X>'        _5f±i>i1 


0 
Setzt  man  noch  im  ersten  Integral 

X         xdX      __ 

und  bildet  man  das  zweite  zwischen  den  Grenzen  1  =  —  oo  bis  A  =  +  ^^^i 
indem  man  bei  negativen  Werthen  von  X  die  Definition  /"(—  A)  =  —  f{X) 
einftlhrt,  so  wird 

OD  +00 

10)  u(<.a;)==-^yi,(<-j^)e-s.»dy  +  -^  r 
a;  -00 

Die  geforderten  Eigenschaften  lassen  sich  nun  sämmtlich  nachweisen. 
Ich  übergehe  die  Beweise  für  die  gleichmftssige  Convergenz  der  Werthe  von 
u{t^x)  an  der  Grenze  a;  =  0  nach  ip(t)  und  an  der  Grenze  ^e=0  nach  f{x\ 
da  dieses  aus  der  Formel  9)  nach  derselben  Methode,  wie  bei  den  Gleich- 
ungen 6)  und  12)  im  vorigen  Paragraphen  folgt« 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Dr.  Ax.  Habnaok,  109 


Für  x  =  0  convergirt  u  (^,  x)  nach  uull ;  denn  es  ist  das  erste  Integral 
der  Gleichung  10)  dem  Betrage  nach  kleiner  als  der  Maximal werth  von  (p{t) 
maltiplicirt  mit  ^^       ^g, 


und  dies  wird  mit  beliebig  wachsenden  Werthen  von  x  beliebig  klein.  Dass 
auch  das  andere  Integral  null  wird,  erkennt  man  am  einfachsten  aus  der 
Gleichung  9)  yermittelst  des  zweiten  MittelweHhsatzes.  Denn  von  dem  Theile 


Jaa)  r 


4«^'  dl 


0 
sieht  man  unmittelbar,  dass  er  dem  Betrage  nach  nicht  grösser  als 

0 
ist,  wenn  man  mit  o  demjenigen  Werth  zwischen  0  und  cx>  bezeichnet,  ftlr 
welchen  das  vorstehende  Integral  dem  Betrage  nach  am  grOssten  wird.    Im 
andern  Theile  betrachte  man  die  Abschnitte 

a>  OB 

— --        me"  ^--^   ^^  +  ^-17=    /A^)^     '"''^^• 

Die  Grösse  a>  sei  so  gewählt,  dass 

oo 

?ta>s\f{})]di<i 


ß 


ist;  dann  ist  auch  bei  allen  Werthen  von  x 

itttt 


1        /      -<^^-^  1 

— ^      me     ^«^^  dX<;^-!^d, 
2aynJ 


denn  der  zweite  Factor  in  diesem  Integral  ist  positiv  und  höchstens  gleich  1. 
Das  andere  Integral  aber  wird ,  wenn  wir  x  grösser  als  m  annehmen ,  nach 
dem  zweiten  Mittelwerthsatz  gleich 


CO 

1         — ^      ""^ 

e      *«»*    ImdX 


4«1C       I  f^ 


2a}/jt  .. 

und  convergirt  daher  bei  beliebig  wachsenden  Werthen  von  x  nach  null. 
Aach  die  absolute  Integrirbarkeit  von  u{t^x)  in  Bezug  auf  a;  im  unendlichen 
Intervall  folgt  aus  der  absoluten  Integrirbarkeit  von  f{x).  Für  die  erste 
Ableitung  nach  x  erhält  man  aus  der  Gleichung  9): 
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t 

0 
t 


x^ 


'^     0 


ß 


{k)e    *^^'-^^{t-l)-'f^dk 


1       /^   r        -iiziA?  ■u+^>*i 

'^        0 
Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  wie  früher,  das  geforderte  Verhalten  Ton 

T—  an  der  Grenze  x^O.    Ferner  erfordert  nur  das  Glied 

dx 


ß(' 


(*-l)* 


^f{X){x^X)e      ^«*'   dX 
0 

die  besondere  Darlegung,  dass  es  für  a;  =  Qo  yerschwindet;  denn  bei  den 
anderen  Termen  geht  dies  unmittelbar  ans  dem  umstände  hervor,  dass  die 
Ezponentialfunction  mit  negativem  Exponenten  von  höherer  Ordnung  ver- 
schwindet als  jede  algebraische  Potenz.  Das  vorstehende  Integral  zerlege 
man .  nun  wiederum  in  die  Theile  von  0  bis  o  und  00  bis  oo,  wobei  o  so 
fixirt  ist,  dass  00 

fabs[ax)]dX<:S 

OB 

ist«  Der  grOsste  Betrag,  welchen  der  Factor  {x—X)e  ^^^  annehmen 
kann,  wfthrend  X  das  ganze  Intervall  durchl&uft,  ist  ayTter^   Mithin  wird 

QO 


und  n 

r  (*  -  X)*     • 

Jf{X){x^X)e     ^-"'   dX 

0 

wird,  wenn  x  beliebig  viel  grösser  als  00  angenommen  ist,  gleich 


(a:-ß,)r    '^\lf{X)dX; 

dieser  Ausdruck  convergirt  nach  null,  wenn  x  unendlich  wird« 

Durch  weitere  Differentiationen  erhftlt  man  die  höheren  Ableitungen, 

welche  stetige  Functionen  im  ganzen  innem  Baume  sind. 

Wir  haben  filr  das  Verhalten  im  unendlichen  die  Voraussetzung  ein- 

du 
geführt,  dass  u(t^x)  und  r-  für  2;  =  00  verschwinden.     Es  fragt  sich,   ob 

ox 
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man  nicht  bei  den  gegebenen  Grenzbedingungen  eine  andere  LÖBting  der 
Anfgabe  erhftlt,  wenn  man  Yon  der  Function  u{tyX)  nur  verlangt,  dass  sie 
nebst  ihrer  ersten  Ableitung  für  a;  =  Qo  endlich  bleibt?  Dieses  ist  aber 
nicht  der  Fall.  Denn  ist  U  eine  andere  Function,  welche  diesen  neuen 
Bedingungen  genügt,  so  ist  die  Differenz  (o=U—u  eine  im  Innern  des 
betrachteten  Baumes,  nebst  ihren  ersten  und  zweiten  Ableitungen  nach  a;, 
stetige  Function,  welche  nebst  ihrer  ersten  Ableitung  auch  für  a;  =  Qo  end- 
lich bleibt  und  welche  femer  die  Eigenschaften  hat,  dass 

1)    |2  =  a«^,        2)    a>  =  0füraj  =  0,      3)    «  =  0  fttr  <  =  0 
dt  Cor 

ist     Es  kann  gezeigt  werden,  dass  diese  Function  constant  gleich  null  ist. 

Das  gelingt  vermittelst  eines  Verfahrens,  welches  von  Heine  (Theorie  der 

Eugelfunctionen,   2.  Aufl.,  Bd.  2)  im  Anschluss  an  Dirichlet  angegeben 

worden  ist.    Es  ist,  wenn  wir  mit  e  einen  beliebig  grossen  Werth  bezeichnen: 

B         t  g 

0         0  0 

s  t 


ß'ß^"-ßv^i-ß'm'^- 


also: 


0  0        0 

t  t 


0  0  0        0 

Lftsst  man  nun  0  unendlich  werden,  so  bleibt  der  Voraussetzung  nach 

t 


-yn-a 


0 
sicherlich  endlich;  also  mnss  * 

0  00 

endlich  bleiben.  Dies  ist  aber  nur  dann  möglich,  wemi  für  a;  =  00  die 
Function  00  null  wird ;  denn  andernfalls  würde  jedes  dieser  Integrale  positiv 
unendlich.     Dann  ist  aber 

0  0       0 

and  da  die  linke  Seite  positiv,  die  rechte  negativ  ist,  so  muss  a»  im  All- 
gemeinen und  wegen  der  Stetigkeit  durchaus  null  sein. 

Die  Lösung  des  Problems  in  der  Form  9)  oder  10),  nicht  in  der  Form 
7),  giebt  aber  noch  zu  einer  andern  Bemerkung  Anlass.    Diese  Oleichungen 
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liefern  ein  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung,  ohne  dass  man  you 
der  Function  f{x)  die  absolute  Integrirbarkeit  zwischen  0  und  oo  zu  fordern 
braucht,  wenn  nur  das  Integral  von 

f{X''2cty}/t)eri^dy 
zwischen  den  Grenzen  ^  oo  und  +  ^  einen  bestimmten  Werth  repräsentirt. 

Dies  tritt  z.  B.  dann  immer  ein,  wenn  f{x)  eine  durchweg  stetige 
Function  ist,  die  auch  für  o;  =  00  endlich  bleibt.  In  diesem  Falle  giebt  es 
immer  nur  eine  Lösung  der  gestellten  Aufgabe,  welche  in  der  angegebenen 
Form  ausgedrückt  ist. 

Auch  hier  gilt  die  bereits  oben  gemachte  Bemerkung  über  die  Will- 
kürlichkeit des  Nullpunktes  der  Temperatur^  woraus  man  von  vornherein 
ersieht,  dass  es  unwesentlich  ist,  ob  man  eine  Function  f{x)  einführt,  die 
im  unendlichen  den  Werth  null  oder  irgend  einen  endlichen  Werth  hat. 

Würde  die  Function  f(x)  im  unendlichen  selbst  unendlich,  so  kann  die 
Formel  10)  zwar  auch  noch  einen  bestimmten  Werth  behalten  und  eine 
Lösung  der  Differentialgleichung  liefern ,  doch  würde  der  Beweis  der  Ein- 
deutigkeit neue  Untersuchungen  erfordern. 

§4. 
Die  Kugel. 

Mit  Einführung  von  Polarcoordinaten  r,  ^,  tf;  für  das  Innere  und  die 
Oberfläche  einer  Kugel  erhftlt  die  Differentialgleichung  für  den  Temperatur 
zustand  die  Form: 

d^u  ,    1  d^u      cotg»  du"] 


Bei  einer  homogenen  mit  Masse  erfüllten  Vollkugel  vom  Radius  22  sind 
die  Qrenzbedingungen  gegeben: 
'    a)  u  =  /'(r,^,t/;)  für  ^  =  0 

und  entweder 

b)  «  =  9(^,^,0  ^  r=^Ry 

d.  h.  die  Temperatur  an  der  Oberfläche,   oder  wenn  die  Temperatur  des 
Gases,  mit  welcher  die  Kugel  in  Berührung  steht,  bekannt  ist: 

c)  ^  +  h[u-q>{9,rt>,t)]=0  fttr  r  =  B; 

h  bedeutet  die  Constante  der  Wärmeleitung  an  der  Oberfläche. 

Da  die  Lösung  dieser  Aufgabe  in  Heine 's  Theorie  der  Kugelfunctionen 
genau  behandelt  ist,  obwohl  dort,  was  nicht  noth wendig  ist,  die  Entwickel- 
barkeit  der  Function  q>  nach  Kugelfunctionen  vorausgesetzt,  und  überdies 
von  vornherein  angenommen  wird,  dass  auch  die  zweiten  Ableitungen  der 
gesuchten  Function  im  Innern  der  Kugel  durch  Kugelfunctionen  darstellbar 
sind,  so  kann  ich  mich  darauf  beschränken,  anzugeben,  wie  man  auch  hier 
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nach  der  nämlichen  allgemeinen  Methode  zur  Bildung  der  Function  gelangt, 
Yon  welcher  man  dann  durch  eine  nachträgliche  Untersuchung  zu  zeigen 
hat,  daes  sie  allen  geforderten  Bedingungen  genügt. 

Die  gesuchte  Function  muss,  da  sie  stetige  erste  Ableitungen  nach 
r,  ^,  g>  im  Innern  der  Kugel  besitzen  soll,  1>ei  jedem  Werth  von  r  kleiner 
als  B,  durch  eine  nach  Kugelfunctionen  fortschreitende  Beihe  darstellbar 
sein.     Wir  setzen  demnach:  od 

2)  u(^,r,0,^)  =  VZn, 

wobei 


3)  Xn  =  ^^Ü  TwPW  {cosy)  d c 


ist  Die  Integration  erstreckt  sich  bei  jedem  Werthe  von  r<C.-R  über  die 
Oberfläche  der  zugehörigen  Kugel;  da  ist  das  Oberflächenelement  der  Kugel 
mit  dem  Badius  1;  17  und  a>  sind  die  Variabelen  der  Integration,  welche 
an  Stelle  von  0  und  if;  treten,  und 

cosy  =  cos%  cosfi  +  sin^  sinti  cos{cd  —  rj;). 

Die  Grössen  Xn  sind  nun  Functionen  von  r,  ^,  tf;  und  L  Welche  Be- 
dingungen müssen  dieselben  erfüllen ,  damit  die  Function  u  die  Differential- 
gleichung 1)  befriedigt? 

Mnltiplicirt  man  die  Differentialgleichung  1) ,  indem  man  sich  dieselbe 
in  fi  und  0»  geschrieben  denkt,  mit  I^'*^{cosy),  was  auch  kürzer  mit  P^"^ 
bezeichnet  werden  soll,  und  integrirt  alsdann  beide  Seiten  über  die  Ober- 
föche  einer  Kugel  mit  dem  Badius  1,  so  wird  die  linke  Seite  gleich: 

4ä     dXn 


^)  /r^'""'"'=r/«^""^''=i 


2«  +  l    dt 
Die  rechte  Seite  ergiebt,  abgesehen  von  dem  Factor  et*, 

Das  zweite  Integral  lässt  sich  umformen;  es  ist  da^sintidri  doa^  und 
wendet  man  auf  die  einzelnen  Glieder  das  Verfahren  der  theilweisen  Inte- 
gration an,  so  findet  man,  dass  dieses  Integral  den  Werth  bekommt: 


/-[ 


Gemäss  der  partiellen  Differentialgleichung,  welcher  die  Kngelfunction 
P<")  genügt,  ist  der  in  der  Klammer  enthaltene  Ausdruck  gleich 

-n(«+l)/X") 
und  sonach  erhält  man  für  den  Ausdruck  5) 

Zusammen   mit   der  Gleichung  4)   folgt  also  aus  der  ursprünglichen 

rOgle 


Differentialgleichung  für  die  Grössen  Xn  die  partielle  Differentialgleichung 
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„  dx„     .ra»z,.2az„    n(n+ i)^i 

Es  sind  also  die  Grössen  X„  Engelfnnctionen  n^  Ordnnng  der  Varia- 
belen  0  und  ^ ,  welche  ausserdem  von  den  Parametern  r  und  t  so  abhttngen, 
dass  sie  dieser  partiellen  Dififerentialgleichung  genügen. 

Wie  man  diese  Gleichung  zu  behandeln  hat,  ist  bekannt  Man  zerlege 
die  Function  X«  in  zwei  Summanden: 

8)  z,=  r.  +  z„. 

Der  Theil  7n  soll  von  t  unabhängig  sein  und  die  Gleichung 

9)  ^+2ar._«(«+i) 


'=2 

u 


befriedigen.     Im  Innern  der  Kugel  soll  t?  =  ^^  F«  eine  nebst  ihren  ersten 

u 
Ableitungen  stetige  Function  von  r  sein,   und  für  rs=i2  soll  sie  entweder 

der  Bedingung  b)  oder  der  Bedingung  c)  genügen. 

Der  Theil  Z«  soll  die  Differentialgleichung 

erfüllen;  igc=^^  ^«^soll  innerhalb  der  Kugel  eine  nebst  ihren  ersten  Ab- 
leitungen stetige  Function  von  r  sein,  welche  für  r  =  R  bei  allen  Werthen 
von  t  entweder  die  Bedingung  ir  =  0  oder  —  -f  Au;  =  0  erfüllt,  und  welche 

für  ^  ^  0  in  die  Function  /"(r,  ^,  ^)  übergeht. 

Die  Bestimmung  von  Tm  ist  einfach.     Denn  es  folgt  aus  der  Gleichung 
9)  das  allgemeine  Integral 

wobei  die  GrOssen  Cn  und  C«,  Yon  r  unabhängig,  Kugelfunctionen  der 
Yariabelen  ^  und  if;  sind.  Da  v  eine  stetige  Function  von  r  auch  für  r  ==  0 
sein  soll,  so  ist  (7'n  =  0,  also 

^^^f^Cn  und  C.  =  ?^±il  ri;/>Wi<r. 

Wenn  nun  die  Function  v  für  r  =  i2  gleichmttssig  stetig  in  den  Werth 
9)(d,  t/;,  0  übergeht,  so  ist 

also 

11)  »  =  ^^(2«  +  l)^yV(i?>».0^<'><*«'. 

oder  wenn  man  summirt: 

'.cosy+t*)'i* 


19^  „_.R(iP-f^  r        ipifi,<»,t)dc 
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Daes  dieses  Integral  in  der  That  den  geforderten  Grenzbedingongen  genügt, 
ist  nach  dem  von  Poisson  angegebenen  Verfahren  zu  beweisen. 

Liegt  die  Bedingung  c)  vor,  so  erhSlt  man  aus  der  Gleichung  fOr 
r  =  B: 

rn-^P(»Mtfl^   +h[fvP<^)da]       '^hffpP(*>d0=^O. 

ist,  80  wird 

13)  (7.(»  +  ÄÄ)i?—»  =  :^(2w  +  l)/V /'<"><«« 

und  schliesslich  ist  wiederum  der  Beweis  fOr  den  Grenzübergang  zu  liefern. 

Die  Bestimmung  von  Z«  aber,  die  sich  durch  die  Substitution  Zm  =  —  F« 

etwas  vereinfachen  iSsst,  erfordert  die  Einführung  von  Cylinderfunctionen 
und  ist  Yon  Poissoui  Biemann  und  Heine  in  den  genannten  Werken 
erledigt  worden;  nur  fehlt,  wenigstens  bei  einer  beliebig  gegebenen  stetigen 
Function  /"(r,  O,  ^),  der  Nachweis,  dass  die  Function  10  für  f  =  0  in  die 
gegebene  Function  f  übergeht.  Yon  Heine  ist  diese  Lücke  noch  nicht 
vollständig  ausgefCQlt  worden;  doch  lässt  sie  sich  auf  Grund  der  Heine- 
schen Untersuchungen*  beseitigen.  Ich  will  daher  im  folgenden  Paragra- 
phen das  einfachste  Beispiel  dieser  Art  erledigen,  welches  neuerdings  nach 
einem  von  Herrn  Christof  fei  angedeuteten,  jedoch  minder  einfachen  Ver- 
fahren von  Herrn  Fudzisawa**  gelöst  worden  ist.  Die  Methode,  welche 
ich  anwende,  wird  sich  auch  in  dem  allgemeinen  Falle  als  nützlich  erweisen. 

§5. 

Die  Kugel  in  einem  diathennanen  Medium. 

Die  Temperatur  w  im  Innern  einer  homogenen  Kugel,  deren  Badius 
der  Einfachheit  wegen  wiederum  gleich  n  gesetzt  werde,  ist  in  jedem  Punkte 
nur  Ton  dem  Abstände  x  Yom  Mittelpunkt  der  Kugel  abhftngig,  wenn  die- 
selbe zur  Zeit  ^  =  0  als  Function  F{x)  von  x  allein  gegeben  ist,  und  wenn 
die  Kugel  sich  in  einem  Medium  von  constanter  Temperatur,  welche  gleich 
nuU  gesetzt  wird,  befindet.  Die  Bestimmung  des  Wftrmezustandes  hängt 
dann  nur  ab  von  der  Ermittelung  einer  Function  vsssxiv,  welche  den  Be- 
dingungen genügen  muss: 

*  Einige  Anwendungen  der  Besiduenrechnung  von  Cauchy.  (Journal  f.  Math., 
Bd.  89.    Handbuch  der  Kugelfunctionen,  2.  Aufl.,  Bd.  2  S.  218.) 

**  üeber  eine  in  der  Wärmeleitungstheorie  auftretende,  nach  den  Wurzeln 
einer  transscendenten  Oleichong  fortschreitende  unendliche  Beihe.  Diss.  Strass- 
bnrg  1886. 
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b)  v  =  xF{x)^f{x)   für  f==0. 

c)  t;  =  0  für  art=0,      -^  +  hv  =  0  fttr  a?  =  3r. 

Bezeichnet  man  mit  il|,  il,,  ...,  l^  ...  der  Grösse  nach  geordnet  die 
Wurzeln  der  transscendenten  Gleichung 

1)  lcosxk  +  h8innl=^0^ 

so  wird  nach  dem  Yon  Fourier  angegebenen  Verfahren 


2)  v^^Ke-^'^'^sinilnx) 


11  =  1 


und  die  Coef&cienten  b  sollen  der  Gleichung  genügen: 

X 

j  f(x)  8in{lnX)  dx  ^ 


5tnilna;dlrr. 


jisinXnxydx 


0 

Es  ist  zu  beweisen,  dass  die  Etoihe  2)  für  ^  =  0  nach  dem  Werthe  f{x) 
convergiri 

Bei  jedem  Werthe  t^O  conyergirt  die  Reihe  2)  gleichmSssig;  sie 
stellt  für  0?  =  3t  eine  stetige  Function  von  t  dar,  n&mlich 


4)  ri,  (0  =  y  6n  6—'^*«  «n  (X„  ä). 


Im  ersten  Paragraphen  ist  nun  die  Aufgabe  gelöst,  das  Integral  u  der 
partiellen  Differentialgleichung  zu  bilden,  wenn  die  Grenzbedingungen  ge- 
geben sind 

b')  u=:f{x)  für  <  =  0, 

c)  M  =  0  für  a:  =  0,     u=s^(0  für  3?  =  «. 

Diese  Function  ist  dargestellt  durch  die  Beihe: 
*=»  * 

6)  u  =  ^€^yi{'-iy-^k8inkxJi,{e)e-^'^^^-*U0 

+  —  >  e-**«^'  5mA; a;  /  f{e)  sinke  de. 
^^  0 

Setzt  man  hier  für  ^(^r)  gemäss  der  Gleichung  4)  die  Beihe 

«SS» 
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und  kann  man  nachweisen,   dass  dann  die  Function  u  identisch  wird  mit 
der  Function  v  [Gleich.  2)] ,   so  ist  damit  bewiesen ,   dass  «/  fdr  ^  =  0  nach 
dem  Werthe  f(x)  convergirt. 
Es  ist  „_ 

n  =  l 

und  das  Integral  dieser  Reihe  zwischen  den  Grenzen  £  und  t  kann  durch 
gliedweise  Integration  gebildet  werden,  wenn  e  ein  beliebig  kleiner  Werth 
^0  ist,  weil  die  rechte  Seite  gleichmKssig  convergirt,  so  lange  e  grösser 
als  null  ist    Es  ist  also 

Lfisst  man  s  nach  null  convergiren,  so  folgt,  weil  die  rechte  Seite 
auch  ftlr  e  =  0  zufolge  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  X„  gleichmässig  con- 
vergirt: 


6)       f^{z)fr^^^^^-^)dz^^lnsm{Kn)-    ^.^^^,^^^ 
Mithin  wird  u  durch  folgenden  Ausdruck  dargestellt: 

its=  .  11  =  1        ** 


0 

Die  zweite  Summe  ist  nichts  Anderes,  als  .die  Function  v  in  Form  der 
^wöhnlicheji  Fourier'schen  Beihe,  die  nach  Sinus  der  ganzen  Vielfachen 
▼on  X  fortschreitet.     Denn  es  ist  • 

2^ 

0  —•  0 

2  V, 


-  Iv9mkxdx=  —  /.5„e~*'V«  1  $in{knCt^)8inhxdx 

31  J=l  A„    —  « 


Damit  also  t;  =  tt  sei,  muss  nur  noch  gezeigt  werden,   dass  die  erste 
and  dritte  Summe  in  der  Gleichung  7)  sich  aufheben,  dass  also 

«=»  * 

(- 1)*  ^yjjzj^sin{kn^)  =-fm  sink0  dz 
"="    "  0 
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ist  Setzt  man  ftlr  &«  seinen  Werth  aus  der  Qleichong  3)  ein,  und  berllek- 
sichtigt  man,  dass  die  Beihe  auf  der  linken  Seite  gleiohmässig  convergirt, 
so  ist  die  linke  Seite  gleich 

n 

0 
und  dieser  AuBdruck  ist  gleich  der  rechten  Seite,  falls  die  Gleichung  b^ 
steht:  .„^ 

'  ^      ^    jjfU  2Äi„  — stn2i,Ä  iU»  — Ä* 

Dies  aber  ist  die  von  Heine  bewiesene  Beihe,  welche  er  als  Yerallgismei- 
nerung  der  Lagrange^schen  Interpolationsformel  fOr  gewisse  transscendente 
Functionen  in  der  allgemeinen  Form 

bewiesen  hat.     Im  vorliegenden  Falle  ist 

A{X)^Xeo87Cl  +  h  sinnig  S(h,x)=8inkx. 
Gleichartige  Untersuchungen  sind  auch  Yon  Herrn  Dini  auageftlhrt  worden.* 
Es  ist  also  •—  und  das  wird  auch  fOr  das  allgemeinere  Wftrmeproblem 
yon  Nutzen  sein  ~  die  einfachere  Darstellung,  welche  nach  Wurzeln  der 
transscendenten  Gleichung  8vn{kn)^^0  fortschreitet,  in  Zusammenhang  ge- 
bracht mit  der  Darstellung ,  bei  welcher  die  Wurzeln  der  Gleichung 

Xcosn;k  +  h8innl=i0 
vorkommen.    Ist  im  ersten  Falle  der  ConvergenzbeweiB  geführt,  so  kann  er 
anch  im  zweiten   ohne   neue  Convergenzuntersuchungen  gewonnen  werden. 

*  Serie  di  Fourier,  Pisa  1880,  S.  189flgg. 
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IV.  Der  Kronecker'sohe  SnbdeterminantenBats. 

Da  aus  der  Determinante  a^^Ox^l^Xi^Xv  dadorcb,  dass  man  den  oombi- 
natorischen  Producten  aM^a^o  und  exiCXp  und  andererseits  deren  einzelnen 
Factoren  die  Quotienten 

g»t  « »  ai»w  ^*i  "  gn     gji.  '•  ei^e^.  ,en 

beifügt,  zwei  gleich wertbige  Determinantenausdrücke  entstehen,  so  kann  man 
sieb  in  der  aus  der  Gleichung 

»xj »«•  I «i, «a«  =  ö«. I ex^.ag^lez^  —  a»,  | ei„.ax„\ei^ 

hervorgehenden  Gleichung 

^    .         q«,  g»,  I  ex,  gj,  _  g«,  I  gj, .  g«,  |  ei 

jene  Quotienten  mit  den  Grössen  g«^,  g«,,  g^ig«»  tind  e^ii  ^i*»  giti^av  ver- 
banden denken.  Der  Subtrahendus  geht  dann  aus  dem  Minuendus  durch 
Verminderung  der  v  um.  1  hervor  und  nimmt  für  t?  =  2  den  Werth  an, 
den  der  rechts  stehende  Quotient  für  t;=l  hat,  während  für  v  =  n  der 
Minuendus  den  Werth  Og^exi  ^hSli  Setzt  man  daher  t7»2^  . .,  n  und 
addirt  die  dadurch  entstehenden  Gleichungen,  so  erhält  man  den  Eron- 
e  c  k  e  r  'sehen  Subdeterminan  tensatz 

^^  g«.  exm .  g«»  ex,     , —    —  I  —     —  V 

«»1  <^i.  = /i      '     I,  (g«,..g»p  gi .  .g»  I  ex,. .  ex„  e^.  .ß„), 

^y*        g»»  I  exp 

in  dem,  was  wir  durch  die  in  Klammem  gesetzte  Subdeterminante  andeuten, 

die  rechts  stehenden  Determinanten  mit  den  Quotienten 

g<, . .  g«,  g| . .  an     ex^ » «  gj,  gj . « Cn 

g», . .  g,r»  gi . .  On     g^i . .  gi»  gl . .  g» 

zu  verbinden  oder,  kürzer  ausgedrückt,  durch  die  Subdeterminante 

g«i .  •  g«,  g^ . .  g«  I  ex^  •  •  ga«  gi  • .  g« 
zu  ergänzen  sind. 

Wendet  man  den  Ero  neck  er 'sehen  Subdeterminantensatz,  der  in  der 

gegebenen  Form  sich  auf  die  Determinante  g^ . .  gn  |  g| . .  g»  bezieht,  auf  die 

Determinante 
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an,  80  ergiebt  eich,  da  die  in  ihr  auftretenden  combinatorischen  Producte 
infolge  der  Gleichung  p=pBi.e^  + .  .+pim*em  Yersch winden ,  für  die  bi- 
lineare Form  a^l^i^Pg  die  Darstellung 

in  der  die  den  Werthen  f;s=  1, ..,  m  entsprechenden  Determinanten  a^Pi\a^ex^ 
und  O]  ejr«  |  Os  Ps  i  ^^  ^^^  offenbar  nur  die  Grössen  i>x  e»,  i  • . ,  Pi  c«.  und 
P%^Xii  *  -1  Ps^a«  enthalten,  von  einander  unabhängige  lineare  Formen  für  p^ 
und  p^  sind. 

Aus  ihr  erhält  man  durch  einfaches  Weglassen  der  Indices  der  Grössen 
aj ,  a,  und  p^ ,  p^  für  die  quadratische  Form  a^p^  die  Darstellung 

'•'''*=^^^^fe^    ((ar-'i:...e;:e...e.|cir..eZe...«.) 
und  darnach  insbesondere  die  Darstellung 


9 


((a*)'»*«'c,,..eM,Ci..6m"). 


Berlin,  den  5.  Juli  1885.  Lbopold  Schbndel. 


V.  TTeber  einige  EigenBchaften  des  Systems  der  Kegelschnitte, 
die  drei  feste  Gerade  berühren. 

(Hierzu  Taf.  I  Fig.  1— 8.> 

Vorbemerkung.  Zwei  Ebenen  E^  und  E^  seien  quadratisch  aufein- 
ander bezogen  und  die  beiden  Dreiecke  der  Hauptpunkte  zur  Deckung  ge- 
bracht. Auf  dieses  Dreieck  ABC  beziehen  sich  die  homogenen  Coordinaten 
in  beiden  Ebenen  (Fig.  1).  Ferner  seien  die  Coordinaten  als  die  Abstände 
selbst  definirt,  die  ein  Punkt  Yon  den  drei  Seiten  dieses  Dreiecks  hat,  und 
es  mögen  die  Coordinaten  für  beide  Ebenen  mit  aSj,  c^^  x^  bezeichnet  wer- 
den. Dann  entspricht  einer  Geraden  g^  durch  die  Ecke  (7,  die  gegeben  ist 
durch  ,  ^         ^ 

eine  Gerade  g^^  deren  Gleichung 

/?irj  +  ax^  =  0. 
Bildet  nun  die  erste  Gerade  mit  CB  und  CA  die  Winkel  y^  und  y^ ,  so  ist 

Ä,       stwy, ß 

x^      siny^  a 

und  für  die  entsprechende  Gerade  g^  wird 

x^  a       siny^ 
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Daraus  folgt  aber,  dass  die  Gerade  g^  mit  AC  den  Winkel  y^  und  mit  BG 
den  Winkel  y^  bildet,  d.  h.  „g^  und  g^  liegen  symmetrisch  zur  Halbirongs- 
linie  des  Winkels  ACB\  g^  ist  das  Bild  Ton  g^^  gespiegelt  an  dieser  Winkel- 
halbirenden«^ 

Nehmen  wir  nnn  einen  beliebigen  Kegelschnitt,  der  CA  und  CB  be- 
rührt und  dessen  Brennpunkte  F^  und  F^  seien.  Zieht  man  dann  CF,  und 
CF^y  so  müssen  diese  beiden  Strahlen  nach  einem  bekannten  Satze  mit  den 
beiden  Tangenten  durch  C  gleiche  Winkel  einschliessen.  Dann  ergiebt  sich 
a'>er  sofort  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

„Hat  man  einen  Kegelschnitt,  der  zwei  Dreiecksseiten,  z.  B.  CA 
und  CB^  berührt,  und  zieht  man  vom  Schnittpunkte  der  beiden 
Tangenten  nach  dem  einen  Brennpunkte,  so  geht  der  diesem  Ver- 
bindungsstrahl entsprechende  durch  den  andern  Brennpunkt  des  Kegel- 
schnittes/ 
Aus  diesen  schon  bekannten  Eigenschaften  ergeben  sich  einige  vielleicht 
neue  Sätze. 

I. 

Wählen  wir  (Fig.  2)  einen  Kegelschnitt,  der  die  drei  Dreiecksseiten 
berührt.  Sind  f^  und  f^  seine  beiden  Brennpunkte,  so  müssen  nach  dem 
obigen  Satze  Af^  und  Af^^  Bf^  und  Bf^y  Cf^  und  Cf^  entsprechende 
Strahlen  sein.  Dem  Schnittpunkte  f^  der  drei  Strahlen  Af^^Bf^^  Cf^  muss 
also  der  Schnittpunkt  f^  der  drei  entsprechenden  Strahlen  Af^^  Bf^^  Cf^ 
entsprechen,  d.  h.: 

„Die  beiden  Brennpunkte  eines  jeden  dem  Dreieck  ABC  ein- 
beschriebenen Kegelschnittes  sind  entsprechende  Punkte  in  der  Trans- 
formation.'' 
Daraus  folgt  dann  aber :  Lässt  man  den  einen  Bi*ennpunkt  f^  auf  einer 
Curve  »**'  Ordnung  JPj*  fortrücken  und  construirt  immer  den  zugehörigen 
Kegelschnitt,  der  dem  Dreieck  ABC  einbeschrieben  ist,   so  beschreibt  der 
andere  Brennpunkt  in  jedem  dieser  Kegelschnitte  die  Curve  -Fg'",   die  der 
Curve  Fj^  in  der  quadratischen  Transformation  entspricht.  Diese  Curve  F^^^ 
ist  dann  also  von  der  (2n)^^  Ordnung  und  hat  die  Ecken  ABC  zu  n- fachen 
Punkten.     Wir  haben  also: 

„Lässt  man  in  dem  zweifach -unendlichen  System  der  Kegel- 
schnitte, die  drei  feste  Gerade  berühren,  den  einen  Brennpunkt  auf 
einer  beliebigen  Curve  F,"  n*^  Ordnung  fortrücken,  so  beschreibt 
der  andere  Brennpunkt  eine  Curve  Fg*"  von  der  2»*®°  Ordnung, 
welche  die  Schnittpunkte  der  drei  festen  Geraden  zu  n- fachen  Punk- 
ten hat.'' 

„Lässt  man  dagegen  den  einen  Brennpunkt  auf  einer  Curve  von 
der  (2v)**"  Ordnung  fortrücken,  welche  die  Schnittpunkte  der  drei 
Geraden  zu  v- fachen  Punkten  hat,  so  rttokt  der  andere  Brennpunkt 
auf  einer  Curve  von  der  v*^  Ordnung  weiter." 

Digitized  by  VjOOQIC 


122  Kleinere  Mittheilnngen. 

In  dem  einfach  unendlichen  System  von  Kegelschnitten,  das  zu  einer 
Curve  F^^  gehört,  sind  auch  (3n)  Doppelgerade  enthalten.  Denn  ist  X 
(Fig.  3)  einer  der  Schnittpunkte  yon  Jf^i"  mitiiC7,  so  entspricht  diesem  die 
Oegenecke  B^  und  BX  doppelt  gezfthlt  ist  der  Kegelschnitt,  der  zum  Punkte 
X  gehört.  F^^  schneidet  aber  jede  Dreiecksseite  in  n  Punkten,  also  sind 
3n  solche  zerfallene  Kegelschnitte  in  unserm  System  vorhanden. 

II. 

Die  Curven  Fj^  und  F^^^  sind  projectivisch  eindeutig  aufeinander  be- 
zogen; denn  jedem  Puiikte  von  F^  entspricht  ein  Punkt  Yon  F^  und  um- 
gekehrt.    Daraus  folgt: 

;,l8t  F^  eine  rationale  Curve,  so  ist  es  auch  die  F^,^ 

Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  dieser  beiden  Curven  sind 
immer  die  „grossenAzen"  der  Kegelschnitte  des  Systems,  um  nun  die 
Enveloppe  aller  dieser  Azen  zu  bestimmen,  stellen  wir  zunächst  allgemein 
folgende  Frage:  Wenn  zwei  beliebige  Curven  C*  und  C™  von  der  »**"  be- 
ziehungsweise m*^  Ordnung  projectivisch  eindeutig  aufeinander  bezogen 
sind,  von  welcher  Classe  ist  die  Enveloppe  der  Verbindungslinien  entspre- 
chender Punkte? 

Ist  S  (Fig.  4)  ein  beliebiger  Punkt  und  ziehen  wir  durch  ihn  irgend 
einen  Strahl  A,  so  schneidet  dieser  die  C^  in  n  Punkten  und  diesen  ent- 
sprechen n  Punkte  auf  der  C"*.  Die  Verbindungslinien  dieser  letzten  Punkte 
mit  S  wollen  wir  als  Strahlen  fi  bezeichnen.  Dann  ist  klar,  dass  jedem 
Strahl  k  im  Allgemeinen  n  Strahlen  fi  entsprechen.  Jedem  Strahl  fi  ent- 
sprechen aber  offenbar  m  Strahlen  A,  entsprechend  den  m  Schnittpunkten, 
welche  ein  Strahl  fi  mit  der  C"*  liefert.  Zwischen  den  Strahlen  X  und  f4 
besteht  aber  dann  eine  (mn) -Correspondenz,  also  kann  es  (m-|-n)-mal  ein* 
treten,  dass  ein  Strahl  A  mit  einem  Strahl  ft  zusammenföllt ,  d.  h.  es  giebt 
(w  +  n)  Tangenten  des  Erzeugnisses  von  C7"  und  C*»,  die  durch  den  Punkt  S 
gehen.     Die  Enveloppe  ist  also  von  der  {n+tn)^^  Classe. 

In  unserem  System  von  Kegelschnitten  ist  nun  die  eine  Curve  von  der 

»*•",  die  andere  von  der  (2n)**"  Ordnung.  Wir  erhalten  dann  folgenden  Satz: 

„Die  grossen  Azen  all'  der  Kegelschnitte,  welche  einem  Dreieck 

ABC  einbeschrieben  sind  und  deren  einer  Brennpunkt  auf  einer 

Curve  n*^  Ordnung  fortrückt,  umhüllen  eine  Curve  (3n)**'  Classe«' 

Die  (3n)  Geradenpaare  oder  Doppelgeraden,  welche  in  dem  System  der 
Kegelschnitte  enthalten  sind,  berühren  natürlich  auch  diese  Curve  (3n)^' 
Classe. 

m. 

Wir  wollen  nun  den  Ort  der  Mittelpunkte  unseres  Kegelschnittsystema 
untersuchen.  —  In  der  quadratischen  Transformation  entspreche  ganz  all- 
gemein einer  Curve  C"  eine  andere  C*"  von  der  (2n)'*"  Ordnung  (Fig.  5). 
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Dann  sind  beide  Carven  projectiviBoh  eindeutig  aufeinander  bezogen  und 
jedem  Punkte  /^j  von  0^  entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt  P^  auf  (7^"  und 
umgekehrt. 

Wenn  man  nun  die  Verbindungslinie  PiP^  immer  in  constantem  Ver- 
hältniss  x:^  theilt,  wo  liegen  die  dadurch  erhaltenen  Punkte  Q? 

Die  Oleichung  der  Curve  O"  wi'f{X]^x^x^)  =  0.     Ist  dann  x\x\x\  ein 
Punkt  /\  derselben,  so  hat  man  zunächst 

1)  nx^x\x\)^Q. 

Dem  Punkte  P^  entspricht  ein  Punkt  P^  mit  den  Coordinaten  yiy^y^  und 

man  hat 

Q  Q  Q 

y^=v:  *«=^'  »'»=?;• 

Das  Q  bestimmt  sich  nun  aus  der  Relation,  die  zwischen  den  drei  homo- 
genen  Coordinaten  eines  Punktes  immer  statthat.  Sind  nämlich  aho  die 
Längen  der  drei  Dreiecksseiten  des  Fundamentaldreiecks  und  ist  K  sein 
doppelter  Inhalt,  so  muss  man  haben 

ay^  +  hy^  +  ey^^K^const.  oder  ^- |:^+-r +4}  =-K', 

daraus  ,    ^    , 

^x^x^x^ 

^      ax\  x\  +  hx'^  x\  +  cx\  of^ 

Die  Coordinaten  X^X^X^  des  Punktes  Q,  der  die  Strecke  P^  P^  im  bestimm- 
ten AbstandsYerhältniss  Kifi  theilt,  sind  aber 

Die  Gleichungen  1)  und  2)  bestimmen  zusammen  den  Ort  der  Punkte  Q 
insofern ,  als  sich  aus  2)  zu  jedem  Punkte  x\  x\  x\ ,  welcher  der  Gleichung 
1)  genfigt,  der  zugehörige  Punkt  Q  ergiebt. 

Um  nun  den  Grad  fUr  den  Ort  der  Punkte  Q  festzustellen ,  bestimmen 
wir  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  dieses  Ortes  mit  einer  beliebigen  Geraden 

ax^  +  ßx^  +  yx^^O. 
Fflr  die  Schnittpunkte  hat  man  dann  zunächst  yermOge  der  Gleichungen  2) 

a(xa?',*  +  iLQ)x\x\  +  ß{%x\^  +  iJ^Q)x\  x\  +  y{^x\^  +  f«  q)x\  x\  =  0 
oder^  wenn  man  den  Werth  für  ^  einsetzt, 
3)  o(xa  oj'j  x^x\  +  iihx\x\  +  %cx\  x\  +  iiKx\x\) 

+  ß{%bx\x\x\  +  Kcx\x\  +  %ax\x\  +  iiKx'^x\) 
+  y  (xc  x\x\  x\  +  %a  x\x\  +  iibx\x\  +  ^Kx\  x'^  =  0. 

Dieser  Gleichung  und  ausserdem  der  Gleichung  1)  müssen  also  die  Coordi- 
naten x\x\x\  genügen.  Die  Gleichung  1)  ist  aber  Yom  n^°  Grade,  die 
Gleichung  3)  vom  dritten  Grade,  idso  giebt  es  (3n)  Werthepaare,  welche 
beiden  Gleichungen  genügen.  Der  Ort  der  Punkte  Q  ist  also  Ton  der 
(3f»)ia&  Ordnung. 
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Nehmen  wir  nnn  speciell  s(=:fA=  1^  so  erhalten  wir  den  Ort  der  Ual- 
birpunkte  oder  bei  nnserm  System  yon  Kegelschnitten  den  Ort  der  Mittel- 
punkte.    Es  ist  also  der  Satz  bewiesen: 

„Die  Mittelpunkte  aller  einem  Dreieck  einbeschriebenen  Kegel- 
schnitte, deren  einer  Brennpunkt  auf  einer  Gurre  n^  Ordnung  fort- 
rückt, liegen  auf  einer  Curve  (3n)***"  Ordnung." 
Von   dieser  Cunre  der  Mittelpunkte  sind   (3n)  Punkte  gegeben;   denn 
wenn  die  Schnittpunkte  der  F^  mit  den  Dreiecksseiten  je  mit  der  Oegenecke 
verbunden  werden,   so  liefern  die  Halbirpunkte  der  so  erhaltenen  Strecken 
Punkte  der  Curve, 

IV. 

In  den  beiden  Ebenen  Ej  und  E^  giebt  es  vier  sich  selbst  entsprechende 
Punkte.  Da  dann  für  einen  Kegelschnitt,  der  einen  dieser  vier  Punkte  zum 
Brennpunkt  hat,  der  andere  auch  damit  zusammenfallt,  so  müssen  diese 
Kegelschnitte  Kreise  sein.  In  der  That  sind  auch  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  die  vier  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  nichts  Anderes, 
als  die  Mittelpunkte  der  vier  Kreise,  welche  die  drei  gegebenen  Geraden 
berühren.  Der  Mittelpunkt  des  Kreises,  der  die  drei  Geraden  auf  den 
Strecken  AB^  BCy  AC  berührt,  ist  der  „ Einheitspunkt ^  der  Coordinaten. 

Geht  eine  Curve  F^^  durch  einen  dieser  vier  Mittelpunkte,  so  geht 
auch  die  entsprechende  F^^  durch  den  nämlichen  Punkt.  Durch  denselben 
läuft  dann  auch  die  Curve  der  Mittelpunkte  des  Kegelschnittsystems. 

Die  beiden  Ebenen  E|  und  E,  sind  übrigens  involutorisch  aufeinander 
bezogen,  d.  h.  einem  Punkte,  betrachtet  als  zur  Ebene  E^  oder  E^  gehörig, 
entspricht  immer  wieder  der  gleiche  Punkt.  Dies  ergiebt  sich  schon  daraus, 
dass  für  einen  Punkt  seine  drei  Coordinaten  immer  dieselben  sind,  mag  nun 
der  Punkt  als  zur  Ebene  E^  oder  E,  gehOrig  angesehen  werden.  Denn  die 
Coordinaten  sind  ja  in  beiden  Ebenen  als  die  senkrechten  Abstände  des 
Punktes  von  dem  nämlichen  Dreieck  definirt 

Wenn  dann  aber  (Fig.  6)  in  der  Transformation  einer  Curve  F,"  eine 
andere  F^^  entspricht  und  wir  betrachten  einen  der  Schnittpunkte  von  F^ 
und  F^  und  nennen  ihn  P^  und  Q^  als  Punkt  von  E|  beziehungsweise  E,, 
so  mnss  also  diesem  Punkte  ein  und  nur  ein  Punkt  entsprechen  und  dieser 
muss  offenbar  auch  wieder  zugleich  auf  F^  und  F^  liegen.  Die  2r?  Schnitt- 
punkte von  F^  und  F^  sind  einander  also  paarweise  zugeordnet  in  der  Art, 
dass  immer  einem  Schnittpunkte  ein  bestimmter  anderer  entspricht 

Die  Curven  F^  und  F^^  sind  durch  die  Transformation  projectiTisch 
eindeutig  aufeinander  bezogen.  Die  Enveloppe  der  Verbindungslinien  ent- 
hält dann  aber  auch  die  Verbindungslinie  zweier  solcher  einander  entspre- 
chender Schnittpunkte  als  Tangente  und  zwar  doppelt  gezählt,  z.  B.  als 
P^P^  und  QiQ^'     Die  r?  Verbindungslinien  der  einander  paarweise  zugeord- 
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neten  Schniitpankte  der  zwei  entsprechenden  Cnnren  sind  also  Doppeltan- 
genten des  Erzeugnisses  der  beiden  Carven.     Wir  haben  also: 

„Die  Curve  (Sn)***^  Classe,  welche  von  den  sKmmtlichen  grossen 

Axen  des  Eegelschnitisystems,   das  zur  Cnrve  F^  gehört,  umhüllt 

wird,  hat  im  Allgemeinen  ffi  Doppeltangenten/ 


Wenn  f^  der  eine  Brennpunkt,  AB^  ÄO^  BC  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes sind,  so  findet  man  (Fig.  7)  den  andern  Brennpunkt  bekanntlich 
in  folgender  Weise.  Man  föllt  von  f^  aus  die  Lothe  auf  die  drei  Tangen- 
ten und  construirt  den  Kreis  durch  die  Fusspunkte.  Der  durch  den  gegebe- 
nen Brennpunkt  f^  gehende  Durchmesser  f^M  ist  dann  die  grosse  Axe  des 
Kegelschnittes  und  auf  ihm  liegt  der  andere  Brennpunkt  f^  so,  dass 
Mf^^Mf^.  unter  Bezugnahme  auf  die  bereits  abgeleiteten  Resultate 
würden  sich  aus  dieser  Construddon  verschiedene  Sätze  ergeben. 

Weiter  l&sst  sich  aber  Folgendes  erkennen.  Nimmt  man  (Fig.  8)  den 
Punkt  f^  auf  dem  dem  Dreieck  ABC  umschriebenen  Kreise  an,  so  liegen 
nach  einem  bekannten  Satze  die  Fusspunkte  der  drei  Lothe  auf  einer  Ge- 
raden und  wenn  man  zu  sämmtlichen  Punkten  des  Kreises  diese  zugehörigen 
Fnsspunktslinien  construirt;  so  umhüllen  diese  eine  dreispitzige  Curve  von 
der  vierten  Ordnung  und  dritten  Classe.  ABO  sind  die  Spitzen  derselben, 
die  drei  Höhen  die  Bückkehrtangenten  in  ihnen. 

Wenn  man  dann  aber  von  f^  aus  auf  die  zugehörige  Linie  der  Fuss- 
punkte die  Senkrechte  fällt,  so  muss  auf  ihr  in  unendlicher  Feme  der 
Punkt  M  gelegen  sein;  es  rückt  also  auch  der  andere  Brennpunkt  f^  in 
imendliche  Feme^  d.  h.  der  zu  einem  solchen  Punkte  f^  gehörige  Kegel- 
schnitt ist  eine  Parabel  und  f^M  ihre  Axe.     Man  erkennt  dann  aber: 

„Die  Punkte  des  dem  Dreieck  ^£(7  umschriebenen  Kreises  stellen 
alle  Punkte  der  einen  oder  andern  Ebene  Tor,  deren  entsprechende 
in  der  andern  Ebene  im  Unendlichen  liegen.  Oder  kürzer:  Der  un- 
endlich entfernten  Geraden  entspricht  der  dem  Dreieck  ABC  um- 
schriebene Kreis.  ** 
Die  Gleichung  dieses  Kreises  ist 

a  «gajg  +  hXiX^  +  cx^x^  =  0. 

Die  beliebige  Curve  F|",  auf  der  wir  den  Brennpunkt  unseres  Kegel- 
Bchnittsjstems  sich  fortbewegen  lassen,  schneidet  nun  diesen  Kreis  in  (2n) 
Punkten  und  ebensoviel  unendlich  ferne  Punkte  hat  die  entsprechende  F^^^^ 
die  reell  sind  oder  nicht,  je  nachdem  die  Schnittpunkte  von  F^*  mit  dem 
Kreise  reell  oder  imaginär  sind.  Berührt  F^^  den  Kreis,  so  berührt  /*g'* 
die  unendlich  ferne  Grerade  der  Ebene  E,.  In  Bezug  auf  unser  Kegelschnitt- 
system  ergiebt  sich  daraus:  •         r^  i 
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„In  dem  Sjstem  der  Kegelschnitte,  welche  drei  (Gerade  berühren 
nnd  deren  einer  Brennpunkt  anf  einer  Corve  n^*^  Ordnung  fortrückt, 
sind  im  Allgemeinen  (2n)  Parabeln  enthalten."* 
Da  femer  die  zu  einem  Punkte  f^  des  dem  Dreieck  iifC7  umschriebe- 
nen Kreises  gehörige  Fusspunktsgerade  die  Scheiteltangente  der  betreffenden 
Parabel  ist,  so  kOnnen  wir  noch  hinzufügen: 

y,Die  (3n)  Scheiteltangenten  dieser  Parabeln  berühren  s&mmüich 
die  genannte  Linie  vierter  Ordnung  dritter  Classe.^ 
Natürlich  berühren  die  Axen  dieser  (3n)  Parabeln  auch  sSmmÜich  die 
Curre  (3n)^^  Classe,  welche  sich  als  Enyeloppe  der  Axen  des  K^^lschnitt- 
systems  ergab. 

Die  Schnittpunkte  Ton  /*|"  mit  dem  Kreise  und  die  unendlich  fernen 
Punkte  Yon  F^  liefern  dann  auch  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Curve 
(än)*^  Ordnung,  auf  welcher  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  des  Systems 
liegen.  Denn  es  ist  klar,  dass  dieser  Mittelpunkt  ins  Unendliche  fllllt,  wenn 
entweder  f^  oder  f^  im  Unendlichen  gelegen.  Für  die  Schnittpunkte  von  F^ 
mit  dem  Kreise  sind  aber  die  entsprechenden  zweiten  Brennpunkte  f^  im 
Unendlichen  gelegen  und  den  unendlich  fernen  Punkten  von  F^^  entsprechen 
n  Punkte  f^  auf  dem  dem  Dreieck  ^JßC  umschriebenen  Kreise.  Wir  kOnnen 
dies  dann  so  ausdrücken: 

„Die  Axen  der  (3n)  Parabeln  in  dem  Kegelschnittsystem  liefern 
die  3n  unendlich  fernen  Punkte  der  Curye  der  Kegelschnittsmittel- 
punkte. ^ 

VI. 

Nehmen  wir  als  speciellen  Fall  für  die  Curye  F^  eine  Gerade,  so 
erhalten  wir  folgende  Sätze: 

„Bückt  der  eine  Brennpunkt  eines  einem  Dreieck  ABC  ein- 
beschriebenen  Kegelschnittes  auf  einer  Geraden  fort,  so  beschreibt 
der  andere  Brennpunkt  einen  Kegelschnitt,  der  durch  die  Ecken  A^ 
By  C  geht  Je  nachdem  die  Gerade  den  dem  Dreieck  ABC  um- 
schriebenen Kreis  schneidet,  nicht  schneidet  oder  berührt,  ist  dieser 
Kegelschnitt  Hyperbel,  Ellipse  oder  Parabel. 

Die  grossen  Axen  dieser  sSmmtlichen  Kegelschnitte  umhüllen  eine 
Linie  von  der  dritten  Classe,  welche  die  gegebene  Gerade  zur  Ddppel- 
tangente  hat.  Dieselbe  ist  also  von  der  vierten  Ordnung.  Die 
Mittelpunkte  der  sftmmtlichen  Kegelschnitte  des  Systems  liegen  auf 
einer  Curve  dritter  Ordnung.  Verbindet  man  je  einen  Schnittpunkt 
der  gegebenen  Geraden  und  einer  Dreiecksseite  mit  der  dieser  lets- 


*  Ausserdem  gehören  auch  zu  den  n  unendlich  fernen  Punkten  yon  J*|"  als 
zugehörige  Kegelschnitte  Parabeln,  so  dass  im  Ganzen  (Sn)  Parabeln  in  dem 
System  vorhanden  sind. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Kleinere  lüttheilnngen,  1^7 

teren  gegenüberliegenden  Ecke,  so  geht  diese  Cnrve  dritter  Ordnung 
auch  durch  die  Halbirpunkte  dieser  drei  so  erhaltenen  Strecken.^ 
München,  April  1886.  Carl  Dobhlbmann, 

Oand.  matfa. 


Tl.  Berichtigung. 

Infolge  einer  Anregung  durch  Herrn  Professor  Dr.  Sturm  wird  hin- 
sichtlich der  in  Jahrgang  XXXI  dieser  Zeitschrift  S.  193  veröffentlichten 
Arbeit:  „Die  Erzeugung  polarer  Elemente  fClr  Flftchen  und  Curven  durch 
die  projectivische  Verallgemeinerung  des  Schwerpunktes"  nachstehende  Er- 
g&nzung  bez.  Berichtigung  gegeben« 

Auf  S.  201  finden  sich  folgende  Sätze: 
Die   Pole,    welche   der   Axe  Die   Polarebenen,    welche 

eines  Ebenenbüschels  in  Be-  dem  Strahle  einer  Punktreihe 
zug  auf  die  Schnittcuryen  sei-  in  Bezug  auf  die  aus  diesen 
ner  Ebenen  mit  einer  FlSche  Punkten  an  eine  Fläche  geleg- 
entsprechen, bilden  eine  ge-  ten  Bertthrungskegel  entspre- 
rade  Punktreihe.  chen,    bilden    ein    Ebenenbü- 

schel erster  Ordnung. 

Eine  einfache  Betrachtung  zeigt,  dass  die  hiemach  einer  gegebenen 
Geraden  entsprechenden  beiden  polaren  Geraden  fOr  jede  Fläche  i^usammen- 
feilen.  Somit  sind  auch  einer  Geraden  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Baum- 
cnnre  nicht,  wie  auf  S.  207  gefolgert  wurde,  vier,  sondern  nur  zwei  Ge- 
rade polar  zugeordnet. 

Femer  ergiebt  sich  bezüglich  der  Sätze  S.  203  oben  aus  der  vorher- 
gehenden Begründung  des  §  3 : 

Enthält  der  aus  einem  Punkte  der  Gegenebene  an  die  Fläche  gelegte 
Bertthrungskegel  unter  seinen  Strahlen  Inflexionstangenten  der  Fläche,  so 
bildet  die  Berühmngscurve  des  Kegels  längs  einer  solchen  Tangeute  ein 
Element  mit  constanter  —  von  der  Lage  des  Eegelscheitels  auf  der  In- 
flexionstangente  unabhängiger  — Krümmung*;  die  Inflexionstangente  selbst 
wird  eine  Bückkehrkante  des  Kegels.  Da  jede  durch  diese  Rttckkehrkante 
gelegte  Ebene  eine  Tangentialebene  der  Berührungscurve  darstellt,  während 
der  zugehörige  Berühmngspunkt  im  Allgemeinen  nur  als  einfacher,  nicht 
singnlftrer  Punkt  der  Fläche  auftritt,  folgt: 

Um  den  Pol  der  Ebene  s  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zu  erhalten, 
suche  man  den  Pol  von  c  in  Bezug  auf  die  Berühmngscurve  des  Tangen- 
tialkegels  aus  einem  Punkte  von  c  und  bringe  dann  (im  Sinne  der  Ab- 


*Vergl.:  „Beziehungen  zwischen  den  Krümmungen  reciproker  räumlicher 
Qebüde«,  Bd.  XXX  S.  160  dieser  Zeitschrift.  ^  , 
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handlnng)  diejenigen  Punkte  der  Berührungscurve,  in  welchen  die  Kegel- 
strahlen die  Flftche  OBcnliren,  mit  dem  Gewichte  1  in  Abreohnong. 

Entsprechend  hat  man  bei  Bestimmung  der  Polarebene  zu  einem  Punkte 
in  Bezug  auf  eine  Fläche  die  Tangentialebenen,  welche  sich  in  den  In- 
flexionspunkten  der  Schnittcurye  in  einer  durch  den  Punkt  gehenden  Ebene 
an  die  Fläche  legen  lassen,  von  der  Developpabeln  dieser  Schnittcurye  in 
Abzug  zu  bringen. 

Falls  diese  bei  allen  Flächen  von  höherer  als  zweiter  Ordnung  auf- 
tretenden ausgezeichneten  Elemente  sich,  wie  dies  vielfach  geschieht,  als 
feste  singulare  (Gebilde  absondern,  behält  ftlr  den  eigentlichen,  als  Best 
verbleibenden  Tangentialkegel  bez.  Schnittcurve  der  Satz  die  ursprüngliche 
Fassung. 

Tarnowitz,  im  October  1886.  Dr.  Gbisenheimer. 
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Die  Baumcnrven  vierter  Ordnung  erster  und 

zweiter  Speoies  in  ihrem  Zusammenhang  mit 

den  Steiner'schen  ^chliessungsproblemen  bei 

den  ebenen  Curven  dritter  Ordnung. 

Von 

Dr.  V.  Eberhard 

in  Breslau. 
(S  o  h  1 Q  8  1.) 

Capitel  ra. 
Zur  Theorie  der  RanmcurTen  yierter  Ordnung  erster  Species. 

§  12.    Bas  Seoantenquadrnpel  einer  C/. 

Die  nnter  §  8  entwickelten  charakteristischen  Eigenschaften  für  die 
Stammform  des  St  einer  *schen  Secantensystems  einer  C*  1.  Sp.  führen  zn 
einem  Satze  Aber  diese  Curve,  der  an  und  für  sich  als  yon  denselben  nn- 
abhSngig  erscheint  und  der  sich  fQr  die  Theorie  der  C*  von  fundamentaler 
Bedeutung  erweist.    Dieser  Satz  lautet: 

1.  Sind  5|,  5g',  «3  irgend  drei  Secanten  der  C^  und  0^,  0|,  ^3  drei  yer- 
Snderliche  Ebenen  durch  dieselben,  welche  der  C^  zum  dritten  und  vierten 
Male  resp.  in  den  Punktepaaren  p|T|,  pg^ai  Ps^s  hegegnen,  und  treffen  end- 
lich die  Ebenen  ts,  q  der  Punkte  p  und  r  die  Curve  zum  yierten  Mal  in 
den  Punkten  p^  und  T4,  so  schneiden  alle  möglichen  Secanten 
1^414!  eine  und  dieselbe  feste  Secante  s^  d^r  C^,  Die  vier  Secanten 
5  sollen  ein  Secantenquadrupel  der  Curve  heissen. 

Beweis.  Wir  führen  die  Construction  für  einen  Fall  aus  und  schnei- 
den in  der  resultirenden  Configuration  F  die  C^  mittels  einer /Ebene  a^ 
durch  die  Secante  |))4T4|  in  der  supplementären  Secante  ^4.  Es  wird  gezeigt 
werden,  dass  alle  möglichen  Secanten  |p4r4|  die  feste  Secante  8^  schneiden. 

Es  genügt  nachzuweisen ,  dass ,  wenn  a^^ ,  a^i ,  c^i  drei  andere  Ebenen 
durch  die  Secanten  8^,  s^,  s^^  wenn  femer  p/i,  Tti  («=  1,  2,  3)  deren  zweite 
Paare  von  Dnrchschnittspunkten  mit  der  G*  sind,  und  wenn  endlich  ^4, , 
T4,  dia  vierten  Schnittpunkte  der  Ebenen  n^  und  g^  durch  die  Punkte  pa        j 
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und  Xii  mit  der  Curve  sind,  dass  dann  die  Secante  |))4ir4||  die  Secante  s^ 
schneidet. 

Zu  dem  Ende  halten  wir  in  der  Configuration  F  zunächst  die  Ebenen 
a^  und  c^  fest,  variiren  aber  a^;  dann  schneiden  alle  dabei  resultirenden 
Secanten  |))4r4|  die  Secante  s^  und  6^  dreht  sich  um  8^.  Denn  zufolge  der 
ursprünglichen  Configuration  F  sind  die  vier  Secanten  ^3 ,  |  ))i  t>8 1  <  ^41  1 1,  r,  | 
ein  Steiner*sches  System  der  0^. 

Durch  die  Coincidenz  der  Ebene  a^  mit  der  Ebene  031  und  folglich 
auch  der  Punkte  p^  und  pji,  x^  und  T31  gelangen  wir  zu  einer  Configura- 
tion F^,  In  derselben  halten  wir  die  Ebenen  «i  und  «gi,  also  auch  die 
Secanten  |  p^  p^^  \  und  |  r,  x^i  \  fest ,  variiren  aber  die  Ebene  a^ .  Dann  werden 
alle  dabei  resultirenden  Strahlen  |))4T4|  die  feste  Secante  s^  schneiden  und 
also  auch  derjenige  Strahl,  welcher  der  Ebene  ffji  ^™  Gebilde  F^  zugehört. 

In  dieser  Configuration  F^  halten  wir  die  Ebenen  %  und  a^^  fest, 
yariiren  aber  a^.  Dann  schneiden  alle  dabei  auftretenden  Geraden  IP4T4I 
und  unter  ihnen  auch  die  der  Ebene  0^,  entsprechende,  nämlich  die  Secante 
|p4i^4i  I»  ^^®  Secante  «4.    W,  z.  b.  w. 

Dieser  Satz  lässt  sich  in  verschiedenen  Fassungen  aussprechen.  Die 
beiden  wichtigsten  sind  die  folgenden: 

2.  Sind  auf  einer  C*  irgend  drei  Secanten  5|,  s^,  8^  und  ein  Punkt  p 
gegeben,  und  schneidet  man  aus  diesem  mittels  einer  Ebene  n  die  C^  in 
dem  Punkttripel  ))i)>sp3«  projicirt  schliesslich  dieses  aus  ^1^2  ^3  ^^^  ^^^  ^^ 
als  Punkttripel  TiTjrj,  so  laufen  die  allen  möglichen  Ebenen  n 
entsprechenden  Verbindungebenen  g  der  Punkte  r,-  sämmtlich 
durch  einen  und  denselben  Punkt  r  der  C*.     Und: 

3.  Aus  den  vier  Strahlen  eines  Secantenquadrupels  wer- 
den die  vier  Schnittpunkte  einer  Ebene  mit  der  C^  auf  diese 
allemal  wiederum  als  vier  Punkte  einer  Ebene  projicirt,  und 
folglich  : 

4.  Die  4.4  Berührungspunkte  der  4.4  aus  den  Strahlen  eines  Qua- 
drupels an  die  C^  möglichen  Berührungsebenen  liegen  zu  je  4  in  64  Ebenen. 
Durch  jeden  Berührungspunkt  gehen  16  dieser  64  Ebenen  und  durch  je 
zwei  zu  verschiedenen  Secanten  gehörige  je  vier.  Es  sind  im  Ganzen 
(4.3.2)^  solche  Systeme  von  je  vier  Ebenen  möglich,  welche  alle  16  Be- 
rührungspunkte zugleich  enthalten. 

Die  Sätze  3)  und  4)  lauten  in  ihren  wichtigen  ümkehrungen,  wie  folgt: 
ö.  Schneiden  irgend  zwei  Ebenen  n  und  g  die  C*  resp.  in 
den  Punkten  p^ ...  p^  und  r^ ...  r4,  und  zieht  man  die  vier  Secanten 
\piU\  (^=1*2,3,4),  welche  im  Falle  Jt  —  g  in  vier  Tangenten 
der  0^  übergehen,  so  bestimmen  irgend  vier  diesen  supplemen- 
täre Secanten  resp,  Tangenten  ^|...^4  der  C*  ein  <iuadrupel. 

Als  ein  interessanter  specieller  Fall  des  Satzes  1  ist  noch  der  folgende 
zu  bemerken: 
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6.  Schneidet  man  die  C^  ans  einer  festen  Secante  8  mittels  dreier 
▼erftnderlicher  Ebenen  in  drei  veränderlichen  Pnnktepaaren  piTn  p^^s»  t^s^s» 
so  treffen  die  Ebenen  [pipgPsl  ^^^  [^i^2^sl  ^^®  ^^  ^^^^  vierten  Male  in 
einem  Paare  ^4^^^  dessen  Yerbindungsgerade  allemal  dieselbe  feste  Secante 
5'  der  C*  schneidet.     Oder: 

7.  Ist  anf  der  0^  eine  Secante  8  und  ein  Punkt  p  gegeben,  und  legt 
man  durch  p  eine  Ebene  n^  welche  die  C^  ausser  in  p  noch  in  p|,  p^i  Ps 
schneidet,  so  werden  p^,  pj«  ^s  ^^®  ^  auf  .die  (7^  als  Punkte  r^,  rg,  r,  einer 
Ebene  q  projicirt,  und  alle  Ebenen  q  laufen  durch  einen  festen  Punkt  r 
der  C^. 

An  das  Auftreten  der  Beigeordneten  s  einer  beliebigen  Secante  s 
knüpfen  sich  zwei  interessante  Fragen: 

1.  Welche  Secanten  s  der  C^  sind  sich  selbst  beigeordnet? 

2.  Welche  Secanten  s  der  C^  sind  ihren  Beigeordneten  selbst  wieder 
beigeordnet? 

§  13.    HilfBsfttae. 

1.  unter  den  Secantenflächen  ¥^(8)  einer  C^  giebt  es  im  Allgemeinen 
nnd  höchstens  vier  Kegelflächen. 

Beweis.  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
ein  ausserhalb  der  C^  gelegener  Punkt  0  Scheitel  eines  der  besagten  vier 
Kegel  sei ,  besteht  darin,  dass  0  gemeinsamer  Sohnittpuilkt  der  drei  Projec- 
tionskegel  dritter  Ordnung  der  0^  ans  irgend  dreien  ihrer  Punkte  p,  q,  r 
ist  Zwei  dieser,  die  Kegel  K\  und  f  q,  schneiden  sich  aber  ausser  in 
der  Grundcurve  und  dem  Strahle  |))q|  in  noch  einer  Raumcnrve  lY.  Ordn. 
1.  Sp.,  und  diese  schneidet  die  G^  in  acht  Punkten.  Der  Kegel  K\  trifft 
daher  die  C*  in  nur  vier  ausserhalb  der  C^  gelegenen  Punkten  0. 

2.  Die  vier  Seheitel  0  bestimmen  das  gemeinsame  Polartetraeder  aller 
Flächen  F^iß)  der  C*. 

Beweis.  Denn  sind  0|  und  o^  irgend  zwei  der  vier  Scheitel,  und 
sch;ieidet  eine  Ebene  durch  die  Oerade  |0|0g|  die  C^  in  den  vier  Punkten 
))|,  pj,  P3,  t)4,  so  laufen  zufolge  der  Pefinition  von  0|  und  o^  die  Geraden 
lOipil  und  loipsl  durch  die  Paukte  P4  und  p^  und  die  Geraden  logpil  und 
\^iPi\  durch  die  Punkte  p|  und  f},.  Es  sind  somit  0|  und  o^  einander  cou 
jugirt  bezüglich  jeder  Fläche  F^[s)  des  Büschels  C*. 

3.  Die  vier  Schnittpunkte  pp  pg»  Par  p4  ^^^  ^^  ^^^  einer  Ebene  n 
und  die  vier  Tangenten  p^,  p^,  p^,  p^  in  diesen  vier  Punkten  werden  aus 
jedem  Scheitel  c  auf  die  C*  als  die  vier  Schnittpunkte  r|,  x^^  T3:  T4  der 
Curve  mit  einer  Ebene  9  und  in  die  vier  Tangenten  fj,  r^j  fs,  r^  in  den 
vier  Funkten  r  projicirt. 

Beweis.  Denn  das  Punktepaar  pi-ri*  und  das  Geradenpaar  piTi  ist 
harmonisch  getrennt  durch  den  Scheitel  0  und  seine  Polarebene.  ^^  , 
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4.  Die  Ebenen  [Pin]  doppelter  Bertthmng  mit  der  C^  bestimmen  vier 
Ebenenbflscbel  zweiter  Classe,  die  Büscbel  der  Tangentialebenen  der  Kegel 

5.  In  jedem  dieser  Büscbel  treten  vier  vierpunktig  berührende  Ebenen 
der  C^  auf,  die  16  Wendungsberührebenen  der  Curve  in  ihren  16  Schnitt- 
punkten mit  den  4  Seitenflächen  des  Tetraeders  der  4  Scheitel  o. 

§  14.    FolgenmgeiL 

Verbindet  man  die  Sätze  3  und  5  aus  §  12  mit  Satz  3  aus  §  13,  so 
gelangt  man  zu  folgendem  wichtigen  Schlüsse: 

1.  Sind  5|,  ^2,  ^3,  8^  Strahlen  eines  Quadrupels  der  C\  so 
bestimmen  irgend  yier  ihnen  supplementäre  Secanten  der 
Curye  ein  zweites  Quadrupel.  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  be- 
weist man  leicht  den  folgenden: 

2.  Schneiden  irgend  drei  Ebenen  fXyß^y  dieC^resp.  in  den 
Punkten  a^,  o^,  ag,  04,  \j  bg,  b^,  b^,  q,  c^,  C3,  C4,  so  schneiden  die 
vier  Ebenen  [ajb<c<]  («=1,2,3,4}  die  C^  zu  yierteu  Malen  in 
den  yier  Punkten  b<  einer  Ebene  6. 

Beweis.  Nach  Satz  5  in  §  12  bestimmen  die  yier  Secanten  |a|bj|  ein 
Quadrupel,  und  folglich  gilt  nach  Satz  1  dieses  Paragraphen  dies  auch  yon 
den  yier  Secanten  |b<c<|  ($=1,2,3,4).  Dann  aber  müssen  zufolge  des 
Satzes  3  in  §  12  die  yier  Punkte  b<  in  einer  Ebene  i  liegen.  Herr  Reje, 
der  Entdecker  dieses  Satzes,  hat  denselben  als  speciellen  Fall  eines  allgemei- 
nem Theorems  über  die  Schnittpunktsysteme  der  C^  mit  Flächen  zweiter 
Ordnung  gegeben.  Derselbe  hat  auch  aus  seinem  Satze  die  wesentlichsten 
Consequenzen  gezogen,  weshalb  ich  hier  auf  dieselben  yerzichte. 

§  15.    Erweiterungen  der  Sohliessiingsprobleme. 

Der  zuletzt  entwickelte  Satz  kann  dazu  dienen,  aus  mehreren  gegebenen 
Stein  er  *8chen  Secantensystemen  andere  durch  sie  mitbestimmte  zu  con- 
struiren.  Alle  diesbezüglichen  Ausführungen  sind  in  folgendem  einen  Satze 
zusammengefasst,  aus  welchem  sie  sich  als  specielle  FäUe  unmittelbar  ab- 
leiten lassen. 

1.  Sind  8\iy  S2ii  szi  (i=l...n)  drei  Steiner*sche  Secantensysteme 
erster  Ordnung  der  0*,  fiif  =  |aHbi<|,  ^2<  =  |o2ib2*|,  S3<  =  |a3<b8<|,  so 
schneiden  die  n  Ebenenpaare  oi  =  [ana2^a3f]  und  /?/ «[bubsibsi] 
die  C^  in  n  Punktepaaren  oa  und  b4i,  deren  n  Yerbindungsge- 
raden  ^4<  =  |a4<b4t|  ein  yiertes  Steiner'sches  Secantensystem  be- 
stimmen. • 

Beweis.  Es  seien  pi,-,  p2i9  pu  drei  Steiner'sche  Polygone  der 
Systeme  5h,  82<)  sm  («  =  l...n)  und  p^j  der  yierte  Schnittpunkt  der  C^ 
mit  der  Ebene  ^1  =  [t>ii  P21  Psil»  ^^^^  liegen  allgemein  die  Punkte  )^i,  put 
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pUi  pu  in  der  Ebene  w^,  also  die  Punkte  p^«,  })2ii,  psm  pin  m  der  Ebene 
Xm  und  folglich  die  Punkte  pn,  p^j,  pgp  ...  ))4,(ii4.i)  in  der  Ebene  sr^,  d.  h. 
der  Punkt  ))4,(ii+i)  c^incidirt  mit  p4|. 
Es  folgt  hieraus  als  specieller  Fall: 

2.  Bestimmen  die  n  Secanten  5j,  s^,  ...  5«  ein  Steiner'sches  System, 
80  ihiin  es  auch  die  n  Begleitenden. 

3.  Bestimmen  die  drei  Secantensjsteme  Sa^  stk^  Szi  («=l...|>i, 
Ä;=l  ...pj,  J=l...l)s)  <^rei  Steiner'sche  Systeme  erster  Ordnung,  und 
ist  M  das  kleinste  Multiplum  von  />|,  p^^  p^^  so  constituiren  die  2f  Secan- 
ten S4«.  (ms=  1  •..  J!f)  ein  viertes  Steiner'sches  System  («<*■=  |Äi*iit|)' 
Der  Beweis  föUt  mit  dem  des  Satzes  1  identisch  zusammen,  wenn  man  in 
den  drei  gegebenen  Systemen  dreimal  M  Secanten  zählt. 

4.  Sind   die   drei   Secantensysteme    8\i  =  \anhi\   (^=l-*-l>i))    ^k 

=  |a2*b2Ä|   (*=*  1  •.•ft)j    «s/  =  |a3ib3i|    G=l"-1>8)   <irei   Steiner'sche 

Systeme  resp.  yon  den  Ordnungen  r^,  r,,  r,,  und  ist  Jf  das  kleinste  Mul- 

iiplam  von  P|,  p,,  ^3,  ^  das  kleinste  Multiplum  von  Pi-fi,  Ps'^2)  Ps-^S) 

so  bestimmen  die  M  Secanten  Sim^\ci4miim\   ein  viertes  Steiner'sches 

N 
System  von  der  Ordnung  -=r^' 

Ja   * 

Man  kann  den  Satz  1  dieses  Paragraphen  noch  nach  einem  andern 
Princip  specialisiren  und  erhält  dadurch  eine  zweite  Reihe  von  Beziehungen. 

5.  Sind  die  beiden  Systeme  von  n  und  2n  Secanten: 

^'=5^,  ...«1«    (5i<  =  |aHbi<|), 

^  ^^21  ...  ^211  y   ^81  •  •  •  ^3« 

zwei  Steiner'sche  Systeme  der  ersten  Ordnung,  so  bestimmen  die  n  Se- 
canten ^4i  =  |a4ib4f|  ein  drittes  Steiner'sches  System  der  ersten  Ord- 
nung. Der  Beweis  ist  ebenso  zu  fähren  wie  der  Beweis  des  Satzes  1. 
Durch  ümkehrung  des  Satzes  5  ergiebt  sich: 

6.  Sind  die  Secantensysteme  5it=s|aubu|  und  Sii^\^iii^i\  Stei- 
ner'sche der  ersten  Ordnung,  und  legt  man  durch  je  zwei  Gerade  |ai<a2<| 
und  1 611 62  <  I  zwei  Ebenen  a,-  und  /3<,  welche  die  C^  noch  resp.  in  den  Punkte- 
paaren i%i^M  und  b8tb4/  schneiden,  so  bestimmen  die  2.n  Secanten 
...^3j  =  |a3/(3i{ ...,  S\k'==\^k^kk\''*  ein  drittes  Steiner'sches  System 
gleich&lls  von  der  ersten  Ordnung. 

7.  Sind  die  oi  und  ^i  Tangentialebenen  der  C^,  coincidiren  also  die 
Paare '^8,'  und  541,  so  bestimmen  die  n  Strahlen  8%i  ein  Steiner'sches 
System  der  zweiten  Ordnung. 

Beweis  zu  6.  Angenommen,  die  2n^  Secante,  welche  das  System 
der  2«  —  !  Secanten  s^^  ...  93n,  ^41  •••  ^4,(n-i)  zn  einem  Steiner'schen 
ergänzt,  wäre  nicht  54 m  sondern  eine  Secante  5,  so  würde  derselben  zufolge 
des  Satzes  5  ein  Strahl  1 021162!  im  System  s^iB^***  entsprechen,  welcher 
dasselbe  zu  einem  Steiner'schen  erster  Ordnung  ergänzt ^  und  der  von  dem 
Strahl  52a  verschieden  wäre,  was  unmöglich. 
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8.  Ist  das  System  der  3.n  Secantens^i  ..*Si^„,  s^i  •..52,a»  ^31— ^s,« 
ein  Steiner*8ches  erster  Ordnung  (^u  =  |aiibii|),  (^^i  =  |r«3i62j|)» 
(^3j  =|q3,-]^3^|),  so  ist  das  System  der  n  Secanten  sii^ja^ibiil 
ebenfalls  ein  Steiner'sches  System  und  zwar  von  der  ersten 
Ordnung.     Oder: 

Bestimmen  die  n  Secanten  s^^j  ^jg,  ...  Sm  ein  Steiner'sches  System 
dritter  Ordnung,  so  bestimmen  ihre  n  Begleitenden  ^^j,  s^^,  ...  54,« 
ein  solches  der  ersten  Ordnung.     Und: 

9.  Bestimmen  die  n  Secanten  ^i^«  jaubi/  [  (i=  1  ...  n)  ein  Stei- 
ner'sches System  der  ersten  Ordnung,  und  legt  man  durch  je  zwei 
Punkte  a'u  und  bu  ^swei  Ebenen  a,*  und  ßt,  welche  die  C^  resp.  noch  in 
den  Punkten  au^  as<,  da  und  bsi«  bs^,  hu  schneiden,  so  bestimmen 
die  3. f»  Secanten  lagib^i! ...  |a2,,b?,n|,  lajibj,! ...  |as,«bs,o|,  |a4ib4J... 
lH]ib4,n|  ein  neues  Steiner'sches  System  und  zwar  der  ersten 
Ordnung.     Oder: 

Sind  die  Ebenen  a,-  und  ßi  Schmiegungsebenen  der  C^  in  den 
Punkten  au  und  b2<,  so  bestimmen  die  n  Secanten  lat/bzij  ein  zwei- 
tes Steiner'sches  System  und  zwar  der  dritten  Ordnung. 

Beweis  zu  8.  Man  construire  zu  dem  gegebenen  Secantensystem  ein 
zugehöriges  3w-Eck  J>a...|)i,«,  »>2i.^.p2,«,  Psi-'Ps,»  (P3.i.+i=Pm)  und 
schneide  die  C^  durch  die  n  Ebenen  [)>it))2t))3t]  noch  in  n  Punkten  p4ti 
so  begegnet  die  Oerade  |))4,,.-i)>4i|  der  Secante  54t  und  speciell  die  Gerade 
|})4«p4i|  der  Secante  «4,«.         I 

Beweis  zu  9.  Man  bestimme,  von  einem  beliebigen  Curvenpunkte 
Pti  Ausgehend,  mittels  des  Systems  ^| .  .Stny  ^si***^)«»  ^41  ...^4»  auf  be- 
kannte Weise  den  Punkt  |)4,n.fi  and  schneide  die  O^  mittels  der  n  Ebenen 
[t>2<Psit>4tl  und  der  Ebene  [)>8t)>4i  t>4,n-f  i|  noch  in  n  Punkten  pa  und  dem 
Punkte  pi.ii-i-t.  Dann  schneidet  aber  allgemein  |)>i,i)>i,i+i  |  die  Secante  «ii 
und  speciell  |))i,fi)}i,n4.]|  die  Sedante  ^i,«.  Nach  Voraussetzung  ist  aber 
J>i.«+i  =  pi,i;  es  folgt  daher  [ps,iJ>4,ip4,fi+>l  =  [t>s,iKi  t>2,!l  ™«l  ^^^ 
»)4,«+i=>^,i- 

Capitel  IV. 
Zur  Theorie  der  BaameurTen  vierter  Ordnung  zweiter  Spedes. 

§  16.    Das  Tripel  oonjngirter  Secanten  einer  C^\ 

Wir  hatten  in  §  9,  Satz  4  gefunden: 

la)  Ein  Steiner'sqhes  Secantentripel  der  (7^^  ist  Diagonal- 
dreikant unendlich  vieler  der  Curve  einbeschriebener  Tetra- 
eder.   Und: 

Ih)  Das  Diagonaldreikant  irgend  eines  der  O^*  einbeschrie- 
benen Tetraeders  ist  ein  Steiner'sches  Seoantentripel. 
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Diese  beiden  Sätze  bilden  den  Ausgangspunkt  für  eine 
Theorie  der  Baumcurve  vierter  Ordnung  zweiter  Species.  Die- 
selbe zeigt  in  ihrer  Entwickelung  eine  so  auffallende  Analogie  mit  der 
Theorie  der  Kegelschnitte  und  zwar  gerade  der  wichtigsten  Eigenschaften 
dieser  Curyen,  nämlich  der  Polareigenschaften  ^  dass  die  Vermuthung  hohe 
Wahrscheinlichkeit  gewinnt,  es  sei  die  Baumcurve  vierter  Ordnung  zweiter 
Species  das  räumliche  Analogon  *  des  Kegelschnittes  und  deswegen  ftlr  die 
Theorie  der  Baumcurven  überhaupt  von  derselben  Bedeutung,  wie  der  Kegel- 
schnitt für  die  Theorie  der  ebenen  Curven.  Ich  werde  die  wesentlichsten 
dieser  Eigenschaften,  die  Polareigenschaften  der  C7/,   in  Kürze  entwickeln. 

Es  seien  p^,  p,,  ^^^  p^  irgend'  vier  Curvenpunkte.  Ich  construire  die 
drei  Secanten  X^,  X^,  X,  der  Curve,  welche  die  drei  Paare  Gegenkanten 
des  Tetraeders  der  vier  Punkte  p  schneiden.  Ich  nenne  drei  solche 
Secanten  X^,  X,,  X,   ein  Tripel  conjugirter  Secanten  der  0^^, 

Die  beschriebene  Configuration  zeigt  höchst  wichtige  und  merkwürdige 
Lagenverhältnisse.  Wir  vervollständigen  dieselbe  noch  durch  die  folgenden 
Linien : 

durch  die  drei  Axen  der  Secantenflächen ,  JF«  |  Xj  X^  | ,  f'»  |  X,  Xj  | ,  F«  |  X^  X,  |, 

welche  wir  mit  3^3,  X|,  X^  bezeichnen; 
durch  die  drei  Nebenaxen  der  drei  Secanten  X^,  Xj,  X^,  nämlich  durch 

die  drei  Geraden  Xin,  X211,  Xgn»  vLnd: 
durch    die    drei  Tangentenpaare    tu  tn   der  C/,    in   deren  3 . 2  Durch- 
schnitten mit  den  Secanten  X,-. 

Die  an  dieser  Configurafcion  sich  nunmehr  darbietenden  angezeichneten 
Beziehungen  sind  folgende: 

Das  Steiner*8che  Tripel  X^X^X,  lässt  sich  zerlegen  in  drei  Stei- 
ner^scheDupel  (X^  X^ ,  (X^  X|) ,  (X,  Xj) ,  entsprechend  den  drei  einfachen 
räumlichen  Vierecken,  welche  die  Kanten  des  Tetraeders  bilden. 

Fasst  man  das  Dupel  (^X,)  auf,  und  verlegt  man  die  Ecke  p^  eines 
zugehörigen  Polygons  nach  einem  Durchschnitt  der  C^  und  der  Secante  X^ , 
so  fftllt  auch  der  dritte  Eckpunkt  p,  in  diesen  Punkt,  und  es  coincidirt  die 
Secante  |pi)>s|  mit  der  Tangente  ^,|,  woraus  erhellt: 

Die  beiden  Tangenten  t^^  und  ^i^  der  Curve  in  ihren  Schnittpunkten 
mit  X|  schneiden  die  Secante  X^.     Oder: 

Verbindet  man  die  beiden  Schnittpunkte  Ux  und  tii  der  0/  und  der 
Secante  X;  mit  der  Xi  durch  Ebenen,  so  berühren  diese  die  Curve  in  ta 
und  ti3.     Und: 

Legt  man  aus  einem  Tripelstrahl  X|  die  beiden  Beruh» 
rungsebenen  an  die  C^^  so  schneidet  die  Verbindende  der  bei- 
den Berührungspunkte  *die  beiden  anderen  Tripelstrahlen  X, 
und  X^, 

Umgekehrt  findet  man,  wenn  X^  und  X3  gegeben  sind,  den  dritten 
Strahl  Xj   des   Tripels,   indem   man    die  Gerade  9^   construirt,   in   ihren 
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Schnittpunkten  mit  der  Carre  die  Tangenten  an  diese  legt  and  endlich  die 
Axe  X^  der  Secantenflftche  -F^l^n^isl  hestimmt. 

Ich  nenne  X«  den  Polarstrahl  von  X|,  und  Xi  den  Pol- 
strahl von  X/.  Irgend  eine  Secante  Z|  =  ^^  ist  daher  als  Polstrahl  in 
Bezug  auf  eine  zweite  Secante  Xj  und  als  Polarstrahl  in  Bezug  auf  eine 
zweite  Secante  Y^  anzufassen. 

Ein  Secantenpaar  Xilii  zeigt  folgend^  merkwürdige  Eigenschaft: 

2.   Beschreibt  eine  Secante   Xg^Fj    der  C^^  die  Secanten- 

fläche  ^'(g) /)  so  beschreibt  ihr  Polstrahl  X^  die  Secanten- 
flache  JP*(X|)  des  Polarstrahls  X^  von  X^  und  ihr  Polarstrahl  ?), 
die  Secantenfläche  F^{Ti)  des  Polstrahls  Y^  von  ^^. 

Beweis.  Es  reicht  aus,  den  ersten  Theil  dieses  Satzes  zu  beweisen. 
Zu  dem  Ende  legen  wir  durch  X^  eine  Ebene,  bestimmen  in  dieser  die 
Secante  X^  und  in  deren  Schnittpunkten  mit  der  C^^  die  Tangenten  ^i 
und  ^22-  ^^6  eine,  ^219  mit  der  Xi  zusammen  als  Strahlen  einer  Secanten- 
fläche aufgefasst,  definiren  eine  Axe  X^  und  ich  behaupte,  dass  diese  anch 
die  zweite  Tangente  t^  schneidet. 

Man  erkennt  dies,  indem  man  noch  die  Axe  X^  der  Fläche  ^^IX^BE^I 
construirt;  dann  bilden  offenbar  die  drei  Secanten  Xi  ein  Stein  er 'sches 
Secantentripel.  Denn  dadurch,  dass  man  die  erste  Ecke  p^  eines  Stein  er- 
sehen Polygons  nacheinander  erst  in  die  beiden  Durchschnitte  der  C^^  und 
der  Secante  X^,  dann  in  den  Berührungspunkt  von  ^|  verlegt,  findet  man 
drei  den  drei  Axen  X^,  X,,  X^  zugehörige  sich  schliessende  Polygone  ))i))«}>spi, 
womit  die  l^sagte  Eigenschaft  nachgewiesen  ist. 

Damit  aber  ist  nach  1.  auch  der  Hauptsatz  bewiesen. 

Zwei  conjugirte  Secanten  Xj  und  X^  sind  demnach  dadurch 
charakterisirt,  dass  jeder  von  der  Polare  des  andern  geschnit- 
ten wird  ^   und  man  kann  mit  Bezug  darauf  den  Satz  2.  auch  so  fassen: 

3.  Die  conjugirten  Secanten  eines  festen  Strahles  X  schnei- 
den ein  und  dieselbe  Axe  X,  die  Polare  des  gegebenen  Strah- 
les X. 

§  17.    Folgerungen  auB  dem  Vorhergehenden. 

L  Sind  auf  der  C^^  irgend  zwei  Tripel  conjugirter  Secanten 
gegeben  X|  und  F«  (i=  1,  2,  3)  und  construirt  man  die  drei  Axen 
Ti=^\XiYi\^  so  sind  diese  selbst  wiederum  Leitstrahlen  einer 
und  derselben  Secantenfläche  F^{Z). 

Beweis.  Es  mögen  die  drei  Axen  der  drei  Secantenflächen  F^IT^T,!, 
F^\T^T^\y  F^\T^Ti\  zunächst  als  von  einander  verschieden  angenommen 
und  dementsprechend  durch  Z3,  Zj,  Z^  bezeichnet  werden.  Ich  bestimme 
in  den  beiden  Flächen  F^{Ti)  und  F^iT^)  zu  Zg  die  beiden  Leitstrahlen 
Z^i  und  Z32,  welche  die  Relationen  erfüllen: 
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{X,Z,,Y,Z,)^0  und  {X^Z,,Y,Z,)  =  0. 
Aas  denselben  folgt 

(z,2,z„r,riZ„)=o 

und  hieraus  wegen 

{X,X,X,)==0  und  {Y,T,Y,)^0 
schliesslich 

In  Worten  heisst  das: 

Die  beiden  Secanten  Z^^  und  Z^  bestimmen  zusammen  mit  X)  und  Y^ 
ein  Steiner'sches  Quadrupel,  sie  schneiden  also  die  Axe  T^  =  \X^Y^\, 

Da  es  aber  immer  nur  eine  Secante  der  0,^  giebt,  welche  zwei  andere 
Secanten  schneidet,  also  immer  nur  eine,  welche  den  Secanten  T^  und  T^, 
und  nur  eine,  welche  den  Seoanten  T^  und  T^  begegnet,  so  ergiebt  sich 

ZjiEzZj  und  ^32  =  ^1. 

Es  bestehen  jetzt  zwischen  den  Strahlen  der  beiden  Tripel  und  den 
drei  Strahlen  Z  die  drei  Beziehungen: 

Es  sei  nun  p^t^sPi  ^'^^  ^^^  ^s^  einbeschriebenes,  dem  Tripel  X^X^X^ 
umschriebenes  Dreieck  und  es  schneiden  die  drei  Ebenen  [Ztpi]  die  Curve 
zu  vierten  Malen  in  den  drei  Punkten  q,- .  Dann  ist  den  drei  angegebenen 
Relationen  zufolge  das  Dreieck  q^qsqi  dem  Tripel  Y^Y^Y^  umschrieben. 

Es  mögen  die  drei  Ebenen  [X,'))|]  sich  in  dem  Curvenpunkte  J)^,  und 
die  drei  Ebenen  [I<q<]  sich  in  dem  Curvenpunkte  q^  schneiden.  Indem 
wir  dieses  Punktepaar  der  Reihe  nach  mit  den  Punktepaaren  (piqi),  (ps^s)) 
ih^)  combiniren,  sehen  wir,  dass  die  Secante  \p4(\^\  und,  wie  sie,  auch 
die  drei  anderen  |))iq<|,  von  allen  drei  Secanten  Zi  geschnitten  werden. 

Entweder  müssen  nun  die  vier  Secanten  { p,-  q,- 1  zusammen  mit  den  drei 
Secanten  Zi  auf  einer  Fl&che  zweiter  Ordnung  liegen ,  welche  durch  die  0^^ 
geht,  oder  es  coincidiren  die  drei  Secanten  Zi  in  eine  einzige  Z, 

Der  erste  Fall  ist  ausgeschlossen,  da  durch  die  C^^  nur  eine  einzige 
FlSche  zweiter  Ordnung  möglich  ist  und  da  eine  Gerade  dieser  Flftche  die 
Curve  entweder  in  einem,  oder  in  drei  Punkten  schneidet,  keinesfalls  aber 
in  zweien.  Es  bleibt  somit  nur  die  zweite  Möglichkeit,  und  damit  ist  der 
obige  Satz  1.  bewiesen. 

Aus  diesem  wichtigen  Satze  1.  lassen  sich  mehrere  inter- 
essante Folgerungen  ziehen: 

2.  Gegeben  sind  irgend  zwei  Secanten  T^  und  T^  der  0^^  als  Axen 
zweier  Flftchen  F^{T^)  und  F^{T^).  Bestimmt  man  in  denselben  alle 
Paare  conjugirter  Secanten  X^X^  und  zu  jedem  Paar  den  drit- 
ten Strahl  Xj  des  Tripels,  so  sind  alle  Besultirenden  X^  selbst 
wiederum  Strahlen  einer  Fläche  F^{T^),  und  die  drei  Axen  T 
selbst  schneiden  ein  und  dieseJbe  Axe  Z, 


138  Die  Baamcurren  IV.  Ordnung  1.  und  2.  Species  etc. 

Beweis.  Zu  jedem  Strahl  X^  der  F^{T^)  giebt  es  einen  nnd  nur 
einen  conjugirten  Strahl  X,  der  Fläche  F^{T^),  nämlich  die  Axe  |XsT,| 
der  Fläche  F^\li^T^\. 

Wenn  nun  X^X^X^  ein  bestimmtes,  und  Y^T^Y^  ein  yeränderliches 
Tripel  der  gegebenen  Construction  uit,  so  schneidet  nach  Satz  1.  die  Secante 
iX^Y^i  die  festen  Secanten  X^  und  |7*,7*3|,  und  folglich  schneidet  die  yer- 
änderiiche  Secante  Y^  die  feste  Secante  7\,  w.  z.  b.  w. 

3.  Sind  irgend  zwei  Tripel  conjugirter  Secanten  gegeben  XiX^X^  und 
Yj  ^2^3»  ^  bestimmen  die  drei  Secanten  |  Zj  F^  |  =  Tu  ,  \X^Y^\^Tm 
I  X|  F3 !  =  T33  nach  Satz  1  eine  Secante  Zi .  Ganz  entsprechend  definiren 
die  drei  Secanten  Xirj|  =  Tn,  \X^Y^=Tn  und  |Z3r,|  =  T3i  eine  Se- 
cante  Z2  und  ganz  ebenso  die  drei  Secanten  \XiYi\  =  Tiz^  \XtYi\  =  Tti 
und  1X3721  =  ^32  eine  Secante  Z3.  Irgend  zwei  von  den  drei  Se- 
canten Z  bestimmen  ein  Steiner'sches  Dupel  der  dritten  Ord> 
nung. 

Beweis.  Wir  bestimmen  die  Axe  Ä  der  beiden  Secanten  Z^  und  Z^, 
Sie  schneide  die  C^^  in  den  beiden  Punkten  a,  und  6,.  Wir  construiren 
zu  Og  im  Tripel  X|  Xg  X3  und  zu  bg  im  Tripel  Y^  Y^  Y^  die  zugehörigen 
St  einer 'sehen  Dreiecke  a^a^di  nnd  b^^s^i*  Der  Definition  von  Z,  zufolge 
wird  man  diese  beiden  Dreiecke  aus  Z^  auf  die  Gurre  als  Dreiecke  b2b4b3 
und  ci^a^a^  projiciren. 

Es  wird  die  Secante  Z^  von  den  drei  Strahlen  [aib^l,  l^^sb,!,  10464!, 
die  Secante  2^  von  den  drei  anderen  Ib^Ojl,  IbsOxl,  \^i^a\  geschnitten.  Es 
ist  demnach  das  einfache  Sechseck  (aibia4b4a3B3)  der  C^^  einbeschrieben 
und  dem  Secantendupel  umschrieben,  w.  z.  b.  w. 

§  18.    Die  Nebenaxen  der  Strahlen  eines  Steiner'sohen  Tripels. 

Man  kann  ein  Tripel  conjugirter  Secanten  offenbar  auch 
auf  folgende  Weise  construiren.  Man  schneide  die  C^  durch  eine 
beliebige  Ebene  $  in  den  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks  )>ips))s))4  9  con- 
struire  dessen  drei  Diagonalpunkte  Xi,  Tg,  X^  ^^^  lege  aus  diesen  an  die 
C^  die  noch  möglichen  drei  dritten  Doppelkanten  Jf^,  Xj,  X3.  Je  zwei  der 
Doppelkanten  eines  Diagonalpunktes  r<  sind  nämlich  das  in  ihm  sich  schnei- 
dende Paar  Gdgenseiten  des  vollständigen  Vierecks. 

In  der  Ebene  |  liegen  offenbar  auch  die  drei  Nebenaxen 
Xi„,  X2n,  Xzn  der  Strahlen  Xj,  X^,  X3.  Denn  X,„  wird  ja  allemal 
von  der  zweiten  und  dritten  durch  einen  Punkt  Xi  von  X,-  gehenden  Doppel- 
kante getroffen. 

Aus  diesem  Grunde  folgt  auch,  dass  keine  zwei  Ebenen  des 
Raumes  dasselbe  Tripel  X,-  bestimmen,  es  müssten  sonst  die  drei 
Strahlen  des  Tripels  in  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  ein  und  dieselbe 
Nebenaxe  besitzen.  « 
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Zu  jeder  Secante  Xj  gehört  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit 
von  Paaren  conjugirter  Secanten  XjXg,  welche  mit  ihr  zusammen  ein 
Steiner*8ches  Tripel  definiren.  Die  Secanten  der  C^^  treten  selbst  aber 
in  doppelt  unendlicher  Mannigfaltigkeit  auf:  Also  existirt  im  Ganzen  eine 
dreifach  unendliche  Mannigfaltigkeit  St  einer 'scher  Tripel.  Andererseits 
sind  die  Ebenen  im  Baume  gleichfalls  in  dreifach  unendlicher  Mannigfaltig- 
keit vorhanden,  somit  auch  die  ihnen  zugehörigen  Tripel. 

Wir  schliessen: 

1.  Zu  jedem  gegebenen  Tripel  conjugirter  Strahlen  ^jA'gJ'3 
existirt  allemal  eine  und  nur  eine  Ebene  g,  welche  das  Tripel 
in  den  drei  Diagonalpunkten  Vi»  X^y  T3  ihres  Schnittpunktvier- 
ecks mit  der  Curve  schneidet. 

Und  folglich: 

2.  Die  drei  Nebenaxen  Xxn^  ^2«,  X^n  der  Secanten  X^^  A'g,  Ä^ 
liegen  in  ein  und  derselben  Ebene  §. 

Wir  beweisen  diese  beiden  wichtigen  SStze  direct,  wie  folgt. 

Es  sei  I  eine  beliebige,  aber  feste  Ebene  und  X^X^X^  das  zugehörige 
Strahlentripel;  Y^Y^Y^  sei  irgend  ein  zweites  Tripel  conjugirter  Secanten 
der  Baumcurye. 

Ich  halte  die  Gerade  X\n  fest  und  drehe  um  dieselbe  |,  so  bleibt  die 
Secante  X^  fest,  während  die  beiden  anderen  X^'X^  die  FIfiche  -F^CXi)  be- 
schreiben. Mit  der  bestimmten  Lage  i^^ wird  ^3  in  die  Secante  X\  =  | Xi 9) J 
übergehen. 

Es  ist  X\  offenbar  sowohl  conjugirt  dem  Strahl  X^  als  dem  Strahl  Y^ , 
d.  h.  es  ist  X\  der  Polstrahl  der  Axe  I^^F^I.  Es  muss  somit  X\  Secante 
dieser  Axe  sein. 

Halten  wir  nun  X\n  fest  und  drehen  |  um  X\n  aas  der  Lage  §'  in 
die  bestimmte  Lage  $'',  so  coincidirt  X\  mit  Y^  und  es  wird  X\  Secante 
der  Polare  von  r^. 

Halten  wir  endlich  Y\n  fest  und  drehen  g  aus  der  Lage  ^"  in  die 
besÜDunte  Lage,  17,  so  geht  X'\  in  die  Lage  Y^  und  damit  X'\  in  die 
Lage  Y^  ttber,  w.  z.  b.  w. 

Aus  den  Sfttzen  1.  und  2.  ergeben  sich  wichtige  Folgerungen. 

3.  Sind  T^  und  X^  zwei  conjugirte  Secanten  und  X\n  und 
Xtn  ihre  Nebenaxen,  welche  sich  in  q  schneiden,  so  liegt  qauf 
der  Axe  l^i-^g  |. 

Denn  diese  Axe  schneidet  sowohl  die  eine,  als  auch  die  andere  Neben - 
axe  als  Strahl  der  beiden  Flachen  JP'*[J^i]  und  F^[X^]^  und  da  sie  nicht 
mit  ihnen  in  einer  Ebene  liegen  kann,  so  muss  sie  durch  ihren  gemein- 
samen Schnittpunkt  gehen. 

Im  Fall  eines  Tripels  X^X^X^  bilden  daher  die  drei  Nebenaxen  des* 
selben  ein  Dreiseit,  dessen  Ecken  auf  den  drei  Polaren  X^,  X^»  ^s  ^egen., 
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Mau  kann  jetzt  die  Aufgabe  löseu:  Durch  irgend  einen  Punkt  o 
des  Raumes  die  möglichen  Nebenaxen  zu  construiren. 

Canstruction.  Ich  schneide  aus  o  die  C^  durch  die  drei  Doppel- 
kanten Xj,  ^1,  3i>  construire  zu  diesen  die  Polstrahlen  X^,  Y^^  Z^  und 
zu  diesen  die  Nebenaxen  Xi»»  Tin,  Zin.  Diese  letzteren  verbinde  ich  mit 
0  durch  die  drei  Ebenen  |,  17»  ti  so  bestimmen  in  denselben  die  3.3 
Diagonalpunkte  ihrer  drei  Durchschnittsvierecke  mit  der  C^^  das  sind  die 
Durchschnittspunkte  r*  =  (|^£),  9i  =  (iyr<),  J,  =  (fZi)  (»=1,2,3),  drei 
Tripel  Z^,  F,-,  Zj  (1,2,3).  Die  drei  Paare  verbindender  Geraden 
von  0  mit  den  drei  Punktepaaren  (SX<),  (i??)0>  (t3i)  (*  =  2,  3)  er- 
geben  die  drei  durch   0   gehenden   Paare  von  Nebenaxen   Xi«, 

Zum  Schluss  mag  noch  der  folgende  interessante  Satz  Platz  finden: 
Jedes  dem  Tripel  X^X^X^  umschriebene  Steiner'sche  Drei- 
eck ^^)p^^i  liegt  perspectivisch  zu  dem  Dreieck  T2,T8,ri,  ()r<;={i3E.)) 
und  es  bestimmen  die  Perspectivitätscentra  eine  zweite  Baum- 
curve  vierter  Ordnung  zweiter  Species. 


Capitel  V. 

Die  Steiiier'sfhen  Panktsysteme  auf  der  Baamearve  vierter 
Ordnung  erster  Speeies. 

§19. 

Die  Theorie  der  Schliessungsprobleme  bei  einer  C^  Iftsst  sich  erweitem 
und  zwar  l&sst  sie  sich  von  Secantensjstemen  auf  Punktsysteme  ausdehnen. 
Ich  verstehe  unter  einem  Stein  er 'sehen  Punktsystem  der  0/  ein  System 
von  n  Punkten  a^,  a^,  ...,  a«,  für  welches,  wenn  jti  eine  Ebene  durch 
Qii  ist  und  wenn  p^^ip^)),.^!  die  Schnittpunkte  der  m  mit  der  C^  sind,  min- 
destens ein  geschlossenes  System  von  n  Ebenen  »1,  n,,  ...^  n^  existirt  oder 
wenn  mindestens  ein  der  (7*  eingeschriebenes  einfaches  n-Eck  )>iPs-**Pn 
existirt,  dessen  n  SeitenflSchen  3T|  =  [pi.-i)>ipi-4.i]  der  C^  zu  vierten 
Malen  in  den  n  Punkten  Oj  begegnen. 

In  Betreff  eines  solchen  Stein  er 'sehen  Punktsystems  gilt  nämlich  der 
wichtige  und  interessante  Satz: 

1.  In  einem  Steiner'schen  Punktsystem  ai,  Qg,  ...,  a«  der  (7^ 
existiren,  je  nachdem  n  von  der  Form  n  =  3m  oder  von  den  For- 
men n  =  3m+l,  n  =  3m  +  2  ist,  doppelt  unendlich  viele  der 
Curve  eingeschriebene  und  dem  System  umschriebene  räum- 
liche n-Ecke  oder  3n-Ecke,  und  zwar  kann  jede  Ebene  durch 
den  Fundamentalpunkt  a^  als  Ebene  x^  un4  ihre  drei  Schnitt- 
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punkte  mit  der  C^  in  jeder  Anordnung  als  die  Ecken  pn>  Pu  p^ 
angenommen  werden. 

Beweis.  Das  Polygon  der  Voraussetzung  sei  )>i))s  .••)>n;  ein  zweites 
Polygon  der  Construction  sei  qiq2***9"+i-  ^^  ^^  ^^  beweisen,  dass  q^^i 
identisch  q^  ist. 

Wir  halten  im  Polygon  der  Punkte  ^  die  Ecke  p^  fest  und  yariiren 
die  Ebene  x^  um  den  Strahl  |ai)>i|.  Dann  dreht  sich  n^  um  die  feste  Axe 
\(^pi\  und  es  beschreibt  dabei  die  Seite  Ips^sl  ^^®  ®^°®  Begelschaar  der 
Flüche  I^'IQsPiI.  Die  Projectionsebene  dieser  aus  aj,  die  Ebene  ^3,  dreht 
sich  somit  um  die  feste  Axe  \a^pi\  und  folglich  dreht  sich  n^  um  die  feste 
Axe  \a^p^\. 

Durch  die  fortgesetzte  Wiederholung  dieser  Schlussweise  gelangt  man 
allgemein  zu  der  Erkenntniss,  dass  ausser  p^  auch  die  Punkte  )>4,  P71  •••  psm+i 
fest  bleiben  und  folglich  die  Ebenen  ^4,  ^7,  ...  ^Czi^x  sich  um  feste  Axen 
\^Api\y  I^tPtIi  •••>  |<^3^+i)>3<+i|  drehen,  dass  deshalb  die  Ebenen  nrs,-  und 
n^i^2  sich  um  die  festen  Axen  |asf)>3<4.i|  und  |a3<4.2)>3£4-i|  drehen,  und 
dass  sich  je  ein  Ebenenpaar  n^i^\  und  n^i  in  der  Secante  |ps<~i)>3H  ^^^^^ 
Flftche  F^  schneidet. 

Da  zur  Construction  der  Seiten  |p2)>3U  IPsPel»  •*-  ininaer  einer  der 
beiden  Strahlen  |a2)>i|  und  lasp«!)  l^^sPil  ^^^  I^^I^tI  ^-  s*  ^-  ausreicht,  so 
erkennt  man  in  dem  Falle  n  =» 3m,  dass  das  Polygon  )>jps))5))e  ...  psm— 1  pzm 
ein  Steiner 'sches  bezüglich  des  Systems  von  2m  Secanten  |ai))||,  |a2)>||, 
l^iPilf  i^sPil)  •••  ^^  ^^^  ^^^  folglich  dieses  System  als  ein  Steiner- 
Bches  aufzufassen  ist,  d.  h.  dass  die  einer  Ebene  9K|  des  Büschels  |ai))i| 
entsprechende  Ebene  tk«.!  des  Büschels  |aA-i))A.2|  durch  pn  geht. 

Drehen  wir  nun  n^  so  um  la^pil,  dass  p^  identisch  q^  wird,  so  wird 
ganz  allgemein  pii^2  identisch  q3<+2.  Halten  wir  in  der  neu  entstande- 
nen Configuration  nunmehr  diese  Punkte  fest  und  drehen  wir  die  Ebene  9s, 
um  die  Axe  lOsPs]  =  ja,  q^l,  bis  der  yeränderliche  Punkt  p^  in  den  Punkt  q^ 
rückt,  so  coincidirt  ganz  allgemein  ein  Punkt  pn^x  mit  dem  Punkte 
q3i4.],  und  es  coincidirt  überhaupt  irgend  ein  Punkt  p  mit  dem  entspre- 
chenden q.  Damit  ist  aber  fOr  den  Fall  n^  3m  die  Richtigkeit  des  Satzes 
1.  nachgewiesen. 

Ist  n  Yon  der  Form  3m +  1  oder  3m +  2,  so  schliessen  wir  aus  dem 
eben  geführten  Beweise,  indem  wir  n  mit  3  multipliciren ,  unmittelbar  auch 
auf  die  beiden  anderen  in  1.  ausgesprochenen  Sätze. 

Es  entsteht  die  Frage: 
.    Wenn  die  Punkte  a^ . . .  a»  ganz  beliebig  auf  der  C^  angenommen  sind, 
wieyiel  Polygone  )>i...pn  können  dann  der  Curve   ein-   und  dem  n-Eck 
ai...aii  umschrieben  werden? 

Wir  haben  drei  FftUe  zu  unterscheiden:  n  =  3m,  3m+l,  3m  +  2. 

Im  ersten  Falle  sind  durch  die  ersten  n  — 2  Punkte  a^  die  beiden 
übrigen   am-^\   und   Qn  yollkommen  und  eindeutig  bestimmt.     Denn   nach     . 
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Annahme  der  Punkte  pn  und  f^  sind  durch  die  Punkte  a^ ...  a»— 2  die  sfimmt- 
liehen  übrigen  Punkte  )>9))s  •••  pn-i  gegeben,  dann  aber  sind  durch  die  Ebe- 
nen [pn-2)>ii-i  pn]  und  [t>ii-i  )>ii)>|]  auch  die  Punkte *a«~]  und  On  ein-  f&r  alle- 
mal fizirt.  Bei  allgemeiner  Lage  der  Fundamentalpunkte  a  wird  also  ein 
geschlossenes  Polygon  pi  )>8  •  •  •  pn  Pi  nicht  existiren. 

Im  zweiten  Falle,  n  =  3m+^9  werden  bei  Variation  ¥on  pn  und  p^ 
auf  der  (7^  nach  Satz  1  [))i,.s)>tt-2)>ii]  Q&d  [t)«  -  2  p«  Pi]  sich  um  zwei  feste 
Curvenpunkte  b«  .2  und  b^  drehen.  —  Es  sei  pn  j^| . .  •  pu  ein  dem  System  a| . . .  o« 
zugehörige»  N-  Eck.  Man  bestimme  q  =  (C^  [p«  p^  )>«]) ,  c«  =  (C^  [p|  p»  p«  ^  3]), 
so  sind  C|  und  Cn  gleichfalls  nach  1  allein  durch  6ii_29  Oiv^2f  <Kit-i9  a«  fixiii. 
Die  Construction  des  JN^-Ecks  kommt  daher  darauf  hinaus,  pn  so  zu  finden, 
^ass  [pip-pit-j],  [p— jp»pi,-2].  [p— 2piip|]  und  [pitp^]  resp.  durch  c»,  61,-2, 
bii  und  Cj  gehen.  —  Diese  Aufgabe  aber  deckt  sich  mit  der  andern,  zu  den 
zwei  festen  Punkten  Cj  und  c  der  C^  zwei  andere  pn  und  q  so  zu  bestim- 
men, dass  [cp^q]  und  [c,qpj,]  die  C*  resp  in  q  und  p«  berühren.  Proji- 
cirt  man  aber  die  C*  mit  ihren  Punkten  c^,  c,  q,  p«  und  deren  Verbin* 
dungsgeraden  aus  C|  auf  eine  Ebene,  so  erkennt  man  leicht,  dass  es  in 
letzter  Linie  gilt,  auf  einer  ebenen  O'  zu  zwei  festen  Punkten  a  und  b  einen 
Punkt  X  so  zu  construiren,  dass,  wenn  p  =  (C|ar|),  )  =  (C^'|br|)  ist,  die 
Tangente  t\)  durch  j  geht  —  Die  neun  Lösungen  dieser  Aufgabe  bestimmen 
die  einzig  möglichen  neun  der  C^  ein-,  dem  willkürlichen  System  a|...an 
umschriebenen  JN'-Ecke  piipi...pn. 

Im  dritten  Falle,  n  =  3m  +  2,  endlich  ersetzen  wir  mit  Bezug  auf 
Satz  1.  das  System  der  ersten  n~4  Fundamentalpunkte  a^,  o«,  •••)  ^m—a 
durch  die  beiden  Curvenpunkte  bn—s  und  bn,  das  System  der  vier  Curven- 
punkte a«— 3y  Oji— 2,  Om-i,  an  durch  die  zwei  Punkte  Cn-i  und  q,  und 
reduciren  dadurch  die  Frage  auf  die  andere:  Wenn  hn^  b«— 3,  €«.4»  c, 
irgend  vier  Curvenpunkte  sind,  wieviele  Tetraeder  p|,  p«,  pn—si  p»— 4  lassen 
sich  dann  der  Curve  einbeschreiben,  deren  vier  Seitenflächen  [pipupit-s]) 
[piip«-3pii-4],  [p«-3p«-4pi]  und  [pii-4pipn]  resp.  durch  die  Punkte  b», 
b«-3»  Cn-Af  c,  gehen? 

Es  ist  aber  klar,  dass,  wenn  auch  nur  ein  solches  Tetraeder  exi- 
stirt,  dann  einmal  und  folglich  auch  ein-  für  allemal  die  Beziehung 
(bn b«,- 3  c«- 4  c,)'  =  0  erfallt  ist  In  der  That  lassen  sich  aber  stets  solche 
Tetraeder  und  zwar  im  Ganzen  neun  construiren. 

Construction  eines  der  gesuchten  Tetraeder. 

Der  Einfachheit  wegen  mögen  die  gegebenen  vier  festen  Curvenpunkte 
mit  a|,  Og,  03,  a^  bezeichnet  sein. 

Man  verbinde  die  Punkte  a|,  a^,  a,  durch  eine  Ebene  und  schneide 
mittels  derselben  die  C^  zum  vierten  Male  imJPunkte  a.  Aus  a  lege  man 
durch  die  Curventangente  ta^  im  Punkte  a^  eine  zweite  Ebene  und  aus  dem 
vierten  Schnittpunkte  b   dieser  mit  der  Curve  lege  man  eine  Osculations- 
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ebene  an  die  Curve  mit  dem  Berührungspunkte  p^.  Es  sei  q  der  vierte 
Schnittpunkt  der  Curve  mit  der  Ebene  [)>4  02a3]  und  r  ihr  vierter  Schnitt- 
punkt mit  der  Ebene  [)>4Ciiq]*  Dann  lege  man  aus  \p4x\  die  vier  Beruh- 
rungsebenen  an  die  C^,  [  I  )>4  ^  |  Pi]  •  ^^^  nehme  den  jedesmaligen  Berührungs- 
punkt )}|  zur  Ecke  eines  dem  Dreikant  p4|ci3Ciia^|  umschriebenen  Dreiecks 
Pil^sPs*  ^^®  Ebene  eines  dieser  Dreiecke  geht  durch  den  Punkt  a^  und 
dieses  Dreieck  bestimmt  mit  ^4  zusammen  das  gesuchte  Tetraeder.  Vergl. 
§  14  Satz  2. 

£3  giebt  sonach  nenn  der  Curve  einbeschriebene  Tetraeder,  welche  einem 
auf  der  Curve  gegebenen  Tetraeder  umschrieben  sind. 

'     Wir  stellen  die  SStze  über  die  Steiner'schen  Punktsysteme  auf  einer 
C/  nun  nochmals  zusammen. 

Sind  n  Punkte  a^  ...  a«  auf  der  C*  beliebig  gegeben,  so 
kommt  es: 

1.  wenn  n  von  der  Form  3m  ist,  im  Allgemeinen  kein  Mal 
und  im  Besondern  doppelt  unendlich  viele  Mal  vor,  dass 
die  n  aufeinander  folgenden  Seitenflächen  eines  der  C* 
eingeschriebenen  einfachen  J^-Ecks  der  Reihe  nach  durch 
die  n  Punkte  a|...an  gehen; 

2.  wenn  aber  n  von  einer  der  Formen  3m+l,  3m  +  2  ist, 
stets  doppelt  unendlich  viele  Mal  vor,  dass  sich  der  C* 
(3n)-£cke  einschreiben  lassen,  deren  3n  Seitenflächen 
der  Reihe  nach  durch  die  Punkte  ai...an  laufen. 

Als  specieller  Fall  dieses  letzten  Satzes  ergiebt  sich  noch: 

3.  Irgend  zwei  Punkte  a,,  a^  der  C*  bestimmen  ein  Steiner- 
sches  Punktsystem  der  sechsten  Ordnung. 

§20. 

Die  folgenden  Betrachtungen  beziehen  sich  wiederum  auf  die  Bestim- 
mung Steiner'scher  Punktsysteme  aus  anderen  gegebenen.  Die 
diesbezüglichen  Sfttze  lassen  sich  aus  dem  folgenden  Haupttheorem  ableiten. 

1.  Sind  auf  der  C*  drei  Steiner*sche  Punktsysteme  erster 
Ordnung  0,09...  an,  6ib2...bii  und  qc9...Cn  gegeben,  so  wird  die 
Curve  von  den  n  Ebenen  [aiWc^]  (i<=l...n)  in  den  n  Punkten  br 
eines  vierten  Steiner^schen  Systems  geschnitten  (n  =  3m). 

Beweis.  Denn  sind  ))i ...  {^n,  qi  •••  qn,  Tt...Tn  drei  zu  den  Systemen 
gehörige  Polygone  und  verbindet  man  drei  entsprechende  Punkte  dieser, 
pi  1  C|/ ,  T|  durch  eine  Ebene  tji ,  so  schneiden  drei  aufeinander  folgende  Ebe- 
nen 11 :  1^1-1 ,  fii ,  fii^i ,  die  C^  zu  vierten  Malen  in  drei  Punkten  tj_i ,  ti  t 
tj^-i  einer  Ebene  tj  durch  den  Punkt  hi  und  die  n  Punkte  ti  bestimmen 
ein  Polygon  des  Systems  b«. 

la)  Sind  a^  ...  an.  und  b,  ...  bn  zwei  Stein  er 'sehe  Punktsysteme, 
und  sind 
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a)  5| ...  5fi  entweder  die  n  Tangenten  der  Corve  in  den  Punkten  b^  •«.  (• 

oder  die  Seiten  des  einfachen  n-Ecks  b^  ...ftn, 
ß)  im  Falle  n  =  0  (mod2)  8^...8n^  die  Verbindenden  der  ^n  Paare  Ton 

Oegenecken  hi  und  i%m+i^      ^ 

so   schneiden  die  n  oder '2-^  Ebenen  [oiSt]  die  0^  in  n  Punkten  d  eines 

dritten  St  einer 'sehen  Systems  erster  Ordnung. 

12»^  Ist  a|...aii  ein  Steiner'sches  Punktsystem  erster  Ordnung  und 
bedeutet  a'i  den  vierten  Schnittpunkt  der  Curve  entweder  mit  ihrer  Schmie- 
gungsebene  ai  im  Punkte  ot  y  oder  mit  der  Verbindungsebene  a«  der  Punkte 
cu—if  CLiy  0^+1,  so  bestimmen  die  n  Punkte  a',-  ein  zweites  Steiner'sches 
Punktsystem  erster  Ordnung. 

2a)  Bestimmen  die  fi=:9m  Punkte  a^ ...  a«  ein  Steiner'sches 
System  der  ersten  Ordnung,  so  bestimmen  die  3«»  Ebenen 
[ct<<tt-|.3«ia<4.6iii]  durch  ihre  vierten  Durchschnitte  6|  ...bsm  mit  der 
C^  ein  viertes  Steiner'sches  System,  und  zwar  von  der  ersten 
Ordnung.  Oder:  Bestimmen  die  3m  Punkte  a^  ...Osm  eix^  Steiner- 
sches  System  dritter  Ordnung,  so  bestimmen  die  3m  Schmie- 
gungsebenen  der  C^  in  ihnen  durch  ihre  vierten  Durchschnitte 
bi...b3iii  mit  letzterer  ein  solches  der  ersten  Ordnung.     Und: 

22»)  Schneidet  man  die  C^  aus  den  3m  Punkten  bi  eines  Stei- 
ner'schen  Punktsystems  erster  Ordnung  durch  die  3m  Ebenen 
ß^  in  den  3m .  3  Punkten  üi,  asm+^i  <i6m-|.<>  so  bestimmen  die  9m 
Punkte  tti,  Og,  •••,  a^m  ein  Steiner'sches  Punktsystem  erster 
Ordnung.  Oder:  Legt  man  aus  den  3m  Punkten  b|...b3M  eines 
Steiner'schen  Systems  erster  Ordnung  3m  Schmiegungsebenen 
an  die  C\  so  bestimmen  deren  3m  Berührungspunkte  a,  ...  osm 
ein  solches  der  dritten  oder  der  ersten  Ordnung. 

3a)  Sind  a]...aii  und  bi...bii  zwei  Steiner'sche  Systeme  der 
ersten  Ordnung,  und  ist  p  irgend  ein  Curvenpunkt,  so  schnei- 
den die  n  Ebenen  [paib<]  die  C^  zu  vierten  Malen  in  n  Punkten 
c«  eines  dritten  Systems  derselben  Ordnung. 

3Z»>  Ist  Q|  ...  a«  ein  Steiner'sches  System  erster  Ordnung 
der  C*,  und  ist  8  irgend  eine  Secante  der  Curve,  so  schneiden 
die  n  Ebenen  [^a;]  die  C^  zu  vierten  Malen  in  n  Punkten  b<  eines 
zweiten  Steiner'schen  Systems  erster  Ordnung. 

Das  Haupttheorem  und  seine  unter  den  Rubriken  1,  2,  3  enthaltenen 
Folgerungen  lassen  sich  leicht  auf  Systeme  höherer  Ordnung  ausdehnen. 
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VIII. 

Zur  Reduotion  der  elliptisohen  Integrale  in  die 
Normalform. 

Von 

E.  Vorsteher, 

Gand.  mftth.  in  BerlixL 


In  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ist  es  eine  der  ersten  Auf- 
gaben, das  Integral  p^^ 

wo  B  die  Quadratwurzel  aus  einer  Function  vierten  Orades  bedeutet,  in  die 
Normalform  überzufahren.  Dabei  sind  die  drei  Fälle  zu  unterscheiden ,  dass 
von  den  vier  Wurzeln  von  i?  entweder  alle  reell,  oder  zwei  reell  und  zwei 
complex,  oder  endlich  alle  complex  sind.  In  seiner  Abhandlung:  „üeber 
die  Substitutionen  der  ersten  Ordnung  und  die  Umformung  der  elliptischen 
Integrale  in  die  Normalform^  (Crelle's  Journal  Bd.  34)  hat  Bichelot 
gezeigt,  wie  diese  Beduction  sich  durch  Substitutionen  der  genannten  Art 
ausführen  iSsst  und  wie  der  zweite  und  dritte  der  genannten  Fttlle  sich  mit 
Leichtigkeit  auf  den  ersten  zurückfahren  lassen.  Dem  in  der  Bichelot- 
scben  Abhandlung  eingehaltenen  Oange  folgt  Dur öge  in  seinem  Lehrbuche: 
Theorie  der  ellipt.  Functionen,  3.  Aufl.,  Leipzig  1878.  Da  aber  Biohelot 
in  seiner  Abhandlung  sich  eine  kleine  Incorrectheit  zu  Schulden  kommen 
ISsst  und  Dur^ge  (§  13  der  Ellipt  Funct.)  in  weiterer  Verfolgung  des 
Bic hei o tischen  Gedankenganges  einen  Irrthum  begeht,  der  ihn  zu  fiEdschen 
Endergebnissen  führt,  so  sei  es  mir  an  dieser  Stelle  gestattet»  nochmals 
auf  den  so  wichtigen  Gegenstand  zurückzukommen.  Aus  dem  oben  angege- 
benen Grunde  betrachte  ich  dabei  nur  den  FeJI,  dass  die  vier  Wurzeln  von 
22*  alle  reell  sind. 

Wir  stellen  uns  also  die  Aufgabe,  das  Differential 

dx  dx 

•K       j/A{X'-p){X'-q){x—n){x—x) 
durch  eine  lineare  Substitution  auf  die  Form 

du 


C- 


zu  bringen.     Da  B  verschwindet,  wenn  x  einen  der  Werthe  p,  g,  »,«  an- 
nimmt, (1  —  iP*)(l  — ifc^jr*)   aber  Null  wird,   wenn  g  einen  der  Werthe  +1, 

ZflltMduüt  1  Mftthttnatik  o.  Phjrik  XXXII,  S.  10  ^  r^r\n]t> 
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—  1,  +x'   ""T  ®^^^^f   3^   folgt,  dass  die  Sabstitntion  derart  sein  mtiss, 

dass  jedem  der  Werthe  |>,  g,  w,   %  von  x    einer    der  Werthe  +1,   — 1, 

+  —  >  —  —   von  z  entspreche.     Wir  wollen  festsetzen,    dass  dem  Werthe 

p  der  Werth  +1,  dem  Werthe  q  der  Werth  —1,  den  Werthen  «  und  x 

resp.  die  Werthe  +  —  und   —  —  entsprechen.     Den  ersten  beiden  Festsetz- 
Ig  /e 

ungen  genügen  wir,  indem  wir  setzen 

i)  ^i:^  =  p|^, 

den  letzten  beiden,  indem  wir 

setzen. 

Substituirt   man   in  diesen  Gleichungen   für  x  die  Werthe  p,  g,  sr,  % 

und  für  ijf  die  ihnen  entsprechenden  Werthe  +1,  — 1,  +-7-'  -^t"   so  erhält 

man  zur  Bestimmung  von  F^  Q^  h  die  folgenden  Gleichungen: 

x-p__      1+Ä       q^n  i+h 

x-g  ""  1-ä'      g-x       ^1-ÄJ 

und  hieraus  folgt  durch  Multiplication 

und  durch  Division 


/l^A:\»^(jp-;»)(g~x) 
^^  \\+h)        (p-x)(</-7.)' 


i+Ä/        (p-x)(^-7.) 
Dass  nun,   wenn   wir  P^  Q^  k  diesen  Gleichungen  gemttss  bestimmen, 
die   Gleichungen   1)  und  2)  genau  dasselbe  aussagen,  folgt  daraus,  dass 
beide  Gleichungen  die  Form  haben 

Axb  +  Bx+Cb  +  D=^0. 

Wenn  wir  also  für  x  und  z  die  erwähnten  vier  Werthepaare  einsetzen,  so 
bestimmen  sich  einerseits  k^  andererseits  die  Verhältnisse  von  A^  B^  Cy  D. 
Die  Gleichungen  1)  und  2)  stellen,  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
System  bezogen,  eine  gleichseitige  Hyperbel  dar,  deren  Asymptoten  den 
Coordinatenaxen  parallel  sind,  falls  die  Grössen  P,  Q,  A;  reell  sind,  falls 
also  unsere  Substitution  überhaupt  reell  ist. 

Die  Grössen  P^  Q,k  werden  reell,  wenn  die  rechten  Seiten  der  Gleich- 
ungen 4)  positiv  sind,  und  dies  ist  der  Fall,  wie  man  leicht  sieht,  wenn 
man  dafür  Sorge  trägt,  dass  p  und  g,  n  und  x  je  zwei  der  Grösse  nach 
aufeinander  folgende  Wurzeln  sind.  Dabei  hat  man  die  grösste  und  kleinste 
Wurzel   auch  als  zwei  aufeinander  folgende  geken  zu  lassen.  '  Durch  diese 
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Bedingung  werden   von  den  24  möglichen  Anordnungen  der  Grössen  p,  9, 
ff,  X  acht  ausgeschlossen.       • 

Hftlt  man  an  dieser  Bedingung  fest,  so  hat  man  eine  reelle  Substitu- 
tion, und  man  kann  leicht  zeigen,  dass  dieselbe  die  verlangte  Transforma- 
tion des  Differentials  leistet.  Differentiirt  man  die  Oleichungen  1)  und  2j, 
so  erhSlt  man  .  _ 


Dividirt  man  diese  Gleichungen  resp.  durch  die  Gleichungen  1)  und  2),  so 
erhält  man 

(P'-q)dx    _      o    ^jg  {7c  —  x)dx     _        2kdjs 

mithin 

dx 2j/k dz         


yA{x-p,{X'-q)(X''n)(x-'x)       " /^(i?-9)(«~x)  /(l  -  ;er*)(l  -  ÄV)> 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  wählen  ist ,  je  nachdem  x  und  0  gleich- 
zeitig abnehmen,  oder  x  wächst,  während  e  abnimmt.  Da  nämlich  nach 
der  Gleichung  l)  oder  2)  x  eine  eindeutige  Function  von  0  und  umgekehrt 
auch  0  eine  eindeutige  Function  von  x  ist,  so  folgt,  dass  die  Argumente  a; 
nnd  0  entweder  stets  zusammen  wachsen,  oder  stets,  während  das  eine 
wächst,  das  andere  abnimmt.  Man  könnte  dies  auch  aus  den  Gleichungen 
5)  schliessen,  wie  Richelot  und  mit  ihm  Dur^ge  es  thun. 

Es  mögen  nun  zunächst  folgende  Bemerkangen  an  unsere  bisherigen 
Gleichungen  geknüpft  werden.  Die  Gleichungen  4)  lassen,  selbst  wenn  wir 
die  rechten  Seiten  derselben  durch  die  den  p,  9,  ff,  x  aufgellte  Beding- 
ung positiv  gemacht  haben,  noch  immer  eine  doppelte  Wahl  des  Wurzel- 
zeichens  zu.     Die   Grösse   ^  ist   nun   positiv,    so   lange    —  1  <  Ä  <  1 , 

k  also  ein  positiver  oder  negativer  echter  Bruch  ist,  negativ,  wennA;*]>l. 
Wollen  wir  also  ftlr  k  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  erhalten, 
ao  haben  wir  zu  setzen: 
ß.  Ln^     4. 7/(jP-«)(g--x) 

^  1  +  Ä        ^f^    (p-^)(^-«)- 

• 
Wir  sehen  hier  auch,  dass  es  unstatthaft  ist,  von  vornherein  k  als 
eine  positive  Grösse  anzunehmen,  wie  Richelot  und  Dur^ge  es  thun. 
Legen  wir  den  Grössen  p,  ^,  ff,  x  nur  die  aus  der  Forderung  nach  der 
Beellität  der  Substitution  sich  ergebende  Bedingung  auf,  dass  p  und  q,  n 
tmd  X  je  zwei  benachbarte  Wurzeln  sind,  und  wählen  ¥rir  demgemäss  die 
Werthe  von  p,  9,  ff,  x  unter  den  Wurzel werthen  aus  —  es  sind  noch  16 
verschiedene  Anordnungen  möglich  — ,  so  kann  k  ebensowohl  positiv  als 
Degativ  werden.     Bei  acht  Anordnungen  wird  k  positiv,   bei  den  übrigen 

10» 
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acht  negativ,  wie  daraus  hervorgeht,  dass  nach  Gleichung  6)  Je  sein  Zei- 
chen ändert,  wenn  man  p  und  q  oder  n  und^x  miteinander  vertauscht,  aber 
ungeftndert  bleibt,  wenn  man  beide  Vertauschungen  gleichzeitig  macht;  bei 
diesen  Vertauschungen  fahren  aber  p,  9,  »,  x  fort,  die  ihnen  auferlegte 
Bedingung  zu  erfCQlen.  Die  Forderung,  dass  h  positiv  werde,  würde  also 
von  den  möglichen  Anordnungen  der  Grössen  i>,  9,  nr,  x  acht  weitere  aos- 
schliessen,  so  dass  nur  acht  Anordnungen  übrig  blieben,  welche  sich  in 
Gruppen  von  je  vier  so  theilen,  dass  die  eine  Gruppe  aus  der  andern  ent- 
steht, indem  man  gleichzeitig  p  und  $,  n  und  x  miteinander  vertauscht.  Da 
femer,  ¥rie  aus  der  Gleichung  1)  hervorgeht,  4;  in  ~<0  übergeht,  wenn  man 
p  und  q  vertauscht,  so  wird  zu  der  einen  dieser  Gruppen  der  Fall  gehören, 
dass  g  mit  x  wächst,  zu  der  andern  der  Fall,  dass  e  abnimmt,  während« 
wächst.  —  Wenn  also  Bichelot  meint,  dass  von  den  16  verschiedenen 
Anordnungen,  welche  reelle  Substitutionen  liefern,  acht  ausgeschlossen  wer- 
den müssen,  weil  der  Modul  k  ein  unechter  Bruch  werde,  so  ist  dies  ein 
Irrthum;  k  kann  stets  zu  einem  echten  Bruch  gemacht  werden  durch  die 
angegebene  Wahl  des  Wurzelzeichens.  Lassen  wir  die  Forderung,  dass  der 
Modul  k  positiv  werden  solle,  fallen,  so  sind  alle  16  Anordnungen  anwendbar. 

1  — Ä 
Haben  wir  das  Vorzeichen  von  ,  .  ,  bestimmt,  so  ist  damit  auch  nach 

l  +  k 

den  Gleichungen  3)  das  Vorzeichen  von  P  und  0  bestimmt  W&hlen  wir 
dieses  Vorzeichen  gemäss  der  Gleichung  6)  als  positiv  —  und  wir  werden 
nachher  sehen,  warum  wir  es  so  wählen  müssen  — ,  so  wird  nach  3)  P 
positiv,  wenn  p  und  q  die  beiden  äussersten,  d.  h.  die  grösste  und  kleinste 
Wurzel  von  B^  sind;  in  jedem  andern  Falle  dagegen  wird  F  negativ. 
Q  wird  nach  3)  negativ,  wenn  n  und  x  die  beiden  äussersten  Wurzeln  sind, 
in  jedem  andern  Falle  positiv.  Durch  diese  Bemerkung  erledigt  sich  mit 
einem  Schlage  die  ganze  Betrachtung,  welche  Dur^ge  S.  49 flgg.  zur  Be- 
stinmiung  des  Vorzeichens  von  P  anstellt,  und  man  erkennt  zugleich,  dass 
die  Meinung  von  Duröge,  dass  von  der  Grösse  0  „ganz  das  Nämliche" 
gelte,  wie  von  P,  irrig  ist  Haben  wir  die  Werthe  von  p,  9,  nr,  x  unter 
den  vier  Wurzeln  von  R*  so  gewählt,  dass  p  und  g,  n  und  x  benachbarte 
Wurzeln  sind,  und  haben  wir  dann  gemäss  der  eben  angegebenen  Regel 
die  Zeichen  von  P  und  Q  bestimmt,  so  können  wir  aus  den  Gleichungen 
5)  ablesen,  ob  x  und  g  bei  dieser  Wahl  der  Grössen  p,  9,  tt,  x  gleich- 
zeitig wachsen,  oder  ob  das  eine  wächst,  während  das  andere  abnimmt.  Das 
Erstere  ist  der  Fall,  wenn 

p  —  q  TT  — X 

negativ  sind,  das  Letztere,  wenn  diese  Grössen  positiv  sind. 

Bichelot  und  mit  ihm  Dur^ge  beachten  dagegen  die  Gleichungen  3) 
nicht,  sondern  suchen  die  Zeichen  von  P  und  Q  aus  den  Gleichungen  ö) 
zu  bestimmen,  indem  sie  aus  diesen  Gleichungen  den  umgekehrten  Schluss 
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ziehen,  dass  den  Grössen  P  und  Q  ein  solches  Zeichen  beizulegen  sei,  dass 

P  Q       i 
und  (sie  betrachten  X;  von  vornherein  als  positiv)  negativ  wer- 

den,  wenn  x  und  z  gleichzeitig  wachsen,  positiv,  wenn  das  eine  abnimmt, 
wShrend  das  andere  wächst.  Sie  bedürfen  daher  erst  einer  Betrachtung 
darüber,  bei  welchen  Anordnungen  der  Grössen  Pt  (l^,  n^  %  das  Eine  oder 
das  Andere  stattfindet  und  wie  in  diesen  F^Ucn  das  Zeichen  von  p—q  resp. 
n  —  %  beschaffen  ist.  Dass  Durdge  dabei  zu  einer  falschen  Bestimmung 
betreffs  Q  kommt,  ist  schon  erwähnt.  Die  von  Bichelot  angegebenen 
Formeln  sind  richtig. 

Die  16  Anordnungen  der  Grössen  p,  9»  tk,  x,  welche  reelle  Substitu- 
tionen liefern,  theilen  sich,  wie  wir  schon  erwähnt  haben,  in  zwei  Gruppen 
Ton  je  acht  Anordnungen,  für  deren  eine  'k  positiv,  für  deten  andere  h 
negativ  ist.  Jede  dieser  zwei  Gruppen  theilt  sich  wieder  in  zwei  Gruppen 
von  je  vier  Anordnungen ,  für  deren  eine  x  und  &  stets  gleichzeitig  wachsen, 
während  für  die  andere  x  wächst  bei  abnehmendem  ler.  Wir  wollen  diese  Sub- 
stitutionen jetzt  angeben.  Zunächst  suchen  wir  die  Substitutionen ,  bei  denen 
\  positiv   wird.     Ausserdem  setzen  wir  fest,   dass  ^  ein  echter  Bruch  sei, 

dass  also   ^         gemäss  der  Gleichung  6)  als  positiv  angenommen  und  dem- 

nach  die  Zeichen  von  P  und  Q  nach  der  angegebenen  Regel  bestimmt  seien. 
Ordnet  man  dann  die  Werthe  von  » ,  welche  den  vier  Wurzeln  von  i?  ent- 
sprechen, der  Grösse  nach,  so  hat  man  in  wachsender  Reihenfolge 

-¥•  -1'  +^'  +r 

entsprechend  den  Werthen  von  x\ 

X,  q,  p,  TT. 
Sollen  nun  x  und  »  gleichzeitig  wachsen,  so  müssen  die  Werthe  von  x,  g, 
p,  n  auch  eine  wachsende  Reihenfolge  bilden ;  soll  aber  x  abnehmen ,  während 
K  wächst,  so  müssen  die  Werthe  von  x,  g,  p,  n  eine  abnehmende  Reihen- 
folge bilden.  Dabei  haben  wir  uns  zu  denken ,  dass  das  Wachsen  oder  Ab- 
nehmen von  X  ohne  Aufhören  durch  +  oo  oder  HF  ^  hindurch  geschehe. 
Bezeichnen  wir  also  die  vier  Wurzeln  von  22 ',  der  Grösse  nach  geordnet,  mit 

so  dass  a>ß'>y'>ö^  so  haben  wir  das  folgende  Schema  für  die  acht 
Anordnungen,  bei  denen  k  positiv  ist: 

ft>0,     X  und  0  wachsen  gleichzeitig: 

g  ...  --T-'  -1,  +1,  +i:' 


y. 

ß. 

«, 

«, 

6, 

y. 

ß, 

", 

«, 

<J, 

y- 

ß, 

ß, 

«. 

i. 

y; 
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150       Zur  Beduction  der  elliptifichen  Integrale  in  die  Normalform. 
X;>0,     jff  nimmt  ab  bei  wachsendem  x: 


1 
«1 

-1. 

+  1'  +T 

ß, 

ß, 
s, 

?,      y. 
r,      », 

«,     ß. 

Vertauschen  wir  in  diesen  beiden  Schemata  die  Werthe  von  n  und  x, 
so  erhalten  wir  die  acht  Anordnungen,  fUr  welche  k  negativ  wird;  die  Be- 
ziehung zwischen  x  und  0  bleibt  dieselbe.     Bestimmen  wir  aber   k  nicht 

1— & 
gemäss   der  Gleichung  6),  sondern  nehmen   ^  positiv,  so  dass  also  k 

ein   unechter  Bruch   wird,   so   kehren  sich  auch  die  Zeichen  von  P  und  Q 
um,   und  es  folgt  dann  aus  den  Gleichungen  5),   dass  in  diesem  Falle  für 
die  ersten  vier  Anordnungen  z  bei  wachsendem  x  abnimmt,  fiir  die  zweiten 
vier  Anordnungen  x  und  e  gleichzeitig  wachsen. 
Das  Integral  p^^ 

J  R 

ist  nun   aber  erst  dann  auf  die  Normalform   reducirt,   wenn   die  Grenzen 
des   neuen   Integrals  zwischen   —1    und  +1  liegen.     Damit  das  Integral 

*dx 

-p   reell  sei,  müssen  die  Grenzen  der  Integration  zwischen  zwei  aufein- 
ander folgenden  Wurzeln ,  d.  h.  in  den  Intervallen 
1)  ^  a...ß, 


f 


2)  ß 

3)  y 

4)  d 


•f  00  .  . .  a 

liegen  und  Ä  muss  ein  solches  Zeichen  haben,  dass  R^  positiv  wird.  Im 
andern  Falle  können  wir  das  Integral  in  mehrere  reelle  und  imaginSre 
Theile  zerlegen,  von  denen  jeder  die  Bedingung,  dass  die  Integrations- 
grenzen ein  Intervall  nicht  überschreiten ,  erfüllt.  Es  ergeben  sich  hiemach 
vier  Fälle,  je  nachdem  die  Integrationsgrenzen  im  ersten ,  zweiten,  dritten 
oder  vierten  Intervall  liegen,  und  wir  müssen  sehen,  ob  wir  für  jeden  dieser 
Fälle  unter  den  aus  den  obigen  Schemata  sich  ergebenden  Beductionsformeln 
solche  auswählen  können,  bei  denen  die  Bedingung,  dass  die  Grenzen  von 
e  zwischen  +1  und  —1  liegen,  erfüllt  ist.  Den  Fall  eines  negativen  k 
brauchen  wir  nicht  weiter  zu  berücksichtigen ,  da  es  uns  jetzt  nur  um  Aaf> 
findung  einer  passenden  Beductionsformel  zu  thun  ist,  diese  aber  im  Falle 
eines  positiven  und  eines  negativen  k  ungeändert  bleibt  Zunächst  aber 
erkennen  wir,  dass  k  jetzt  kein  unechter  Bruch  sein  kann,  dass  wir  also 
k  gemäss  der  Gleichung  6)  bestimmen  müssen.  Denn  wäre  k  ein  unechter 
Bruch,  so   würde  iS,   wenn  es   von  —I  bis  +  lp,<^nj§^a\rii^^<^i^hreitet, 
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auch   die  Werthe  —  —  und   +-r;-  passiren,   und  68  würde  also  x  bei  dem 

Fortschreiten  von  q  nach  p  auch  die  Werthe  x  und  n  passiren,  also  mehrere 
Intervalle  durchlaufen.  Ist  aber  k  ein  echter  Bruch,  so  durchlftuft  o; ,  wäh- 
rend e  von  —1  nach  +1  geht,  nur  das  Intervall  g  ...p,  und  wir  erreichen 
also  sofort  unsem  Zweck,  wenn  wir  für  p  und  q  eben  diejenigen  Wurzel- 
werthe  nehmen ,  zwischen  denen  die  Integrationsgrenzen  des  x  liegen.  Dem- 
nach haben  wir  in  jedem  der  angegebenen  Schemata  die  erste  Anordnung 
zu  wählen,  wenn  die  Integrationsgrenzen  des  x  im  ersten  Intervall  liegen, 
die  zweite,  wenn  sie  im  zweiten  Intervall  liegen  u.  s.  f.  Für  jedes  der 
Intervalle,  in  welchem  x  liegen  kann,  haben  wir  also  zwei  Beductionsfor- 
meln,  welche  das  Integral  auf  die  Normalform  zurückführen.  Bei  der  einen 
dieser  Beductionsformeln  wachsen  x  und  z  gleichzeitig,  bei  der  andern 
wächst  X  bei  abnehmendem  e, 

Stellen  wir  die  Beductionsformeln  noch  einmal  zusammen,  so  sind  sie: 


1  +  Ä      "^/^    (!>-«)  l^-^) 


TT r  1  — ,  wenn  x  in  einem  der  drei  ersten 

P_^-,/[p-n){p-,c)  1-0  Intervalle  Uegt, 


=  X7/(P^) 


x—g           r      (9  —  »)(?  —  «)   1  + «  +,  wenn  x  im  vierten  Intervalle  liegt 
oder 

/; TT r-  ,      ,  —,  wenn  a;  im  zweiten  Intervalle  liegt, 

(!>-«)(?-»)    i-l">  +^  ^e„„  ^  ia  ersten,  dritten  oder 

(P  — *)(?-*)   1  +  *«  vierten  Intervalle  Uegt, 

dx                         _  2}/ii                         de 


]/A{x-p){x-q){x-n){x-*)      -  j/A{p-q)in-x)  /(l -««)(1 -*»«») 
-f,  wenn  x  und  g  gleichzeitig  wachsen, 
--,  wenn  z  abnimmt  bei  wachsendem  x, 

Bemerken  will  ich  noch,  dass  Duröge  in  einem  an  mich  gerichteten 
JBriefe  die  Ausstellungen ,  die  ich  an  seiner  Darstellung  machte  und  anf  die 
ich  im  Vorigen  an  den  geeigneten  Stellen  hingewiesen  habe,  als  unzutref- 
fend bezeichnete,  in  eine  Polemik  aber  nicht  einzugehen  wünschte.  Ich 
übergebe  dieselben  deshalb  dem  ürtheile  des  mathematischen  Publicums. 
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IX. 

Zur  Einfabning  der  Linlenooordinateii  in  die 
analytisohe  Gteometrie  der  Ebene. 

Von 

Dr.   C.  KOEHLBR 

in  Heidelberg. 


Hierzu  Taf.  11  Fig.  1—7. 


In  einer  Mittheilnng  des  Herrn  Beuschle  im  XXXI.  Bande  dieser 
Zeitschrift  (S.  371)  wird  mit  Recht  darauf  aufinerksam  gemacht,  dasa  die 
Art,  wie  die  rechtwinkligen  Liniencoordinaten*  in  den  meisten  Lehrbüchern 
der  analytischen  Greometrie  der  Ebene  eingeführt  werden,  etwas  Willkür- 
liches und  unbefriedigendes  habe,  und  dann  ein  Weg  zur  Einführung  dieser 
Coordinaten  vorgeschlagen,  der  logischer  sei  als  der  bisherige  und  sich 
dabei  durch  grosse  Einfachheit  auszeichne.  Dieser  Weg  lässt  aber,  wie  ich 
glaube»   die  Analogie   zwischen    den  Linien-   und  Punktcoordinaten   nicht 

genügend  hervortreten;  er  zeigt  zwar,  dass  es  logischer  ist,    7=-  und  7=- 9 

A  C 

statt  etwa  ^  und   -^>   als   Coordinaten   der  Geraden   zu   wShlen,   wenn 

Ax  +  By  +  Cf=iO  deren  Gleichung  in  Gartesischen  Coordinaten  ist,  er  ent- 
hüllt aber  nicht,  weshalb  auch  alle  anderen  Bestimmungsstücke  der  Geraden, 
z.  6.  ihr  senkrechter  Abstand  vom  Anfangspunkte  des  Systems  und  dessen 
Winkel  mit  der  a;-Axe,  als  Coordinaten  derselben  nicht  in  Betracht  kom- 
men können  und  es  geradezu  nothwendig  ist,  die  negativen  reciproken 
Axenabschnitte  als  Coordinaten  der  Geraden  zu  wühlen.  Auch  fehlt  in  der 
Mittheilung  des  Herrn  Beuschle,  wie  in  fast  allen  Lehrbüchern,  die  Her- 
vorhebung des  Falles,  in  welchem  diese  Coordinatenbestimmung  versagt, 
während  ich  diese  schon  deshalb  für  unbedingt  nothwendig  halte,  weil  dabei 


*  Im  Folgenden  werden  die  Coordinaten  der  Geraden  im  rechtwinkligen 
Carteeischen  Coordinatensystem  stets  kurz  als  rechtwinklige  Liniencoordinaten 
bezeichnet,  um  dadurch  hervorzuheben,  dass  ihnen  dasselbe  Coordinatensystem  sa 
Grunde  liegt,  wie  den  Cartesischen  Punktcoordinaten.  Bezeichnet  man  erstere 
D&mlich  im  Gegensatz  zu  letzteren,  wie  dies  vielfach  geschieht,  als  Plücker'sche 
Liniencoordinaten,  so  kann  dadurch  leicht  die  Vorstellung  erweckt  werden,  das 
System,  auf  das  sie  bezogen  sind,  sei  von  dem  Cartesischen  verschieden. 
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neben  aller  Analogie  doch  auch  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  den 
rechtwinkligen  Punkt-  und  Liniencoordinaten  sich  zeigt. 

Ich  möchte  nun  in  dieser  Notiz  den  Weg  mittheilen,  auf  dem  ich  in 
meinen  Vorlesungen  über  analTtische  Oeomeixie  die  rechtwinkligen  Linien- 
coordinaten einzuftlhren  pflege  und  den  oben  gestellten  Anforderungen  ge- 
recht zu  werden  versuche;  er  ist  weiter  als  der  gewöhnliche,  darf  aber 
trotzdem,  wie  ich  glaube,  kaum  als  Umweg  bezeichnet  werden,  da  er  in 
der  Vorlesung,  wenn  nicht  schon  vor  —  wie  hier  — ,  dann  jedenfalls  nach 
Einführung  der  rechtwinkligen  Liniencoordinaten  zurtlckgelegt  werden  muss. 

Selbstverstftndlich  beabsichtige  ich  nicht,  etwas  thatsftchlich  Neues  zu 
geben;  nur  die  Anordnung  des  Stoffes  dürfte  vielleicht  neu  sein,  indem  bei 
derselben  die  homogenen  Coordinaten  die  Brücke  bilden,  welche  von  den 
rechtwinkligen  Punkt-  zu  den  rechtwinkligen  Liniencoordinaten  hinüberführt. 
Durch  diese  Darstellung  wurde  ich  dann  noch  fast  unwillkürlich  zu  einigen 
Betrachtungen  über  das  von  Herrn  Schwering  eingeführte  Coordinaten- 
sjstem  (vergl.  diese  Zeitschrift  Bd.  XXI)  veranlasst,  die  ich  derselben  anfüge. 


1. 

Bedeuten  x,  j^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  und  ist* 

1)  Hi  =  aiX  +  J>iy  +  Ci, 

die  Gleichungen  der  Seiten  eines  Dreiecks,  wenn  die  Determinante  (a,&|(^) 
nicht  verschwindet.  Unter  dieser  Voraussetzung  kann  man  jede  beliebige 
Gerade  g  der  Ebene  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

darstellen.  Schneidet  n&mlich  (Fig.  1)  ^  die  Seite  N^N^  im  Punkte  N\ 
und  ist  F=sO  die  Gleichung  der  Geraden  N^N'^^  so  hat  die  Gleichung  von 
g  jedenfalls  die  Form 

V  selbst  aber  ist,  da  N^N\  durch  den  Punkt  JVj  geht,  von  der  Form 

folglich  ist  die  Gleichung  der  Creraden  g 

2)  2uiHi:=0. 

Hat  g  in  rechtwinkligen  Coordinaten  die  Gleichung 

P«  +  Cy+B=o, 

80  dienen  zur  Bestimmung  der  Constanten  ut  die  drei  Gleichungen 

*  Im  Folgenden  ist  stets  i  =  l,  2,  3  zu  setzen,  so  dass  also  eine  Gleichung, 
die  diesen  Index,  aber  kein  Summenzeichen  enth&lt,  stet«  die  Stelle  von  drei 
Gleichungen  vertritt  ^  j 
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2ui  Oi  =  P,     £ui  6^  =  C,     £ui  c,  =  Ä, 

die  immer  auflösbar  sind,  wenn  die  Determinante  (a|  5^ ^)  °i<^^^  ^®i^^^^^' 
det,  was  ja  oben  yorausgesetzt  ist. 

In  der  neuen  Gleichung  der  Geraden  enthalten  die  Ausdrücke  Hi  die 
Variablen  x  und  y,  sie  findem  sich  also  selbst  mit  diesen;  wir  haben  somit 
die  Gerade  hier  dargestellt  durch  eine  homogene  lineare  Gleichung  mit  drei 
Variablen. 

Wir  fragen  nun  nach  der  geometrischen  Bedeutung  dieser  Variablen. 
Da  man  die  Gleichung  2)  mit  einem  constanten  Factor  multipliciren  darf, 
ohne  dass  sie  deshalb  aufhört,  die  Gerade  g  darzustellen,  so  ist  zunftchst 
klar,  dass  es  nur  auf  die  Verhältnisse  der  neuen  Variablen  zu  einander, 
nicht  auf  die  Werthe  der  letzteren  selbst  ankommt     Ferner  ist 

der  senkrechte  Abstand  des  Punktes  x,  y  von  der  Geraden  £r<e=0,  also 

wo  der  constante  Factor  ki  nur  abhängt  von  den  Coefficienten  der  Gleich- 
ung ^1  =  0  und  folglich  für  alle  Punkte  x^  y  der  Ebene  derselbe  bleibt. 
Dagegen  ¥ärd  Ici  siph  ändern  mit  der  Form  der  Gleichung  Hi=^Oj  z.  B. 
=  — 1  sein,  wenn  diese  Gleichung  die  Hesse 'sehe  Normalform  besitzt;  die 
drei  Factoren  Ä^i-  werden  also  einmal  beliebig  gewählt  werden  können,  dann 
aber  bei  beliebiger  Bewegung  eines  Punktes  in  der  ganzen  Ebene  festgehalten 
werden  müssen.  Daher  haben  wir  für  die  neuen  Variablen  Hi  folgende 
geometrische  Bedeutung:  sie  sind  proportional  beliebigen,  aber  fest  gewoll- 
ten Vielfachen  der  senkrechten  Abstände  des  betrachteten  Punktes  Yon  den 
drei  Geraden  Hi  =  0. 

Aus  den  Definitionsgleichungen  1)  dieser  Grössen  folgt  direct,  dass, 
wenn  ein  Punkt  o;,  y  gegeben  ist,  ihre  Verhältnisse  bestimmt  sind,  und 
dass  umgekehrt,  wenn  diese  Verhältnisse  beliebig  gegeben  sind,  durch  sie 
ein  Punkt  x^  y  der  Ebene  eindeutig  bestimmt  ist;  die  Grössen  Ht  sind 
demnach  eine  neue  Art  yon  Coordinaten  des  Punktes  in  der  Ebene.  Setzen 
wir^  da  es  doch  nur  auf  ihre  Verhältnisse  ankommt,  Hi^qoi^y  wo  q  ein 
beliebiger  Factor  ist,  so  lautet  die  Gleichung  der  Geraden  in  den  neuen 
Coordinaten:  „  ^ 

und  der  Zusammenhang  zwischen  ihnen  und  den  rechtwinkligen  Punkt- 
coordinaten  ist  gegeben  durch  die  Gleichungen 

3)  QXi^OiX  +  liy  +  Ci. 

Da  die  Gleichung  der  Geraden  und,  wie  man  durch  Auflösung  der  Gleich- 
ungen 3)  nach  a;,  y,  1  sieht,  ebenso  diejenige  jeder  Curve  n^'  Ordnung  in 
diesen  Coordinaten  homogen  wird,  so  nennt  man  dieselben  homogene  Co 
ordinaten  und   zwar  homogene  Dreieckscoordinaten,   weil  sie  bezogen  Bind 
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auf  das  ans  den  Geraden  Hi  =0  oder  a?/  =  0  gebildete  Dreieck.     Dieses 
selbst  wird  das  Fondamentaldreieck,  seine  Seiten  werden  die  Fundamental- 
linien ,  seine  Ecken  die  Fundamentalpunkte  des  Coordinatensjstems  genannt. 
FtUr  die  neuen  Coordinaten  Xi  hat  man  auch  die  Definitionsgleichungen 
4)  QXi==hiriy 

die  unabhängig  von  dem  rechtwinkligen  Coordinatensjstem  sind,  Yon  dem 
wir  ursprünglich  ausgingen.  Sie  sagen  aus,  dass  die  Xi  proportional  sind 
gegebenen  Vielfachen  der  senkrechten  Abstände  des  betrachteten  Punktes 
von  den  drei  Fundamentallinien.  Doch  kann  man  diese  Abstände,  statt  in 
senkrechter,  auch  in  drei  beliebigen ,  aber  fest  gegebenen  Richtungen  messen ; 
denn  ist  der  Abstand  irgend  eines  Punktes  in  der  Richtung,  die  den  Winkel 

foi  mit  der  Seite  a?i  =  0  des  Dreiecks  bildet,  gleich  qt ,  so  ist  stets  gi  =  -r-— : 

stnmi 

die  unter  dem  Winkel  o><  gemessenen  Abstände  sind  also  gegebene  Vielfache 
der  senkrechten  Abstände,  da  sinai  von  dem  betrachteten  Punkte  völlig 
unabhängig  ist.  Man  kann  demnach  auch  sagen:  Die  homogenen  Coordi- 
naten Xi  eines  Punktes  sind  proportional  seinen  in  drei  beliebig,  aber  fest 
gewählten  Richtungen  gemessenen  Abständen  von  den  drei  Fundamental- 
linien. Dabei  darf  aber  keine  der  gegebenen  Richtungen  der  ihr  entspre- 
chenden Fundamentallinie  parallel  sein,  da  sonst  ^»{=0,  also  ^,-  im 
Allgemeinen  unendlich  gross  wird. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  direct,  dass,  wenn  wir  in  den  Oleich- 
ungen  4)  den  drei  Constanten  ki  beliebig  gewählte  bestimmte  Werthe  ge- 
geben haben,  wir  beim  üebergang  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  setzen 

mttssen 

QXi^kiixcosai+ysinai^ni), 

indem  wir  den  auf  einer  Seite  dieser  Gleichungen  auftretenden  Factor  —  1 
in  Q  hineinziehen.  Sollen  insbesondere  unsere  homogenen  Coordinaten  eines 
Punktes  den  senkrechten  Abständen  selbst  von  den  drei  Fundamentallinien 
proportional  sein,  so  ist  zu  setzen 

QXi^xcosai  +  ysinai^m. 

Ist  dagegen  von  vornherein  der  Zusammenhang  zwischen  den  homogenen 
und  den  rechtwinkligen  Coordinaten  gegeben  durch  die  Gleichungen  3),  so 
dürfen  die  Constanten  kt  nicht  mehr  beliebig  gewählt  werden,  sie  haben 
dann  die  Werthe  , 1 

oder  genauer  gesagt:  sie  sind  diesen  Quadratwurzeln  proportional  zu  nehmen. 
Wie  wir  nun  anf  diese  Weise  die  Lage  eines  Punktes  durch  die  Ver- 
hältnisse XiZXfix^  bestimmt  finden  und  die  GrOssen  Xt  deshalb  als  Coordi- 
naten des  Punktes  betrachten  können,  ebenso  wollen  wir  jetzt  drei  Grössen 
definiren,  durch  deren  Verhältnisse  die  Lage  einer  Geraden  in  der  Ebene 
bestimmt  ist,  und  diese  als  Coordinaten  der  Geraden  einführen.    ^  j 
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In  unseren  homogenen  Punkicoordinaten  hat  die  Gleichung  einer  Geraden 
die  Form  _  ^ 

ihre  Lage  ist  demnach  bestimmt  durch  die  drei  constanten  Grössen  Uf  oder 
richtiger,  da  man  durch  eine  derselben  die  Gleichung  dividiren  darf,  durch 
die  Verhältnisse  dieser  Grössen.  Wir  besitzen  also  in  ihnen  homogene  Co- 
ordinaten  der  geraden  Linie ;  dieselben  sind  zunftchst  nur  analytisch  definirt 
als  die  Coefficienten  der  Gleichung  der  betreffenden  Geraden  in  homogenen 
Punktcoordinaten,  wir  werden  aber  ihre  geometrische  Bedeutung  bald  kennen 
lernen. 

Vorher  fragen  wir  nur  noch:  welches  geometrische  Gebilde  stellt  eine 
in  diesen  Liniencoordinaten  homogene  lineare  Gleichung  dar?  oder:  welches 
Gebilde  constituiren  alle  Geraden,  deren  Coordinaten  m  der  Gleichung 

5)  ZdiUi^O 

genügen? 

Sind  Ui  die  Coordinaten  einer  dieser  Geraden,  so  muss  sein 

nun  lautet  die  Gleichung  dieser  Geraden  in  Punktcoordinaten 

2utXt  =  0^ 

sie  ist  also  erfallt  für  xt^^di^  die  betreffende  Grerade  geht  somit  durch  den 
Punkt  mit  den  Coordinaten  (2|,  jede  der  Geraden,  deren  Coordinaten  der 
Gleichung  5)  genügen,  geht  folglich  durch  diesen  Punkt.  Ebenso  zeigt 
man,  dass  die  Coordinaten  jeder  beliebigen  Geraden,  die  durch  den  Punkt 
di  geht,  der  obigen  Gleichung  genügen  müssen;  durch  diese  Gleichung  sind 
demnach  alle  und  nur  diejenigen  Geraden  bestimmt,  welche  durch  den  Punkt 
di  gehen;  sie  ist  also  die  Gleichung  dieses  Punktes,  da  man  einen  Punkt 
ebenso  gut  als  den  gemeinsamen  Ort  aller  durch  ihn  hindurchgehenden 
Geraden  ansehen  kann,  wie  man  die  Gerade  als  den  Ort  aller  auf  ihr  liegen- 
den Punkte  betrachtet. 

Eine  lineare  Gleichung  in  diesen  homogenen  Liniencoordinaten  stellt 
also  stets  einen  Punkt  dar,  dessen  Coordinaten  man  aus  ihr  direct  ablesen 
kann;  es  sind  ihre  Coefücienten ,  ganz  ebenso  wie  in  der  Gleichung  der 
Geraden  die  Coefficienten  die  Coordinaten  derselben  waren.     Sieht  man  also 

in  der  Gleichung  „  ^ 

°  £ui  Xi=^0 

die  Grössen  Xt  als  variabel,  die  u,  als  constant  an,  so  stellt  sie  dar  eine 
Gerade  mit  den  Coordinaten  u^ ;  sieht  man  dagegen  die  Grössen  ut  als  varia- 
bel, die  Xi  als  constant  an,  so  stellt  sie  dar  einen  Punkt  mit  den  Coordi- 
naten Xi.  Schon  hier  tritt  in  formaler  Beziehung  eine  grosse  Analogie 
zwischen  Punkt-  und  Liniencoordinaten  zu  Tage,  wir  werden  deshalb  erwar- 
ten dürfen,  dass  auch  die  geometrische  Bedeutung  der  Liniencoordinaten 
eine  derjenigen  der  Punktcoordinaten  entsprechende  sein  wird. 
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Um  diese  geometrische  Bedeutung,  d.  i.  die  Bedeutung  der  Coefficienten 
Ui  in  der  Gleichung  ZuiXi  =0  der  beliebigen  Geraden  g  kennen  zu  lernen, 
fahren  wir  in  sie  statt  der  homogenen  Punktcoordinaten  wieder  die  ursprüng- 
lichen rechtwinkligen  ein  durch  die  Gleichungen 

QXi  =Jci  {xco8cti  +  y Sinai-- m)] 
ausserdem  werde  sie  durch  Multiplication  mit  dem  constanten  Factor  z  auf 
die  Normalform 'gebracht,,  so  dass  sie  lautet: 

xSuihi  (x  oosai  +  y  sinat—  nt)  =  0. 
Sind   nun  fi^,   v«  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Ecke  Ni  des  Funda- 
mentaldreiecks, so  erhält  man  für  den  senkrechten  Abstand  iti  der  betrach- 
teten Geraden  g  yom  Punkte  Ni 

m^'-zUikiifHCascci+ViSinai  —  ni), 
da  die  mit  u/c  und  ui  multiplicirten  Klammerausdrücke  für  x  =  iii^  ^  =  v< 
yersch winden ,  weil  die  Seiten  Xk^='0^  Xi=^0  des  Fundamentaldreiecks  durch 
den  Punkt  Ni  geh6n  (X;  und  l  bedeuten  aus  der  Reihe  1,  2,  3  zwei  Zahlen, 
die  von  i  und  voneinander  verschieden  sind).  Bezeichnen  wir  das  vom  Punkte 
Ni  auf  die  Seite  Ni^Ni  gefüllte  Perpendikel  mit  jp/,  so  ist  demnach 

ni  =  xUiJCiPi, 
also 

1      1 

oder,  wenn  wir 

setzen, 

7)  <fUi==lini, 

wo  ö  ein  beliebiger  Proportionalitätsfactor  ist.  Die  homogenen  Coordinaten 
einer  Geraden  sind  somit  proportional  gegebenen  Vielfachen  ihrer  senkrech- 
ten Abst&nde  von  den  drei  Eckpunkten  des  Fnndameutaldreiecks.  Dies  ist 
also  die  geometrische  Bedeutung  der  homogenen  Liniencoordinaten ,  die  dua- 
listisch entspricht  derjenigen  der  homogenen  Punkt-coordinaten. 

Aus  dieser  Untersuchung  geht  aber  hervor,  dass  die  Constanten,  mit 
denen  diese  senkrechten  Abstände  multiplicirt  sind ,  nicht  mehr  beliebig  ge- 
wählt werden  dürfen,  wenn  die  Constanten  Jct  gegeben  sind;  denn  die 
Grössen  li  sind  dann  durch  die  Gleichungen  6)  bestimmt,  in  denen  die 
Pi  nur  von  dem  der  ganzen  Betrachtung  zu  Grunde  gelegten  Fundamental- 
dreiecli  abhängig,  also  von  vornherein  gegebene  Constanten  sind.  Sind  ins- 
besondere alle  hi=^ly  d.  h.  nimmt  man  die  Coordinaten  des  Punktes  pro- 
portional seinen  senkrechten  Abständen  selbst  von  den  Fundamentallinien, 

so  wird  ii  s=  —  ;   man  darf  also  dann  die  Coordinaten  der  Geraden  nicht 

Pi 
proportional  nehmen  ihren   senkrechten  Abständen  selbst  von   den  Funda- 
mentalpunkten, sondern  den  mit  —  multiplicirten  Werthen  derselben.    Nur 

Pi 
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wenn  das  Fundamentaldreieek  ein  gleichseitiges  ist,  können  wir  sowohl  fUr 
den  Pankt,  wie  ftir  die  Gerade  die  Coordinaten  den  betreffenden  Abständen 

selbst  proportional  setzen,  da  dann  der  Factor  —  in  <f  hineingenommen  wer- 
den kann. 

Nimmt  man  dagegen  die  A«  beliebig  an,  setzt  also  die  Coordinaten  der 
Geraden  beliebig  gegebenen  Vielfachen  ihrer  senkrechten  Abstände  yon 
den  drei  Fundamentalpnnkten  proportional ,  so  sind  die  ht  nicht  mehr  be- 
liebig, sondern  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

die  Coordinaten  des  Punktes  sind  dann  also  proportional  bestimmt  ge- 
gebenen Vielfachen  seiner  senkrechten  Abstände  von  den  drei  Fundamental- 
linien. Unt«r  dieser  Annahme ,  dass  die  It  beliebig  gegeben  seien ,  können 
wir  den  Abstand  einer  Geraden  yon  dem  Fundamentalpunkte  Nf  statt  in 
senkrechter,  auch  in  einer  Richtung  messen ,  die  mit  ihr  den  beliebig ,  aber 
fest  gegebenen  Winkel  <»<  bildet;   denn  ist  Zi  der  so  gemessene  Abstand, 

so  ist  Ti  =  -. m ,  also  rt  ein  gegebenes  Vielfaches  des  senkrechten  Ab- 

stfian 

Standes.  Ferner  ist  klar,  dass  wir  in  allen  Fällen,  d.  h.  auch  wenn  die 
li  nicht  mehr  beliebig,  sondern  fest  bestimmt  sind,  die  Abstände  der  Ge- 
raden von  den  drei  Fundamentalpunkten  statt  in  senkrechter  Richtung  alle 
drei  in  einer  und  derselben,  ffir  jede  Gerade  im  Uebrigen  beliebigen  Rich- 
tung messen  dürfen,  da  sich  diese  Abstände  stets  verhalten  wie  n^in^in^, 
Ist  der  Zusammenhang  zwischen  den  Xi  und  den  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten durch  die  Gleichungen  3)  gegeben,   so  ist,   wie  wir  wissen,  ki 

durch  die  Gleichung  , . — 

ki^j/ai^  +  h^ 
bestimmt,  also 


kiPi     Oitn  +  hiVi  +  Ci 
oder,  wenn  wir  die  Wertfae  von  jn^,  vt  aus  den  Gleichungen 

«A«  +  hy  +  c/k  =  0,    atx  +  hiy  +  Ci  =  0 
berechnen  und  in  die  letzte  Gleichung  einsetzen,  femer  die  Determinante 
{a^b^c^)  mit  //,  ihre  Unterdeterminanten  mit  Ä^^  J?,-,  Q  bezeichnen, 

akhi^atbk       Q 

*'= — 5 — '^-j- 

Statt  Xi  gleich  —  zu  setzen,  dürfen  wir  aber  auch 

annehmen,  da  J  in  allen  drei  Grössen  Xi  vorkommt  und  deshalb  in  den 
Proportionalitätsfactor  6  der  Gleichungen 

hineingenommen  werden  kann.     Den  drei  Grössen 


Digitized  by 


Google 


Von  Dr.  C.  Kobhlbr.  159 


entsprechen  also  die  drei  OrOssen 


um  nun  zu  zeigen,  dass  das  rechtwinklige  Coordinatensystem  als  spe- 
eieller  Fall  des  hier  betrachteten  homogenen  Coordinatensjstems  aafgeüeisst 
werden  kann,  nehmen  wir  zunächst  an,' das  dem  letzteren  zn  Grunde  liegende 
Fnndamentaldreieck  sei  ein  rechtwinkliges.  Sind  dann  (Fig.  2)  x  und  y  die 
senkrechten  Abstände  eines  Punktes  P  Yon  den  beiden  aufeinander  senk- 
rechten Seiten  x^^=^0  und  ac^  =  0  uoä  ist  r^  sein  Abstand  von  der  Seite 
a^s=0,  so  haben,  wir  hier  fCLr  die  homogenen  Coordinaten  des  Punktes  die 
Gleichungen  ,  ,  , 

Wir  setzen  nun  die  beliebigen  Constanten  A;|  =  l,  10^=^1^  da  x^  und  x^ 
den  senkrechten  Abständen  selbst  proportional  werden  sollen,  und,  damit 
^3  nicht  unendlich  gross  wird,  wenn  wir  die  Seite  ^3  =  0  nachher  ins  Un- 
endliche rücken  lassen,  A^»— ;  dann  wird 

10)  QX^^x,    ^ajj,  =  y,    ^a?3  =  ^. 

Lassen  wir  nun  die  Seite  x^^=0  parallel  mit  sich  selbst  ins  Unendliche 
rücken,  so  werden  r,  und  jp,  unendlich  gross;  diese  beiden  Grössen  werden 
sich  aber,  so  lange  der  betrachtete  Punkt,  im  Endlichen  liegt,  nur  um  eine 
additive  endliche  Grösse  unterscheiden,  der  Grenzwerth  ihres  Quotienten 
wird  somit  gleich  der  Einheit,  es  ist  folglich  in  diesem  speciellen  Dreiecks- 
coordinatensystem ,  in  welchem  zwei  Seiten  des  Dreiecks  senkrecht  aufeinan- 
der stehen,  die  dritte  aber  im  Unendlichen  liegt, 

Ist  demnach  die  Gleichung  irgend  einer  Curve  in  diesen  homogenen  Coordi- 
naten gegeben,  so  hat  man  nur  ^|  =  a;,  a^  =  y,  0^=1  ZQ  setzen,  um  die 
Gleichung  der  Curve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  zn  erhalten.  Und  umgekehrt: 
wenn  die  Gleichung  einer  Curve  n*^  Ordnung  in  rechtwinkligen  Pünktcoordi- 

naten  gegeben  ist  und  man  setzt  in  ihr  x^  —  ^  y^^   und  multiplicirt 

^l  «8 

sie  dann  mit  o^",  so  wird  sie  homogen  in  den  Coordinaten  unseres  speciel- 
len Dreieckscoordinatensystems.  Die  rechtwinkligen  Punkteoordinaten  bilden 
also  nnr  einen  speciellen  Fall  homogener  Punkteoordinaten. 

Der  Grenzwerth  von  -^  ist  aber,  wie  schon  oben  bemerkt  wurde,  nur 

dann  gleieh  der  Einheit,  wenn  der  betrachtete  Punkt  im  Endliehen  liegt, 
also  nur  für  solche  Punkte  gehen  die  homogenen  Coordinaten  des  geeignet 
gewählten  Systems  über  in  die  rechtwinkligen,   während  für  die  unendlich 
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fernen  Punkte  unsere  Betrachtung  nicht  mehr  gilt.  In  der  That  verlieren 
wir  die  Herrschaft  über  die  Lage  der  unendlich  fernen  Punkte  im  recht- 
winkligen Coordinatensjstem ;  denn  es  genügt  zur  Bestimmung  eines  sol- 
chen Punktes  nicht,   dass  man  seine  Coordinaten  a;s=Qo,  y=^<X)  kennt,  es 

X 

muss  auch  noch  das  Verhältniss  —  derselben  gegeben  sein,  wenn  die  Lage 

des  Punktes  bestimmt  sein  soll.  Durch  seine  homogenen  Coordinaten  in 
einem  beliebigen  Dreieckscoordinatensystem  ist  dagegen  auch  ein  unendlich 
femer  Punkt  völlig  bestimmt;  denn  aus  den  Gleichungen 

QXi  =  aiX+l>iy  +  Ci 

X 

folgt  für  »  =  Qo,  y  =  oo,  falls  Km  — =  &  ist, 

y 
Xiix^ix^^a^h  +  h^ia^k  +  h^ia^h+h^', 

die  Verhältnisse  ai^^-.a^^i^s  ^^^^^  ^so  &u<^h  in  diesem  Falle  völlig  bestimmte 
endliche  Werthe. 

Man  kann  dies  auch,  ohne  die  rechtwinkligen  Coordinaten  zu  Hilfe  zu 
nehmen,  direct  einsehen.  Verstehen  wir  nfimlich  der  Einfachheit  halber  für 
den  Augenblick  unter  x^^  x^^  x^  drei  Grössen,  die  den  senkrechten  Abstän- 
den eines  Punktes  von  den  drei  Fundamentallinien  proportional  sind,  und 
ziehen  (Fig.  3)  durch  Nij  N^^  Nj^  drei  Gerade  nach  irgend  einem  unendlich 
fernen  Punkte,  so  ist  für  jeden  Punkt  der  Geraden  NiN\,  resp.  N^N\^ 
N^N\  bekanntlich 

x^:x^=i8inß:8inY^    x^ix^^sinyisinaj    x^ix^^^sinaisinß, 
für  ihren  Schnittpunkt  also 

XiiX^:Xfi  =  8ina:  sinß :  siny^ 
d.  h.  seine  Coordinaten  sind  bestimmten  endlichen  Grössen  proportional 

Wir  finden  also  hier  einen  wesentlichen  Vorzug  der  homogenen  Punkt- 
coordinaten  vor  den  rechtwinkligen:  vermittelst  der  ersteren  beherrscht  man 
direct  die  Lage  jedes  im  Endlichen  oder  im  Unendlichen  liegenden  Punktes, 
vermittelst  der  letzteren  dagegen  nur  diejenige  der  im  Endlichen  liegenden 
Punkte. 

Wir  wollen  nun  auch  die  Bedeutung  der  Liniencoordinaten  in  dem  oben 
betrachteten  speciellen  homogenen,  d.  i.  in  dem  gewöhnlichen  rechtvrinkligen 
Coordinatensjstem  aufsuchen.  Da  in  diesem  zwei  Fundamentalpunkte  des 
Coordinatendreiecks  im  unendlichen  liegen,  so  können  wir  diese  Bedeutung 
nicht  direct  erkennen ,  sondern  müssen  zunächst  die  Seite  x^  =  0  wieder  im 
Endlichen  annehmen. 

Die  homogenen  Punktcoordinaten  waren  gegeben  dureh  die  Gleichungen 

10).     Da  it,=3= —  ist,  so  sind  demnach  die  homogenen  Coordinaten  einer 

JCtPi 

Geraden  ^,  welche  die  Abstände  nt  von  den  Fundamentalpunkten  hat. 


*, 
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»I    1    »9    1    « 

Beseichnen   wir  nun  (Fig.  4)  die  Axenabschnitte  IT^N\y   ^s-^'s   ^^^ 
Geraden  mit  a  und  h,  die  Strecken  2f|  JT^,  ^2-^t  ^^^  Qi  ^^^  ^s)  ^^  ^^^ 

falls  nnr  a  und  &  yon  Null  verschieden  sind;  also  ist 
w,  :ti«:w«  =  —  —..11  -— :  1. 

LSsst  man  nun  die  Seite  o^  =  0  wieder  parallel  mit  sich  selbst  ins  unend- 
liche rOcken,  so  wird 

A  Pi  Pi  P% 

und  folglich  ^         ^ 

«,:«,:«, -  =  -y:l- 

Aus  dieser  Proportion  sieht  man,  dass  man  im  rechtwinkligen  Coordinaten- 
System  die  negativen  reciproken  Axenabschnitte  der  Geraden,  die  wir,  wie 
üblich,  mit  u  und  v  bezeichnen  wollen,  als  ihre  Coordinaten  zu  betrachten  hat. 
Ans  der  Gleichung  einer  Curve  in  diesen  speciellen  homogenen  Linien- 
eoordinaten  erhSlt  man  demnach  diejenige  in  rechtwinkligen  Liniencoordi- 
Daten,  indem  man  U|  =  t«,  M^  =  t;,  143»]  setzt.  Und  umgekehrt:  die 
Gleichung  einer  Curve  fif^  Classe  in  rechtwinkligen  Liniencoordinaten  wird 
homogen   in  dem  speciellen  Dreieckscoordinatensjstem ,    wenn  man  in  ihr 

tt  =  — »  1;  5=  -?  setzt  und  sie  mit  Ug"  multiplicirt. 
'S  'S 

Die  Gleichung 

stellt,  wie  .in  jedem  homogenen  Coordinatensystem ,  so  auch  in  unserem  jetzt 
betrachteten  eine  Gerade  oder  einen  Punkt  dar,  je  nachdem  man  die  x,-  oder 
die  Ui  als  Variable  betrachtet.  Setzen  wir  nun  u,  =  w,  112  =  v,  1*3=  1, 
^]  =  ^Y  %=y«  ^s=li  so  ^st  folglich  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

11)  ux  +  vy  +  \^Q 

die  Gleichung  der  Geraden  mit  den  Coordinaten  u,  v  oder  diejenige  des 
Punktes  x^  y,  je  nachdem  man  x  und  y  oder  u  und  v  als  Variable  betrachtet. 
Nehmen  wir  x  und  y  als  variabel  an  und  vergleichen  sie  mit  der  allgemei- 
nen Gleichung  der  Geraden  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

Ax  +  By  +  C=^0, 

A  7? 

so  sehen  wir,  dass  die  Grössen  7^  und  -^  als  Coordinaten  der  Geraden  zu 

betrachten  sind.  Dies  sind  in  der  That  die  negativen  reciproken  Axenab- 
schnitte der  Geraden.  Warum  man  aber  nothwendig  gerade  sie  als  Coordinaten 
der  Geraden  im  rechtwinkligen  System  zu  wfthlen  hat,  ist  nur  einleuchtend, 

ZtitMbrifl  t  Maibematik  u.  Phyilk  XXXII,  3.  .^fts^  "^fe^^'^^   f wOQIc 

^KSITY 
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wenn  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  als  speciellen  Fall  der  homogenen 
anffasst.  Nehmen  wir  in  Gleichung  11)  u  und  v  als  variabel  an,  betrach- 
ten sie  also  als  Gleichung  des  Punktes  x,  y  und  vergleichen  sie  mit  der 
allgemeinen  linearen  Gleichung  in  u  und  v: 

12)  Pu+Qv  +  B^O, 

so  sehen  wir,  dass  diese  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten 

P  Q 

darstellt.  ^  ^ 

um  jetzt  die  Transformationsgleichungen  herzuleiten,  welche  beliebige 
homogene  mit  den  rechtwinkligen  Liniencoordinaten  verbinden,  suchen  wir 
zunSchst  den  senkrechten  Abstand  einer  beliebigen  Greraden  ti^,  Vq  von  dem 
durch  die  Gleichung  12)  gegebenen  Punkte. 

Die  Gerade  hat  die  Gleichung 

folglich  ist  ihr  senkrechter  Abstand  tc  von  dem  gegebenen  Punkte,  der  die 

P      Q 

Coordinaten  :=r»  ~  hat, 

^     *  PtiQ  +  gro  +  l?^ 

Wir  ¥ä8sen  nun,  dass  die  Coordinaten  m,-  einer  Geraden  in  einem  be- 
liebigen Dreieckscoordinatensjstem  gegebenen  Vielfachen  ihrer  senkrechten 
Abstände  von  den  Fundamentalpunkten  proportional  sind,  und  müssen  des- 
halb zuerst  die  Gleichungen  dieser  Fundamentalpunkte  suchen.  8ind  die 
homogenen  Punktcoordinaten  mit  den  rechtwinkligen  wieder  durch  die  Gleich- 
ungen 3)  verbunden,   so  ergeben  sich  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des 

Fundamentalpunktes  ^^t  als  77  und  -^  t  wenn  wieder  Ai ,  Bi ,  d  die  ünter- 

determinanten  der  Determinante  (a^^gC^)  bezeichnen;  die  Gleichungen  der 
drei  Fundamentalpunkte  lauten  demnach  in  rechtwinkligen  Liniencoordinaten : 

A4U  +  BiV  +  Ci^0, 
folglich  sind  die  senkrechten  Abstände  »«■  einer  beliebigen  Geraden  t»,  v  von 
diesen  drei  Punkten  proportional  den  Grössen 

AiU  +  BiV-\'Ci 

Gi 
und  also,  da  nach  den  Gleichungen  9)  li^=^G{  und  nach  7)  0u^s=Xficj  ist, 

13)  <FU.-  =  Aiik  +  BiV  +  Oi . 

Durch  diese  Gleichungen  sind  die  homogenen  Liniencoordinaten  mit  den 
rechtwinkligen  verknüpft,  während  ihnen  dualistisch  gegenüberstehen  die 
Gleichungen  ,  , 

welche  die  homogenen  Punktcoordinaten  durch  die  rechtwinkligen  ausdrücken. 
Um  umgekehrt  die  rechtwinkligen  Coordinaten  jedesmal  durch  die  homo- 
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genen  darzustellen,  haben  wir  die  letzten  und  vorletzten  Gleichungen  nach 
jE,  y,  1  resp.  u^  Vj  l  aufzulösen  und  erhalten  so  die  Gleichungen 


14)  x  = 


ECiXi       ^       ECiXi  ' 


15)  u^^f^.     v^^"^. 

Wir  fanden  früher,  dass  die  rechtwinkligen  Pankteoordinaten  versagen 
für  unendlich  ferne  Punkte,  und  sehen  nun  aus  den  Gleichungen  14),  dass 
«  =  00  und  y  =  Qo  ist  für  alle  Punkte,  die  auf  der  Geraden 

2CiXi  =  0 

liegen,  und  nur  für  diese;  wir  müssen  deshalb  annehmen,  dass  alle  unend- 
lich fernen  Punkte  der  Ebene  auf  dieser  Geraden  liegen ,  und  können  daher 
von  einer  unendlich^  fernen  Geraden  der  Ebene  sprechen. 

Die  beiden  Gleichungen  15)  zeigen  uns,  dass  u=:Qo  und  t7  =  oo  wird, 

falls 

£CiUi  =  0 

ist,  d.  h.  für  jede  Gerade,  welche  durch  den  zu  dieser  Gleichung  gehörigen 
Punkt  geht.  -Dieser  Pnnkt  spielt  also  bei  den  rechtwinkligen  Liniencoordi- 
naten  dieselbe  Bolle,  wie  die  unendlich  ferne  Gerade  bei  rechtwinkligen 
Pankteoordinaten.  Er  ist  offenbar  der  Anfangspunkt  des  rechtwinkligen 
Systems ,  da  die  Axenabschnitte  aller  durch  diesen  gehenden  Geraden  gleich 
Nall  sind,  ihre  reciproken  Werthe  also  unendlich  werden. 

In  der  That  gilt  die  Betrachtung,  durch  welche  wir  die  rechtwinkligen 
Liniencoordinaten  aus  den  homogenen  hergeleitet  haben,  nicht  mehr,  falls 
a  =  0  und  5  =  0  ist.  In  diesem  Coordinatensjstem  verlieren  wir  also  die 
Herrschaft  über  die  durch  seinen  Anfangspunkt  gehenden  Geraden,  und  erst 

wenn  wir  das  Verhftltniss  —  i  falls  u  und  v  unendlich  gross  sind,  kennen, 

sind  wir  im  Stande,  die  Lage  einer  durch  den  Anfangspunkt  gehenden 
Geraden  zu  bestimmen,  da  dieses  Verhältniss  für  alle  einander  parallelen 
Geraden  dasselbe  bleibt. 

Dass  dagegen  die  homogenen  Liniencoordinaten  nicht  versagen  für  Ge- 
rade, die  durch  den  Fnndamentalpunkt  ^3  gehen,  ist  direct  einzusehen  und 
folgt  ausserdem  aus  den  Gleichungen  13) ,  aas  denen  sich  für  u  =  oo,  t;  =  oo, 

falls  lim—  =  l  ist,  ergiebt 

Also  auch  die  homogenen  Liniencoordinaten  sind  vor  den  rechtwinkligen 
wieder  bevorzugt,  indem  sie  für  keine  Gerade  der  Ebene  eine  Ausnahme- 
stellang  verlangen. 

Die  Ausnahmestellung  der  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Geraden 
im  rechtwinkligen  Liniencoordinatensjstem   hebe   ich,   wie   schon  anfangs 
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bemerkt,  deshalb  besonders  hervor,  weil  sie  gewöhnlich  nicht  betont,  son- 
dern in  den  meisten  Lehrbüchern  ein&ch  angenommen  wird ,  die  Gleichung 

ÄX+  By+C=:0 
jeder  Geraden  lasse  sich  auf  die  Form 

ux  +  vy+  1  =0 
bringen,  während  dies,  falls  C=0  ist,  d.  h.  die  betrachtete  Gerade  durch 
den  'Anfangspunkt  geht,  unmöglich  ist* 

In  dieser  Hinsicht  befinden  sich  die  rechtwinkligen  Liniencoordinaten 
—  bei  aller  sonstigen  Gleichberechtigung  —  immer  im  Nachtheil  gegen  die 
rechtwinkligen  Punktcoordinaten ;  denn  während  die  letzteren  nur  versagen 
fUr  die  unendlich  fernen  Punkte,  die  uns  überhaupt  nie  direct  zug&nglich 
und  ausserdem  unabhängig  von  der  Lage  des  rechtwinkligen  Coordinaten- 
Systems  in  der  Ebene  sind,  versagen  die  ersteren  für  alle  Geraden,  welche 
durch  einen  im  Endlichen  liegenden  Punkt  gehen,  und  diese  Geraden  sind 
nicht  unabhängig  von  der  Lage  des  r6cht¥änkligen  Systems  in  der  Ebene, 
da  sie  stets  durch  den  Anfangspunkt  desselben  gehen. 

3. 

Hier  liegt  nun  die  Frage  nahe:  giebt  es  vielleicht  ein  anderes  nicht 
homogenes  Coordinatensystem ,  das  den  gleichen  Vorzug  für  Liniencoordina- 
ten besitzt,  den  das  rechtwinklige  für  Punktcoordinaten  darbietet? 

Diese  Frage  lässt  sich  aber  von  vornherein  schon  verneinen,  M\s  wir 
uns  auf  die  Betrachtung  der  Ebene  beschränken,  da  in  dieser  keine  reci- 
proke  Beziehung  zwischen  den  unendlich  fernen  Punkten  und  der  unendlich 
fernen  Geraden  besteht,  indem  es  von  solchen  Punkten  unendlich  viele, 
dagegen  nur  eine  unendlich  ferne  Gerade  in  ihr  giebt.  Sobald  wir  aber 
aus  der  Ebene  heraustreten  und  statt  der  Geraden,  die  in  einer  Ebene 
liegen,  diejenigen  betrachten,  die  durch  einen  und  denselben  unendlich  fer- 
nen Punkt  gehen,  so  können  wir  ein  dem  rechtwinkligen  Punktcoordinaten- 
System  völlig  analoges  System  für  Liniencoordinaten  finden.  In  einem  sol- 
chen Bündel  von  Parallelstrahlen  und  diesen  Strahlen  parallelen  Ebenen 
giebt  es  ja  unendlich  viele  unendlich  ferne  Gerade,  dagegen  nur  eine  un- 
endlich ferne  Ebene.  Nehmen  wir  nun  zwei  aufeinander  senkrechte  Ebenen 
des  Bündels  als  Coordinatenebenen ,  so  ist  durch  ihre  senkrechten  Abstände 
von  diesen  jede  Gerade  des  Bündels  bestimmt,  mit  Ausnahme  aller  unend- 
lich fernen  Geraden,  für  welche  man  noch  das  Verhältniss  dieser  Abstände 
kennen  muss.  Diese  Geraden  sind  aber  unabhängig  von  der  Lage  des  ge- 
wählten Coordinatensystems  im  Bündel,  dasselbe  leistet  also  das  Gleiche  für 
die  Geraden  des  Bündels,  was  das  rechtwinklige  für  die  Punkte  der  Ebene 


*  Es  sei  beiläufig  bemerkt,  daes  dieser  Ausnahmefall  z.  B  schon  nicht  über- 
sehen werden  darf,  wenn  man  in  die  in  Punktcoordinaten  gegebene  Scheitelgleich- 
UDg  der  Parabel  die  rechtwinkligen  Liniencoordinaten  einführt. 
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leistet;  es  hat  aber  weiter  keine  praktische  Bedeutung,  da  es  nur  die  Pro- 
jection  des  rechtwinkligen  Pnnktcoordinatensjstems  aus  einem  unendlich 
fernen  Punkte  ist 

Viel  wichtiger  ist  es,  zu  untersuchen»  ob  wir  nicht  in  der  Ebene  Linien- 
ooordinaten  finden  können,  die  den  rechtwinkligen  Punktcoordinaten ,  wenn 
auch  nicht  völlig ,  so  doch  mehr  entsprechen,  als  die  rechtwinkligen  Linien- 
coordinaten. 

Aus  den  homogenen  Coordinaten  erhielten  wir  die  rechtwinkligen  Punkt- 
coordinaten dadurch,  dass  wir  eine  Seite  des  rechtwinkligen  Fundamental- 
dreiecks ins  unendliche  rücken  Hessen;  wir  dürfen  deshalb  erwarten,  dass 
wir  Liniencoordinaten  von  ähnlicher  Einfachheit  erhalten  werden,  wenn  wir 
nicht  eine  Seite,  sondern  eine  Ecke  dieses  Fundamentaldreiecks  ins  Unend- 
liche rücken  lassen. 

Nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  auch  hier  ein  rechtwinkliges  Fun- 
damentaldreieck (Fig.  5)  N^N^N^  an,  und  messen  wir  die  Abstände  der 
Geraden  g  von  den  drei  Fundamentalpunkten  nicht  in  senkrechter  Richtung, 
sondern  parallel  zur  Seite  x^  =  Oy  so  dass  also  diese  drei  Abstände  sind 

dann  sind  die  Coordinaten  ut  der  Geraden,  wenn  wir  für  die  drei  beliebi- 
gen Constanten  Xi  die  Werthe  wählen 

Aj  =  J,       4.2=1,       ^3=        —-» 

bestimmt  durch  die  Gleichungen 

,  s 

1  >  2  ^        -P3 

Bückt  nun  der  Punkt  ^3  auf  der  Geraden  ^^^3  ins  Unendliche,  so 
wird  N^P  =  8  negativ  unendlich  gross,  p^  positiv  unendlich,  und  beide 
Grössen  unterscheiden  sich  nur  um  eine  endliche  additive  Constante  (wenn 
nicht  P  selbst  ins  Unendliche  rückt,  also  die  betrachtete  Gerade  parallel  zu 

i^,^3  ist);  der  Grenzwerth  von  ist  also  gleich  der  Einheit  und  folglich 

Die  Seite  ^^^3  (Fig.  6)   ist  jetzt   der  Seite  ■^:^s  parallel,   und  eine 

Gerade  ist  bestimmt  durch  die  nicht  mehr  homogenen  Coordinaten  w  und  ty 

d.  h.  durch  ihre  von  den  Punkten  ^|  resp.  N^  aus  gemossenen  Abschnitte 

auf  den  beiden  Geraden,   die  wir  als   die  Axen  dieses  Coordinatensystems 

betrachten  wollen.     In  ihnen  haben  also  die  Coordinaten  der  Geraden  eine 

ebenso  einfache  geometrische  Bedeutung,   wie  im  rechtwinkligen  Coordina- 

tensjstem  diejenigen  des  Punktes.     Auch  hier  sind  gewisse  Gerade,  wie  dort 

die  unendlich  fernen  Punkte,  nicht  direct  durch  ihre  Coordinaten  bestimmt; 

für  jede  den    Axen  parallele  Gerade  werden  ja  die  Axenabschnitte  beide 

auendlich  gross.     In   der  That  dürfen   wir  für  diese  Geraden  nicht  mehr 

g 
Um =1   setzen,   weil   der  Punkt  P  selbst  im  Unendlichen  liegt;  der 
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üebergang  von  den  homogenen  zu  diesen  Liniencoordinaten  ist  dann  nicht 
mehr  in  der  obigen  Weise  möglich.  Doch  können  wir  die  Lage  dieser 
Geraden  bestimmen,   wenn   wir  ausser  ihren  Coordinaten  auch  deren  Vor- 

to 
hältniss    --  kennen,  da  dieses  Verhftltniss  für  irgend  eine  Gerade,   welche 
r 

die  Fundamentallinie  N^N^  im  Punkte  B  schneidet,  stets  =  r~^  ist.   Wäh- 

rend  wir  also  im  rechtwinkligen  Coordinatensystem  über  alle  Punkte,  die 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden  liegen,  die  Herrschaft  verlieren,  so  besitzen 
wir  sie  hier  nicht  mehr  über  alle  Geraden,  die  durch  einen  unendlich  fernen 
Punkt,  den  Schnittpunkt  der  beiden  Axen  des  Systems,  gehen.  Die  Geraden, 
welche  hier  eine  Ausnahmestellung  einnehmen,  sind  aber  abhSngig  voo 
der  Lage  des  Coordinatensystems ,  wie  es  nicht  anders  zu  erwarten  war. 

Dieses  einfache  Liniencoordinatensystem  hat  Herr  Schwering  im 
21.  Bande  dieser  Zeitschrift  eingeführt  und  in  seinem  Buche  „Die  Theorie  ^ 
und  Anwendung  der  Liniencoordinaten*'  (Leipzig  1884)  ausschliesslich  be- 
nützt. Herr  Schlegel  hat  dann  im  23.  Bande  dieser  Zeitschrift  darauf 
aufmerksam  gemacht,  dass  dasselbe  dem  rechtwinkligen  Punktcoordinaten- 
system  reciprok  ist.  Da  bei  dieser  reciproken  Beziehung  die  Gerade  NiN^ 
dem  Anfangspunkt  des  rechtwinkligen  Coordinatensystems  entspricht,  so 
wollen  wir  sie  die  Anfangsgerade  des  Schwering^schen  Coordinatensystems 
nennen. 

Wir  wollen  nun  noch  fragen,  welche  Grössen  wir  in  diesem  System 
als  Coordinaten  eines  Punktes  zu  betrachten  haben,  diese  Grössen  aber  nicht 
aus  der  Gleichung  des  Punktes,  sondern  wieder  mit  Hilfe  der  homogenen 
Coordinaten  bestimmen. 

Kehren  wir  zu  diesen  zurück,  so  haben  wir,  da 

A^  =  1,     Ag  =  1,     A j  =      — 
/'s 

gesetzt  wurde  und  hi  =  - —  ist,  für  ki  die  Werthe 

'      Pi      ^     P%       ^ 
und   folglich,   wenn   wieder  r<  den   senkrechten  Abstand   eines   beliebigen 
Punktes  von  der  Seite  d?<=3  0  bedeutet, 

^Äi=J^,      ^»j=^*,     QX^^-r^ 
oder 
16)  a.:a;j:a.  c=-lri:«l!l.l. 

*  Pl  ^3  Pi  ^3 

Die  Division  durch  r^  ist  erlaubt,  so  lange  r^  nicht  gleich  Null  ist;  unsere 
Betrachtung  gilt  also  für  alle  Punkte  der  Ebene,  ausser  für  die  auf  der 
Geraden  N^N^  gelegenen  (Fig.  5).  In  der  obigen  Proportion  kommen  keine 
Grössen  vor,  die  unendlich  werden,  wenn  der  Punkt  N^  auf  der  Seite  x^=0 
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ins  unendliche  rückt,  sie  gilt  also  auch  für  das  Schwering'sche  Coordi- 
natensystem.  Verbindet  man  in  ihm  (Fig.  7)  den  betrachteten  Punkt  P  mit 
den  Funkten  N^  und  N^y  deren  Gleichungen  U7  =  0,  resp.  ^  =  0  sind,  und 
bezeichnet  die  Abschnitte  N^D  und  N^C  dieser  Verbindungslinien  auf  der 
t'  und  fcr-Axe  mit  d  und  c,  so  ist 


!i^ 

^, 

ü.^ 

p* 

U 

c 

»'s 

d 

oder 

1 

Ü- 

1 

l!i 

1 

A 

»•» 

c ' 

Pj'-s 

~1' 

die  Froportion 

16) 

lautet  also: 

_  1 

1    , 

«,: 

;«,:«, 

=  " 

c  ' 

■r^- 

Als  nicht  homogene  Coordinaten  |,  17  eines  Funktes  im  Schwering- 
schen  Coordinatensjstem  haben  wir  demnach  zu  wfthlen  die  negativen  reci- 
proken  Axenabschnitte  derjenigen  beiden  Geraden,  welche  den  Funkt  mit 
den  Funkten  ^  =  0  und  w  =  0  verbinden. 

Die  Analogie  mit  den  Liniencoordinaten  im  rechtwinkligen  System  tritt 
schon  hier  hervor,  sie  wird  aber  bei  einer  weiteren  Specialisirung  des 
Schwerin  gesehen  Systems  nachher  noch  auffallender  werden. 

Der  obige  Uebergang  von  den  homogenen  zu  diesen  Coordinaten  ist 
nicht  mehr  gestattet,  wenn  r^  =  0  ist,  wie  schon  vorhin  bemerkt  wurde. 
Unsere  neuen  Funktcoordinaten  versagen  also  für  alle  Funkte,  welche  auf 
der  Anfangsgeraden  N^N^  des  Systems  liegen,  die  Coordinaten  jedes  sol- 
chen Funktes  werden  unendlich  gross,  und  es  muss  noch  ihr  Verhältniss 
gegeben  sein,  wenn  seine  Lage  bestimmt  sein  soll.  Auch  hier  sind  diese 
Funkte  abhängig  von  der  Lage  des  Coordinatensystems  in  der  Ebene  ^  da 
sie  jedesmal  auf  der  Anfangsgeraden  desselben  liegen.  Dieses  nicht  homo- 
gene Funktcoordinatensystem  ist  aber  dadurch  interessant,  dass  in  ihm  die 
unendlich  fernen  Funkte  uns  direct  zugänglich  sind ,  d.  h.  bestimmte  endliche 
Coordinaten  besitzen;  denn  die  Coordinaten 

5  =  Ä,     12  =  — Ä, 

wo  h  eine  beliebige  Constante  ist,  bestimmen  stets  eindeutig  einen  unend- 
lich fernen  Funkt,  da  die  Axenabschnitte  der  beiden  die  Lage  des  Funktes 
(^,  ~  h)  bestimmenden  Geraden  in  diesem  Falle  entgegengesetzt  gleich ,  diese 
Geraden  selbst  also  parallel  sind. 

Wir  wollen  jetzt  den  Zusammenhang  zwischen  diesen  und  den  recht- 
winkligen Funktcoordinaten  herstellen  und  kehren  zu  diesem  Zwecke  noch- 
mals zu  den  homogenen  Coordinaten  zurück. 

Sind 
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die  Gleichungen  der  drei  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  (Fig.  5)  im  recht- 
winkligen Coordinatensystem,  so  hat  man  fttr  die  homogenen  Punktcoordi- 
naten  die  Gleichungen 

in   denen  die  Constanten  a^f  h^^  a^  so  zu  bestimmen  sind,  dass  ^i,  A^«  i^ 

die  früher  festgesetzten  Werthe  1,  1, erhalten.    Nun  haben  wir  frOher 

(S.  158)  gesehen,  dass,  falls 

die  Grössen  Xt  den  Unterdeterminanten  Ci  gleich  oder  wenigstens  propor- 
tional sein  müssen.     Die  Proportion 

X,:X,:l,  =  C,:C,:C, 
lautet  aber- in  unserem  speciellen  Falle: 

PZ  ^    *      P2  Ps 

sie  ist  befriedigt  durch  die  Werthe 

ai  =  — 1,     ^2  =  --'     «s  =  — 1- 
Demnach  yermitteln  die  Gleichungen 

^,  =  ----^-  +  1,     gx^=^f^  QX^=^-x 
Pz     Pt  Pt 

den  Zusammenhang  zwischen  diesem  speciellen  homogenen  und  dem  recht» 

winkligen  Coordinatensystem.     Aus  ihnen  folgt 


r  .^  .^  -  (y-Pi    IV     y  .1 

'       '    ^         \P2^         Ps^        A« 


also  wird,  wenn  wir  p^  unendlich  werden  lassen,  wo  dann  die  beiden  ersten 
Glieder  auf  der  rechten  Seite  der  Proportion  in  die  Punktcoordinaten  des 
Schwering^schen  Systems  übergehen: 

£  und  fj  sind  somit  durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  ausgedrückt.  Ans 
diesen  Gleichungen  folgt  wieder  die  geometrische  Bedeutung  der  neuen 
Punktcoordinaten,  die  wir  oben  direct  gefunden  haben. 

Endlich  wollen   wir  noch   den  Zusammenhang  zwischen  den  Schwe- 
ring^schen  und  den  rechtwinkligen  Liniencoordinaten  herleiten. 

Aus  den  Gleichungen 

gXi  =  aiX  +  hiy  +  Ci 

folgen,  wie  wir  wissen,  die  Gleichungen 

aui  =  ÄiU  +  BiV  +  d , 
in  denen  At^  Biy  Ci  die  ünterdeterminanten  der  Determinante  {aih^c^y  be- 
deuten.    In  unserem  speciellen  homogenen  Coordinatensystem ,  das  mit  dem 
Schwering'schen  zusammenfällt,  erhält  man  demnach  aus  den  Gleichungen 
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P»  Pi 

die  folgenden: 

1  1  1 

'     /»»        ^  P»         '         P% 

also  ist 


u.:«,:«,=  --:(— ^  +  -j:l; 


man  bat  folglich  die  Seh  we  ring 'sehen  Liniencoordinaten  ausgedrückt  durch 
die  rechtwinkligen  in  den  Oleichongen 

w  = >      f  =  — » 

u  u 

die  natürlich  auch  direct  auf  geometrischem  Wege  hergeleitet  werden  können. 

Zum  Sch}u88  endlich  wollen  wir  noch  die  specielle  Annahme  machen, 
dass  die  Entfernung  p^  der  beiden  Axen  von  einander  im  Schwering- 
schen  Coordinatensjstem  gleich  der  Einheit  sei. 

In  diesem  Falle  ist  (Fig.  7) 


also 


tgy      '        ^^ 

y  und  8  sind  die  beiden  Winkel,  welche  in  dem  von  dem  betrachteten 
Punkte  P  mit  N^  und  N^  gebildeten  Dreieck  an  der  Anfangsgeraden  liegen; 
dieselben  sind  positiv,  resp.  negativ  zu  rechnen,  je  nachdem  der  Punkt  P 
in  der  Halbebene  der  positiven  oder  in  derjenigen  der  negativen  Axen  liegt. 

um  die  Analogie  zwischen  diesen  Punkt-  und  den  rechtwinkligen 
Liniencoordinaten  hier  recht  deutlich  hervortreten  zu  lassen ,  wollen  wir  die 
Punkte  w  =  Oj  ^  =  0,  die  den  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  o;  =  0,  y=»0 
entsprechen,  als  Coordinatenpunkte  des  Schwer  in  g'schen  Systems  bezeich- 
nen. Dem  Dreiseit,  das  im  rechtwinkligen  Coordinatensystem  von  den 
beiden  Coordinatenaxen  und  einer  Geraden  g  gebildet  wird ,  entspricht  dann 
in  unserem  System  das  Dreieck,  das  von  den  beiden  Coordinatenpunkten 
und  dem  Punkte  P  gebildet  wird,  und  die  Coordinaten  eines  Punktes  sind 
hier,  wie  wir  eben  sahen,  die  negativen  reciproken  Tangenten  der  Winkel, 
welche  von  den  Verbindungsgeraden  desselben  mit  den  Coordinatenpunkten 
und  von  der  Anfangsgeraden  begrenzt  werden,  während  im  rechtwinkligen 
System  die  Coordinaten  einer  Geraden  die  negativen  reciproken  Längen  der 
Strecken  sind,  welche  von  den  Schnittpunkten  der  Geraden  mit  den  Co- 
ordinatenaxen und  vom  Anfangspunkte  begrenzt  werden. 

Das  Schwering'sche  Coordinatensystem  ist  also  bei  diesen  Festsetz- 
ungen für  Punktcoordinaten  völlig  reciprok  dem  rechtwinkligen  Coordinaten- 
system für  Liniencoordinaten. 
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X. 

Bestiinmung  der  Cardinalpimkte  eines  dioptrisch-kat- 

optrischen  Systems  centrirter  sphärischer  Flachen, 

mittels  Kettenbruchdetermlnanten  dai^estellt 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  Matthiessen 

in  Bofliook. 


In  einem  früheren  Aufsatze  (XXIX.  Jahrg.  dieser  Zeitschr.,  1884^  S.343) 
sind  von  mir  nach  einem  zuerst  von  Ferraris  angewandten  Verfahren  die 
Formeln  zur  Bestimmung  der  Cardinalpunkte  eines  dioptrischen  Systems 
centrirter  sphärischer  Flächen  abgeleitet  worden.  Vor  Kurzem  hat  Her- 
mann Brockmann  in  der  Centralzeitung  fQr  Optik  und  Mechanik  (De- 
cemberheft  1886)  gezeigt,  wie  sich  diese  Formeln  in  einfacher  Weise  auch 
auf  den  Fall  anwenden  lassen,  wo  die  letzte  Fläche  spiegelt,  so  dass  die 
Lichtstrahlen  das  brechende  System  wieder  in  entgegengesetzter  Richtung 
durchlaufen.  Es  soll  im  Folgenden  mit  Hinweis  auf  die  frühere  Abhand- 
lung eine  kurze  Darstellung  dieser  Verallgemeinerung  der  dioptrischen  De- 
terminanten gegeben  werden ,  woran  sich  eine  Anwendung  derselben  auf  die 
Theorie  der  bekannten  S ans on 'sehen  Bilder  im  Linsenauge  knüpfen  wird. 

Wir  setzen  also  voraus,  dass  in  einem  brechenden  System  von  a  Flächen 
die  letzte  spiegelt,  so  dass  die  Lichtstrahlen  wieder  rückwärts  aus  dem 
System  austreten.  Femer  sollen  unter  Annahme  der  0 au ss 'sehen  Beschrän- 
kungen nur  paraxiale  Strahlen  in  Betracht  gezogen  werden,  auf  welche 
ausschliesslich  nur  die  Cardinalpunkte  Bezug  haben.  Das  in  Betracht  zu 
ziehende  System  hat  dann  2a  —  l  Flächen,  von  denen  die  a^^  Fläche  den 
Brechungsindex  fi«  =  — 1  besitzt  Ist  dann,  wie  frühefr,  da.i  der  Abstand 
des  Scheitels  der  a*^  Fläche  von  dem  der  (a  — 1)*®°,  so  wird  sein 


/2a-l  =  9l>         <P2«-1  =^/i- 

Die  secundären  Focalinterstitien  werden  sein 

/a  =  -"«^«-"»      «^a  +  l  ="— /»-2i      •••>      J2a-2  ="-"-^i' 

Die  Interstitialdeterminante  ist  alsdann 
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A    V« 
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flPa 
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-fa 

-^-1 

Va-I 
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. 

-/•-l 

-/a-2 

. 
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. 

.    . 

. 

V2 

0      . 

. 

. 

. 

— 

U  -Ji 

Ä2a-2  = 


Bezeichnet  man,  wie  früher,  die  erste  Gruppe  mit  i2a~i,  die  vierte 
mit  U'a— I ,  wo  U'a— I  sich  von  Jßa.i  nur  durch  den  Factor  (—1  )*■""*  unter- 
scheidet, so  ergiebt  die  Entwickelung 

-«2«— 2  — -««-l.Ä  «  —  I  —  ta^a-r-f '-^"7 


,(-.).-.{«.,., -i^,(^)*). 


worin       /~    =  JR^  _  2  gesetzt  werden  kann.     Die  Determinante  lässt  sich 
offenbar  auch  als  Product  zweier  Determinanten  schreiben  ^  nämlich 

—  f\    *^i 

0  1  1 

Zunächst  ist  nun  die  erste  Brennpunktsdistanz,  d.  h.  der  Abstand  des 
ersten  Hauptbrennpunktes  F  von  der  Vorderflttche  8^i 


/,    <>), 

. 

•           • 

-fr    J, 

• 

• 

•               . 

. 

9»«_i    0 

, 

-/a-1 

/.-•    1 

. 

0 

-ir.  1 

«2a- 2 


92a-l' 


=  -S,(I>, 


ÖJj  Ru—2  dJia—l 

also  J?j<Ps=5]F,  wo  <1>  den  zweiten  Hauptbrennpunkt  des  dioptrisch-katop- 
irischen  Systems,  £i  seine  letzte  Fläche  bezeichnet.  Da  aber  S^  mit  S^ 
coincidirt,  so  coincidiren  auch  die  beiden  Hauptbrennpunkte.  Femer  ist 
die  zweite  Brennweite 

V  =  (— l)^-»nif4...fi2a-i/; 
und  im  vorliegenden  Falle 

n«  =  — 1,     na+i' 


1 


9f| 


folglich  9  =3  /",  d.  h.  es  sind  die  Brennweiten  nach  Lage  und  Grösse  dieselben. 
Weiter  sind  die  Haupt-  und  Knotenpunktsdistanzen 

Demnach  vereinigen  sich  auch  die  Hauptpunkte  jB"«,  Hß  in  einem  Punkte  H, 
ebenso  die  Knotenpunkte  £*«,  Kß  in  einem  Punkte  K.    Daraus  folgt  weiter, 

Digitized  by  VJV^OQlC 


172    Bestimmung  d.  Cardinalpunkte  eines  dioptr.- katoptr.  Systems  etc. 

dass  das  System  wie  ein  sphärischer  Spiegel  functionirt  Yom  Radias  r-=  2^, 
dessen  optischer  Mittelpunkt  im  Hauptpunkte  H  und  dessen  Krttmmungsr 
mittelpuukt  im  Knotenpunkte  iC  liegt.  Da  n&nlich  allgemein  HK=^f-\-fp 
ist,  so  liegt  K  ebenso  weit  vor  jP,  wie  F  vor  H,  d.  h.  im  Centram  des 
substituirten  Spiegels. 

Sind  Xq  und  x^  die  Abscissen  eines  Objectes  Y^  und  seines  Bildes  Y^ 
bezüglich  J7,  so  ist 

Die  Hauptbrennweite  und  die  Hauptpunktsdistanz  sind 

/    =   tJP   = : , 


Wenn  es  sich  darum  handelt,  den  Krümmungshalbmesser  r«  der  letz- 
ten ,  spiegelnden  Fläche  dioptrisch  zu  messen ,  während  die  übrigen  Elemente 
bekannt  sind,  so  bedarf  es  dazu  der  Messung  des  Bildes  F|  eines  Objectes  F^, 
welches  sich  in  der  Entfernung  x^^  von  dem  Hauptpunkte  H  befindet.  Da 
aber  die  Hauptpunktsdistanz  HS^  oder  «i  der  Vorderfläche  eine  Function 
von  fa  ist,  so  muss  man  sie  auf  einem  andern  Wege  ermitteln.  Bei  dicken 
Systemen  kann  der  Werth  von  a^  direct  durch  Messung  gefunden  werden, 
und  zwar  mittels  zweier  Beobachtungen  bei  verschiedenen  Objectsdistanzen. 
Sind  nämlich  8^  und  5,  die  Objectsdistanzen  von  8^ ,  ß^  und  ß^  die  Bildver- 
hältnisse, so  wird  sein 

_! ß. 1 ft_  =  l 

•    S„+0,        «0+«!         »1  +  «I        «l  +  «l  f 

oder 
folglich 

„^».a-^o)-goa-ft) 

Ä)-ft 

In   dünnen  Systemen  von  kleiner  Krümmung  ist  jedoch  a^  so  klein,   dass 
man  es  gegen  Sq  oder  Xq  vernachlässigen  kann. 

Ans  dem  gemessenen  Bildverhältnisse  wird  nun  weiter  durch  Berech- 
nung x^  gefunden  und  somit  auch  f.  Alsdann  ergiebt  sich  r«  aus  der  For- 
mel für  die  Brennweite,  nämlich 

2^fta,2 

Ta  =  7 J ' 

•      fl  ...  fa-\  9>«-l  ..-Vi 

WO  aber  ^2a— 2  noch  eine  lineare  Function  von  r«  ist.     Nun  ist 

und 
folglich 
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Ä«-j  =  (- 1)— MKir.-g)«-.! +  d.«,)B«^2  +  V«~i /«-lÄ— t? 

hieraus  versch  windet  das  Qnadrat  von  r«,  so  dass  die  Gleichung  in  r«  linear 
wird.     Man  findet  mit  leichter  Mühe 

Wenn  man  nun  Diyidend  nnd  Divisor  dieses  Quotienten  dnrch  (—  iy~^lPa-^2 
dividirt  und  die  beiden  Brennweiten  des  vor  der  spiegelnden  Fläche  liegen- 
den dioptrischen  Systems  der  Kürze  wegen 

-Ro-2  Bo_2 

schreibt,  so  resultirt 

/  j  Va-l— »fl-l  — y«  — l/a— l-jö 


Nun  ist 

Äfl-1  =  (/«  —  9fl_i  +  da— l)  Ä«-.2  +  9«-  1  /a - 1  -R«— 3 » 

also 

-  Äa-3  -  Äo  — 1 

ya  — 1— »a-1  — 9>a— 1/a-l  "ö =  / • W * 

/la— 2  «a— 2 

und  femer  das  secundftre  Hauptpunktsinterstitium  des  vorangehenden  Sy- 
stems [vergL  loe.  dt.  27)] 

"-=»-('---fe)' 

folglich 

-*<•— 2 

Der  Ausdruck  für  den  Krümmungsradius  der  letzten,  spiegelnden  Flttche 
ist  demnach 

wo  2>«— 1  das  secundftre  Hauptpunktsinterstitium  des  vorangehenden  Systems 
oder  der  Abstand  der  spiegelnden  Fläche  von  dem  zweiten  Hauptpunkte 
des  vorangehenden  dioptrischen  Systems,  ^'^ D«.!  die  Entfernung  des 
zweiten  Brennpunktes  desselben  Systems  von  der  spiegelnden  Fläche,  f  und 
(p  seine  Brennweiten  und  f  die  Brennweite  des  ganzen  dioptrisch  -  katop- 
trischen  Systems  bedeuten.     Ist  a  =  2,  so  erhält  man 

Löst  man  die  allgemeine  Gleichung  nach  f  auf,  so  resultirt 
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Da  der  scheinbare  Ort  H  der  spiegelnden  Flflche  offenbar  von  ihrer 
Krümmung  unabhängig  ist,  so  muss  es  auch  u^  sein.     Wir  fanden  oben 


« 


Es  ist  nun 

Äi<,_,  =  (-1)— »(Ä._,-ir.Ä,_i)(Ä._,  +  |r.Ä._,). 
Es  ist  also  -  _  no       . 

Weiter  ist  Ä._i-4r.Äa-.2  / 

folglich 

^»  +  ^^1    (-y..,  +  d._OÄ._i+v.-./'.-iÄ.-s   J' 
d.  h.  gleich  einem  Ausdrucke,  der  ta  nicht  enthält. 

Wenn  die  spiegelnde  Fläche  eben  ist,  also  ra  =  Qo,  so  liefert  die  Gleich- 
ung in  fa  oder  f: 

Ist  dabei  a  =  2,  so  findet  man 

9>i  — »1 

d.  h.  der  scheinbare  Brennpunkt  der  spiegelnden  Fläche  liegt  in  der  davor 
liegenden  brechenden  Fläche;  ihr  scheinbarer  Krümmungsradius  ist  2/1 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  werden  auf  das  Auge  angewendet, 
wenn  es  sich  darum  handelt,  die  Krümmung  der  Linsenfiächen  mit  Hilfe 
der  S an son'schen  Bilder  zu  messen.  Wir  wollen  dabei  ausgehen  von  fol- 
genden geometrischen  und  optischen  Constanten  des  accommodationsfreien, 
schematischen  menschlichen  Auges  Ai 

Krümmungsradius  der  Hornhaut r^ss      7,829  mm, 

„  „     vorderen  Linsenfläche  r|==    10,0        „  * 

„  „    hinteren  „  rj  =  — 6,0        „ 

Ort  der  vorderen  Linsenfläche d|  =     3,6        „ 

Dicke  der  Krjstalllinse d^=^     3,6        „ 

Brechungsindex  der  flüssigen  Augenmedien.   n^=^     1,3350, 
Totalindex  der  Krjstalllinse m^«      1,4384. 

Die  dioptrischen  Elemente  für  das  erste  Sanson'sche  Bild  sind  nun 
/;  =  -23,37,    91  =  31,20,    ^,==9,,  =  ir,  =  5,    ^,  =  (g^,    g,,^/;, 
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^2  =  -^i,     ^i  =  ir,-g).  +  (i,  =-22,60, 
Ä,  =  ~  y^«  +  Irg«  =  -  485,76. 
Daraus  ergiebt  sich 

/^=g,  =  AA5?L  =  7,505,    «j==a,  =  - 3,048. 

Demnach  ist 

die  Hauptpunkisdistanz    S^E^s^   3,048, 

„    Brennpanktsdistanz    iS^|J^=  10,553, 

„    Knotenpunktsdistanz  iS^A'^  18,058. 

Dies  'sind   also  die  Oerter  der  Cordinalpunkte  des  dioptrisch-katoptrischen 

Systems.     Wenn  d^  bekannt,  r,  unbekannt,  aber  f  gemessen  ist,  so  findet 

man  den  Krümmungsradius  der  vorderen  Linsenflftche  aus 

r,  = /^(^>-^.)' 

Die  dioptrischen  Elemente  für  das  zweite  Sanson'sche  Bild  sind 

/;  =  - 23,37,    4Pi  =  31,20,    /;  =  - 129,20,    q>^=  139,20, 

•^i=/2-Vi+d,  =  - 156,80,    J8  =  K-9>2  +  ^  =  - 138,60, 

/s==V8  =  i*'3  =  — 3; 

/i  —  Vn     V6  =  /i»     <*4  =  ~^i»     •^  =  —  •^1» 

Ä,=  13825480  =  (y,y,  +  /iv,)«-lr,«V. 
Daraus  ergiebt  sich 

/^=^  =  M4^M^==- 2,845,    «,  =  «,  =  -6,796. 

Für  die  Gleichungen  in  f  und  r,  ergeben  sich  folgende  Werthe: 
r=- 19,256,    9  =  27,698, 
<p- Dg  =  20,902,    r3-((p'-Dj,)  =  26,902. 

Die   Oerter  der  Cardinalpunkte  des   dioptrisch-katoptrischen   Systems 
sind  nunmehr: 

Ä^iSi  =  6,796,    5il?'=3,950,    Ä^JC«  1,105. 

Demnach  liegt  der  Brennpunkt  des  dioptrischen  Spiegels  0,35  mm  hinter  der 
▼orderen  Linsenfläche  und  der  optische  Mittelpunkt  0,404  mm  vor  der  hin- 
teren Fläche.  Das  zweite  Sanson'sche  Bild  liegt  nahe  vor  F,  Ist  r^  un- 
bekannt, aber  f  gemessen,  so  findet  man  r^  aus 

'  -^rv+fiv'-ß,)' 
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Ueber  lineare  simultane  Differentialgleichungen, 

welche  durch  hypergeometrische  Functionen 

integrirt  werden  können. 

Von 

WoLDEMAR  Heymann 

in  Plaam  i.  Y. 


Im  3*  Heft  des  XXIX.  Jahrganges  dieser  Zeitschrift  habe  ich  darauf 
aufmerksam  gemacht,  dass  die  Gleichung 

i)(«+^H-yl*+«l»)f|  +  («,+ftl)ij*  +  K+^,ö«»+K+/»»ö  =  0 

in  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Beihe  transformirt  wer- 
den kann. 

Da  von  Gleichungen  der  Form 

2)  Lp^+Mfi^  +  Nfi  +  P^O 

die  Integration  des  folgenden  Systems  linearer  Gleichungen: 

abhängt,  so  ist  es  unmittelbar  klar,  dass  man  ein  System  linearer  Differen- 
tialgleichungen aufstellen  können  wird,  welches  mittels  hypergeometrischer 
Functionen  zu  integriren  ist. 

In  der  That  findet  man  leicht,  dass  das  System 

{a  +  bx  +  ca^  +  dx^)^  +  {a,  +  b^x)y  +  (€,  +  d^x)g=V^ 

diese  Eigenschaft  besitzt  —  insofern  nämlich,  als  dessen  Integration  nach 
der  d*Alembert*8eheu  Methode  direct  von  der  Integration  der  Gleichung 
1)  abhängig  gemacht  werden  kann.* 

*  Vergl.  die  Abhandlung  desVerfafisere:  Ueber  die  Integration  linearer,  nidit 
homogener  Differentialgleichungen.    Diese  Zeitschrift  Jahrg.  XXX^  S.  102  u.  103. 
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Es  wird  im  Allgemeinen  aber  immer  ein  Umweg  sein,  wenn  man  von 
den  linearen  simultanen  Gleichungen  4)  auf  die  nicht  lineare  Gleich- 
ung 1)  zurückgebt  und  diese  schliesslicb  doch  wieder  in  eine  lineare  ver- 
wandelt. Wir  stellen  uns  daher  die  Aufgabe,  die  Gleichungen  4)  so  zu 
behandeln,  dass  wir  ohne  Durchgang  durch  eine  nicht  lineare ' Differential- 
gleichung auf  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe  kommen. 

Der  Einfochheit  halber  setzen  wir  voraus,  dass  die  rechten  Seiten  der 
Gleichung  4)  Null  sind  und  dass  auch  a  =  0.  Hierdurch  wird  die  All- 
gemeinheit nicht  beeinträchtigt.     Denken  wir  uns  die  Yariabele  x  ersetzt 

durch  —9   so  lauten  die  Gleichungen  4)  bei  Veiränderung  der  Buchstaben 

einfacher: 

I  {a  +  hx  +  cx^^  +  {a,  +  h,x)y,  +  {c^  +  d^x)y^:=0, 

und  dieses  ist  das  System,  welches  in  der  erwähnten  Weise  behandelt  wer- 
den solL 

Die  weitere  Transformation  besteht  nun  darin,  dass  man  in  die  Gleich- 
ungen 5)  successive  die  Substitutionen 

einftÜbrt,  wobei  die  Form  der  Gleichungen  erhalten  bleibt.  Dann  kann  man 
im  Allgemeinen  über  die  Substitutionscoefficienten  so  verfügen,  dass  die 
erste  der  Gleichungen  durch  x  —  s^y  die  zweite  durch  x  —  i^  theilbar  wird, 
'WO  £]  ^^^  h  ^^  ^B  voneinander  verschieden  vorausgesetzten  Wurzeln  der 
Gleichung  a+hx  +  ca^  =  0 

bedeuten.*     Die   in  dieser  Weise  vereinfachten  Gleichungen  lassen  sich  un- 
mittelbar durch  hypergeometrische  Functionen  integriren. 
Setzt  man  der  Kürze  halber 

!a  +  dx  +  cx^  =  c{x  —  fj)  (a?  —  Cj)  =  F, 
«1  +  &i  aj  ==  Vn ,     c,  +  djiT  =  (p,^, 

so  lauten  die  Gleichungen  5): 

5)  {     ^"^ 

und  substitnirt  man  zunächst 


*  Diese  Transformation  lässt  flieh  auf  ein  System  von  n  simultanen  Gleich- 
angen  ausdehnen.  Vergl.  meine  Abhandlung:  üeber  eine  Transformation  bei 
linearen  simultanen  Differentialgleichungen.    Journal  f.  d.  r.  u.  a.  M.  Bd.  98.> 
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80  entsteht 
6) 


.  =  e/^ 


-^dx 


worin 


f    /^ii  =  ^  +  ^ii»     fi%=     Vi«» 

Nun  verlange  man,  weil  dies  durch  die  spätere  Transformation  gefor- 
dert wird,  dass 


Vi^i)  = 


=  0    (»=1,2), 


4F=», 


dann  gewinnt  man  für  G  folgende  Gleichung: 

[ö*  +  (<Pn  +  Va«)  ^  +  9>ii  922  -  9>i2  9>2iL=e<  =  ^' 
und  hieraus  folgen  zwei  Werthe  (r(£,)  und  G^X^i),  so  dass  man  hat 

Indem  man  eine  der  Gleichungen  a)  mit  einer  der  Gleichungen  ß)  ver- 
bindet, wird  es  möglich,  g^  und  g^  zu  bestimmen,  vorausgesetzt,  dass  c, 
und  fg  voneinander  verschieden  sind.  Da  diese  Gleichungen  in  vierffu^ber 
Weise  gepaart  werden  können,  so  giebt  es  auch  vier  voneinander  verschie- 
dene Substitutionsgruppen,  welche  jedoch  äquivalent  sind. 

Führt  man   hierauf  in  die  Gleichungen  6)  die  linearen  Substitutionen 

I      ^1=  «11^1 +  «12^2» 
l      «?2  =  ^1*1 +«22^2 

ein,  löst  sogleich  nach  -r-*  und   -^  auf  und  setzt 
dx  dx 


so  findet  man 


»11    «12 
«21    «22 


=  D, 


7) 


de 
^•^TZ  +  («n«i  +  «ii<i)(««/ii-«i»r«,)  +  («üi«,  +Om«ü)(o«/"ii-«i»^j») 

de 

Soll  nun  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  x  — f, ,  die  zweite  durch  x  —  n 
theilbar  sein,  so  muss 

f    («22/11— Öti2^2,)x=.^  =  0,        (Ogg/i«  — öi2/22)'=».=0» 

1  («2x/ii  — öii^2i)x=»,  =  0,     (agi/ig  — a,ifja)^=».  =  (^> 
und   hieraus   ergeben    sich    für    die    Substitutionscoefficienten    proportionale 
Ausdrücke,  die  sich  nicht  widersprechen,  weil   F(fi)  =  0. 
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Die  Gleichungen  11)  lauten  jetzt  einfacher: 


8) 


ttj . . .  /},  sind  beetimmte  Gonstanten.  Eliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen 
eine  der  abh&ngigen  Yariabelen,  etwa  gg,  eo  kommt  man  zu  der  Differen- 
tialgleichung 


9) 


tmd  nun  kann  die  Integration  leicht  yollzogen  werden.  Indem  man  rück- 
wMa  rechnet,  gewinnt  man  schliesslich  die  Integrale  des  Systems  5). 

Die  Transformation  versagt  in  mehreren  FSllen :  1.  wenn  s,  c^e^,  d.h., 
wenn  F  ToUkommen  quadratisch  ist;  2.  wenn  JP  linear  ist;  3.  wenn  Fcon- 
stant  ist 

1.  Ist  JP  vollkommen  quadratisch, 


so  setze   man  für 


«— «1 


eine  neue  Variahele,   etwa  wieder  x,  dann  erhält 


man  folgendes  System  simultaner  Gleichungen: 
10) 


aj-^  + 911^1 +  9'i«y2  =  0. 


in  welchem  die  g>ik  lineare  Ausdrücke  bedeuten,   also  —  wenn  auf  die 
frühere  Bedeutung  der  Buchstaben  keine  Bücksicht  genommen  wird  — 

Aus  den  Gleichungen  10)  leitet  man  mittels  der  Substitutionen 


folgendes  System  ab: 


0  =  ^0  +  ^1^?,        »?2  =  flai^i  +  aM«^ 


I>.«v-'  +  (oii«i+Oi2«j)(a«fii-aiiAi)  +  (aM«i+a««»)(«Mf«-oi2fe) 


11) 


dx 


=  0. 


=  0, 


wenn 


D  = 


All     «12 

«21     022  1 
12 
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um  die  erste  Gleichung  des  Systems  11)   zu  yereinfachen,   verlange 
man,  dass  sie  durch  x  theilbar  werde;  dann  muss 

/ii   /2i  I        A 

Tu  /m  I*s=o 


(fl»/l2  —  «li/i2)*=0  =  ^, 


Die  letzte  Determinante  giebt  entwickelt 

[CP  +{q>u  +  ffrt)  G  +  q>u  9n  —  g>i2  g>2i]*==o  =  0 , 
d.h. 

^0*  +  («1  +  Cj)  ^0  +  «I  ^2  -  «2^1  =  ^> 

woraus  ^q  zu  bestimmen  ist. 

Die  zweite  Gleichung  des  Systems  11}  kann  nicht  in  gleicher  Weise 
vereinfacht  werden,  denn  man  würde  in  diesem  Falle  die  Substitutionsdeter- 
minante D  zum  Verschwinden  bringen.  Wohl  aber  kann  man  eine  Verein- 
fachung dadurch  herbeiführen,  dass  man  in  den  linearen  Ausdrücken 

«21  fit  —  «11  ^21    und  021  f\2  —  All  fn 

die  Coefficienten  von  x  verschwinden  lässt.     Dadurch  gelangt  man  zu  fol- 
genden Gleichungen: 


=  0, 


[   a2t(^,  +  ^)-an      ;^2      =0,    „j^hin      ^^  +  ^^       ^^ 
l   021      dl      —  aii(^i  +  d,)  =  0,  d|       ^i  +  d, 

Durch  die  letzte  Gleichung  ist  g^  bestimmt;  fUr  die  Substitntionscoefficien- 
ten  ergeben  sich  proportionale  Ausdrücke.  —  Da  sowohl  fOr  g^^  wie  auch 
für  g^  im  Allgemeinen  zwei  Werthe  gefunden  werden ,  so  hat  man  auch  bei 
dieser  Art  der  Transformation  vier  voneinander  verschiedene  Substitutions- 
gruppen, die  sämmtlich  dasselbe  leisten. 

Die  Gleichungen  11)  nehmen  nun  folgende  einfache  Gestalt  an: 


12) 


und  aus  ihnen  geht  durch  Elimination  von  g^  die  Differentialgleichnng 

13)  «0  +  ()'i+Mj5  +  yo^.=o 

hervor. 

2.  Ist  F  linear, 

F=a+hx, 

so  setze  man  für  a  +  hx  eine  neue  Variabele,  etwa  wieder  a;;  dann  erhSlt 
das  System 
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10) 


.^yi 


^j^  +  9nyi  +  9i2yf=o, 


.^y% 


welches  soeben  unter  Nr.  1  behandelt  worden  ist. 

3.   Ist  F  constant,   so  hat  man  es  mit  folgendem  Gleichnngssjstepi 
za  thnn: 


14) 


^k. 


1Jj  =  «21^811  +  022^ 


WO  die  tpik  wieder  lineare  Aasdrücke  bedeuten. 

Aus  den  Gleichungen  14)  leitet  man  mittels  der  Substitutionen 

Vk  —  e^ 
folgendes  System  ab: 

i>  ^  +  («11  Sfi  +  «12  g^)  (022  /il  -  «12  f2\)  +  (021  X^i  +  O22  Ü^)  («22  fit  -  O12  fn) 

D  ^-  (011  0^  +  ai2^8)(02l  At  -Oll  f2t)  -  (fl21  fft  +  022if8)(02l  /I2-O11  fn) 
=  0, 

worin  D  und  ftk  die  bekannte  Bedeutung  haben. 

um  die  erste  dieser  Gleichungen  zu  yereinfachen,  verlange  man»  dass 
die  linearen  Ausdrücke 

022/11 —012/ii   luid   022/12—012^22 
constant  werden;  dies  führt  auf  folgende  Gleichungen: 


15) 


d.h. 


««G^,  +  6.)-«.2      ^      =0,    ^.^^ 
033      d,      —  013(^1 +  a,)  =  0, 


?i  +  fti 


=  0, 


^      9i  +  ^ 

9i*  +  (»1 + <i,)yi  +  fr,  <«,  -  >,d,  =  0. 
Die  erste  Gleichung  des  Systems  15)  lautet  jetzt: 

16)  ^  +  «1*1  +  /»!  «3-0. 

Die  zweite  Gleichung  dieses  Systems  kann  nunmehr  nicht  in  der  gleichen 
Weise  vereinfacht  werden,  und  eine  andere  Beduction  scheint  nicht  zweck- 
dienlich zu  sein.  Man  substituire  daher  sogleich  den  aus  16)  folgenden 
Ausdruck  ftbr  js^  üi  die  genannte  Differentialgleichung,  welche  dadurch  fol- 
gende Gestalt  erlangt: 


17) 


^  +  (yi+M^  +  (yo+M«.  =  o. 
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Wenn  man  will,  so  kann  man  in  dieser  Gleichung  mittels  des  noch  un- 
bestimmt gelassenen  gQ  den  Coefficienten  ^g  zum  Verschwinden  bringen.  Die 
Grössen  an  und  021  können  beliebige  Werthe  erhalten;  eine  derselben  darf 
der  Null  gleich  gesetzt  werden.  —  Hiermit  sind  alle  HauptfUlle  der  Trans- 
formation erledigt. 

Es  sei  zum  Schluss  noch  bemerkt,  dass  das  System 


dx 


18) 
Tcrmöge  der  Substitution 


u 

auf  das  System  5)  zurllckkommt. 
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Vn.  XTeber  die  gemeinscliafUichen  Tangenten  zweier  Kreise. 

(Hierzu  Taf.  II  Fig.  8.) 

An  die  beiden  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  G  und  H  seien  die  äusse- 
ren Tangenten  AB  und  CD  und  die  inneren  Tangenten  ÄC  und  BD  con- 
struirt.  Die  ersteren  mögen  sich  in  Ey  die  letzteren  in  F  schneiden.  Dann 
sind  die  beiden  Kreise  G  und  H  unter  Anderem  dem  Dreieck  ACE  ein- 
geschrieben, folglich  geht  ihre  Centrale  6rH  durch  E  und  halbirt  den  durch 
die  Süsseren  Tangenten  gebildeten  Winkel.  Desgleichen  geht  aber  auch  die 
Centrale  GH  durch  den  Schnittpunkt  F  der  inneren  Tangenten  und  halbirt 
den  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel ,  weil  beide  Kreise  Berührungskreise 
des  Dreiecks  ABF  sind.     Es  ergiebt  sich  also  der  bekannte  Satz:* 

I.  Die  Centrale  zweier  Kreise  geht  durch  den  Schnittpunkt 
sowohl  der  äusseren  wie  der  inneren  gemeinschaftlichen 
Tangenten  und  halbirt  ihre  Winkel. 
Mögen  femer  die  Kreise  G  und  H  von  den  Tangenten 
AB  'm  den  Punkten  J  und  K,     AC  in  den  Punkten  P  und  Q, 
CD  „      „  „       L    „     M,    BD  „     „  „       B    n     S 

berührt  werden.  Dann  ist  der  Kreis  G  dem  Dreieck  AEC  eingeschrieben, 
folglich  liegt  der  Mittelpunkt  G  auf  der  Halbirungslinie  des  Aussenwinkels 
CäJ,  und  aus  ähnlichen  Gründen  der  Mittelpunkt  H  des  andern  Kreises 
ftuf  der  Halbirungslinie  des  Nebenwinkels  EAC,  Die  Linien  GA  und  HA 
stehen  also  senkrecht  aufeinander.  Ebenso  aber  auch  die  Linien,  welche 
von  G  und  Bl  nach  den  Punkten  B  oder  C  oder  D  gehen.  Damit  ergiebt 
sich  der  Satz: 

IL  Die  vier  Punkte,  in  welchen  sich  von  den  vier  gemein- 
schaftlichen Tangenten  zweier  Kreise  je  eine  äussere  und 
eine  innere  schneiden,   liegen  auf  einem  Kreise,   welcher 


*  Die  Sätze  ü— VI  scheinen  neu  zu  sein;  wenigstens  ist  es  dem  Verfasser 
trotz  eifiriger  Nachforschungen  nicht  gelungen,  jene  Sätze  als  bekannt  zu  erweisen, 
was  um  so  auffälliger  erscheint,  als  der  in  Satz  U  erwähnte  Kreis  fast  immer  zur 
Constnxction  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Kreise  verwendet  wird.  Jene 
Sätze  wurden  schon  vor  Jahresfrist  beim  Schulunterricht  gefunden;  mögen  sie 
deshalb  auch  die  Begründung  behalten,  die  sie  zur  Verwerthung  in  der  Elementar- 
xoathematik  tauglich  macht 
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die  Mittelpunkte  der  beiden  gegebenen  Kreise  zu  Gegen- 

punkten  hat. 
Sei  ferner  Z  der  Mittelpunkt  der  Centrale  GrB.  und  ZT  senkrecht  auf 
AB^  so  ist  Jjr=  TK^  also  das  Dreieck  ZJT  dem  Dreieck  Zä:^  congruent, 
demnach  ZJ=^ZK,     Ebenso  ist  aber  auch  ZL  =  ZM.     Daraus  folgt: 

III.  Die  Berührungspunkte  der  äusseren  gemeinschaftlichen 
Tangenten  zweier  Kreise  liegen  auf  einem  Kreise,  dessen 
Centrum   der  Mittelpunkt  der  Centrale  beider  Kreise  ist. 

Ganz  in  der  gleichen  Weise  l&sst  sich  durch  die  Senkrechte  ZT'  auf 
ÄC  beweisen,  dass  auch  die  Punkte  P,  Q,  ß^  8  gleich  weit  von  Z  entfernt 
sind,  und  es  ergiebt  sich  also  der  dem  vorigen  analoge  Satz: 

IV.  Die  Berührungspunkte  der  inneren  gemeinschaftlichen 
Tangenten  zweier  Kreise  liegen  auf  einem  Kreise,  dessen 
C^ntrum  der  Mittelpunkt  der  Centrale  beider  Kreise  ist. 

Aus  den  Sätzen  über  die  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Kreise  ergeben 
sich  weitere  Folgerungen ,  insbesondere  über  die  Abstände  der  Berührungs- 
punkte der  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Kreise.     So  ist  z.  B. 

,    ^  AB:=^CD^PQ^R8y    JK^LM=^AC^BD, 

d.  n.: 

V.  Die  Abschnitte  der  äusseren  (inneren)  Tangenten  zweier 
Kreise  zwischen  den  inneren  (äusseren)  Tangenten  sind 
gleich  dem  Abstände  der  Berührungspunkte  einer  inne- 
ren (äusseren)  Tangente. 

Da  die  Gerade  AQ  den  Aussen winkel  A  des  Dreiecks  ABF  haibirt, 

so  ist  A         A 

FAG^^'^-\BAF 
und  ebenso  ^ 

OFA  =  ^''''\AFB, 
folglich  ^  A  >v 

AQF^  \{ßAF+AFB). 

Nun  ist  nach  dem  zweiten  der  obigen  Sätze  GZA  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  mit  der  Spitze  in  Z,  folglich  ist 

AZF  =  2AGF^BAF+AFB 
und  demnach      a  a  a  a  a 

AZF+FBA^BAF  +  AFB  +  FBA^m)\ 

Das  Viereck  AB  FZ  ist  also  ein  Sehnenyiereck.  Dasselbe  gilt  von  dem 
Viereck  AZCE,  Bezeichnet  man  die  Punkte  A,  B^  C,D,  in  welchen  sich 
je  eine  äussere  und  eine  innere  Tangente  schneiden,  der  Kürze  halber  ab 
Tangentenschnittpunkte,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

VI.  Die  auf  einer  äusseren  (inneren)  gemeinschaftlichen  Tan- 
gente zweier  Kreise  befindlichen  Tangentenschnitt- 
punkte liegen  mit  dem  Mittelpunkte  der  Centrale  und  dem 
Schnittpunkte  der  beiden  inneren  (äusseren)  Tangenten 
auf  einem  Kreise. 
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Diese  Sätze  haben  nun  ihrerseits  wiederum  rückwirkende  Kraft  auf  die- 
jenigen  Theoreme,  mit  deren  Hilfe  sie  abgeleitet  wurden,  nämlich  auf  die 
Sätze  über  die  Berührungskreise  eines  Dreiecks,  weil  ja  die  Seiten  desselben 
als  gemeinschaftliche  Tangenten  seiner  Bertthrungskreise  aufgefasst  werden 
können. 

Es  sollen  der  Kürze  halber  die  verschiedenen  Arten  von  Kreisen,  von 
denen  die  Sätze  IE,  III  (IV),  VI  handeln,  als  Kreise  der  ersten,  zweiten 
und  dritten  Art  bezeichnet  werden.  Dann  zeigt  sich,  dass  der  einem  Drei- 
eck* umgeschriebene  Kreis  ein  Kreis  der  dritten  Art  ist,  so  dass  der 
Satz  gilt: 

YIL  Die  Mittelpunkte  der  sechs  Centralen  der  vier  Berüh- 
rungskreise eines  Dreiecks  liegen  auf  dem  dem  Dreieck 
umgeschriebenen  Kreise. 

Wird  nun  der  umgeschriebene  Kreis  eines  Dreiecks  construirt,  so  be- 
stimmt eine  von  den  Winkelhalbirungslinien  des  Dreiecks  einen  jener  sechs 
Gentralenmittelpunkte.  Durch  ihn  aber  ergeben  sich  mit  Hilfe  eines  Kreises 
der  ersten  Art  sofort  die  beiden  auf  jener  Winkelhalbimngslinie  liegenden 
Mittelpunkte  von  Berührungskreisen  des  Dreiecks,  damit  aber  die  übrigen 
Winkelhalbirungslinien  und  die  Mittelpunkte  der  anderen  beiden  Berührungs- 
kreise. Bestimmt  man  dann  einen  der  Berührungspunkte  der  Dreieoksseiten 
mit  einem  der  Berühr nngskreise  direct,  so  lassen  sich  mit  Hilfe  von  Kreisen 
der  zweiten  Art  alle  übrigen  elf  Berührungspunkte  leicht  durch  Kreise  ermit- 
teln, deren  Mittelpunkte  und  Radien  bekannt  sind.  Dadurch  wird  die 
für  den  praktischen  Zeichner  bisher  nicht  gerade  bequeme  Construction  der 
Tier  Berührungskreise  eines  Dreiecks  mit  ihren  zwölf  Berührungspunkten 
wesentlich  vereinfacht,  verschärft  und  einer  grossen  Anzahl  von  Controlen 
unterworfen. 

Meissen.  Dr.  Curt  Reinhardt. 

Vm.  Die  rstnflge  Determinante  nten  Grades. 

Wir  nennen  eine  r  stufige  Determinante  mten  Grades  die  Grösse 

Ol".  .  Or"  |pi.t  .  -Pr,l\  ..  |;>l,n..Pr,if, 

die  dadurch  entsteht,  dass  man  das  combinatorische  Product  ai"..ar"  unter 
steter  Beibehaltung  der  Reihenfolge  seiner  Factoren  nach  einander  mit  den 
n  combinatorischen  Producten  Pi,! . .  Prj *  •  m  Pi,« •  •  Pr,n  algebraisch  multipli- 
cativ  verbindet. 

Sie  ist  darnach  das  Product  der  n  Determinanten 

Demzufolge  nimmt  sie  den  Factor  (—1)*  an,  wenn  in  dem  combina- 
torischen Producte  a^» . .  Or"  zwei  Factoren  mit  einander  vertauscht  werden, 


*  Man  denke  sich  beispielsweise  das  Dreieck  ABF  in  Fig.  8  als  gegeben. 
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und  erleidet  dabei  in  ihrem  Werthe  bei  geradem  n  keine  and  bei  ungera- 
dem n  nur  hinsichtlich  des  Zeichens  eine  Aenderung. 

Die  r  stufige  Determinante  nten  Grades  ist  ein  Aggregat  von  r!"  Glie- 
dern, die  sich  aus  den  Grössen 

o«"M,i-i>iU,i.     («»  Ai,  ..,  A,=  l,  ..,r) 
zusammensetzen.     Diese  Grössen  sind  die  Elemente  der  Determinante,  und 
zwar    bezeichnen   wir  die  Grösse  an^px^^x  --px^^n  als  das   (x,  A^,  ..,  An)te 
Element. 

Die  Anzahl  der  Elemente  ist  r"+*.  Die  Elemente  der  Determinante 
können  daher  in  einem  (n  -|- 1)  dimensionalen  Baume  in  gleich  weit  von  ein- 
ander abstehenden  parallelen  Eeihen  zu  einem  rechteckigen  regelmässigen 
(n-|-l) dimensionalen  Baumgebilde,  das  ftlr  n=l  oder  die  Ebene  das  Qua- 
drat und  für  n  =  2  oder  den  Baum  der  Würfel  ist,  zusammengestellt  wer- 
den.    Zu  diesem  Zwecke  ordnet  man  auf  einer  Geraden  die  Elemente 

in  gleichen  Abständen  an,  schiebt  sie  senkrecht  gegen  diese  Gerade  um  die- 
selben Abstände  unter  steter  Vergrösserung  des  ersten  Index  der  Grösse  pi^\ 
um  Eins  (n— l)mal  in  eine  Ebene  weiter,  nimmt  dann  unter  der  gleichen 
Veränderung  des  ersten  Index  der  Grösse  2>i,2  eine  gleiche  Verschiebung  der 
Elemente  in  den  Baum  vor  und  fUhrt  so  fort. 
Nach  der  Gleichung 

«l". .  ör»  \PUi  .  .  Pr,l  I  . .  \Pi,H  . .  Pr,n  =  ttj  . .  «^  |jPl,l  •  •  JPr,l  .a^.^ar  |jPl,„  . .  Pr,« 

lässt  sich  unter  der  Voraussetzung  x^  +  ••+«»  =  **  ^*s  Product  von  v 
r stufigen  Determinanten  von  den  Graden  x^,  ..,  x,  durch  eine  r stufige  De- 
terminante nten  Grades  darstellen,  und  femer  ist 

«i"  •  •  Or"  I  i?i . .  JPr"  =  ai . .  Or  I  Pi  . .  Pr"". 

Bei  Berttcksichtigung  der  Gleichung 
hat  man  ferner  die  Gleichung 

_n  

Beispielsweise  ist  darnach  unter  der  Voraussetzung 
a3i?  =  0,  ..,  a„p  =  0, 
weil  alsdann  die  Grösse  p  in  der  Form 

p  =  a^p.ai  +  (i2P'(h 
und  somit  infolge  der  Gleichungen 


in  der  Form 

oder 
darstellbar  ist, 
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_p»  =  (- 1)"  a,»a,«  1/?- a7  a7 
und  folglich  .        _  _ 

a»p»  =  aj"  Og«  \p~  a»  a|"  o,». 

Für  n  =  2  und  m  =  2  ergiebt  sich  ans  dieser  Gleichnng,  welche  ent- 
wickelt die  Form 

a»p"===(x;n  +  1)(-l)«-i(^^jjai«i)«-*a,";)"+i--«a"aJ"<V' 
hat,  die  Gleichung 

Berlin,  31.  Mai  1885.  Leopold  Sohendbl. 

IX.  Znr  dynamitclien  Oastheorie. 

In  der  Abhandlung  ,,üeber  das  Wftrmegleichgewicht  zwischen  mehr- 
atomigen Gasmolecnlen^  hat  Boltzmann  einen  sehr  allgemeinen  Satz  über 
eine  Functionaldetenninante  bewiesen;  in  Bezug  auf  diesen  Satz  sind  alle 
übrigen  Sätze  von  Boltzmann  über  die  in  der  dynamischen  Gastheorie 
yorkommenden  Functionaldeterminanten  nnr  SpecialMle. 

Die  Ton  Boltzmann  benutzte  Methode  des  Beweises  jenes  Satzes  ist 
aber  nicht  sehr  streng.  Viel  strenger  und  eleganter  lässt  sich  der  Satz  auf 
Ghrund  eines  allgemeinen  Theorems  beweisen,  das  nämlich  im  Zusammen- 
hange mit  der  Jacobi 'sehen  Theorie  des  „letzten  Multiplicators''  steht; 
das  zu  zeigen  ist  der  Zweck  der  vorliegenden  Abhandlung. 

Wir  setzen  voraus »  dass  folgendes  System  simultaner  Differentialgleich- 
ungen bestehe: 


1) 


^Öt^^       dQ,^^  dQn    _^, 


wo  ^1,  ...y  ^m+i  blos  Functionen  von  Q|,  ...,  Q«,  und  c^y  ...,  0«  blos 
Functionen  von  Pj,  ...,  Pm-\-\  sind. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  die  Grössen  P^,  ...,  Qn  als  Functionen 
von  t  und  m  +  ^+1  willkürlichen  Constanten;  als  solche  können  wir  jene 
Werthe  der  Grössen  P|,  .«.,  Qn  betrachten,  die  einem  bestimmten  Werthe 
von  ty  z.  B.  i^  entsprechen.  Diese  Werthe  sollen  durch  jP|,  ...,  Pm+ii 
9i,  •••»  q.n  bezeichnet  werden. 

Femer  mögen  die  Grössen  P|, ...,  Pm-^-x  mit  einander  durch  die  Gleichung 

verbunden  sein,  wo  5  eine  Constante  mit  einem  bestimmten  Werthe  ist 
(im  Gegensatz  zu  den  willkürlichen  Constanten). 

Wir  nehmen  also  an,  die  Grössen  p^^  ...,  jpm-f  i  seien  durch  eine  Re- 
lation verbunden,  infolge  deren  nur  m  von  ihnen,   z.  B.  p^j  p^j  ..•)  JPm» 


*  Ich  modificire  in  Etwas  das  Ton  Boltzmann  benatzte  System  der  Be- 
0    wicbnuDgeD. 
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willkürlich  sind,  die  m  +  l**  aber  Function  der  übrigen  ist  Also  ist  jede 
derm  +  »  +  1  Grössen  Pj,  ...,^»,4.1,  ß,,  ...,  ^n  Function  von  ^  und  m+n 
willkürlichen  Grössen  Je>i,  ...,  i^mi  ffi»  •••,  ö'»- 

Gesetzt,  wir  haben  in  einem  mehrfachen  Integrale  die  Variabein 
Pi,  ...»  Pm,  öl,  ...,  On  durch  die  Variabein  p^^  .,.,  p„,  g^,  ...,  g«  zu 
ersetzen,  wobei  t  als  constant  betrachtet  werden  soll,  dann  ist  die  Func- 
tionaldeterminante  zu  berechnen: 

A  =  Z  +  ^«       ^.^      ^. 
WoUen  wir  unter  ^''^        ^^    ^*'        ^*" 

die  Besnltate  der  Sabstitntionen  in 

dF     dF  dF 

■  I 


der  Grössen  P^,  ...,  Pm+i   resp.  anstatt  Pj,  ...,  p«n+i   Terstehen   [F  be- 
zeichnet die  Function,  die  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  2)  figurirt], 


so  setzen  wir  ^jp 


=  H 


und 

dF  dF  dF 

endlich  bezeichnen  wir  durch  ti  und  e  die  Werthe  der  Functionen  H  und  E 
für  t  =  tQ,  d.  h.  die  Resultate  der  Substitutionen  in  diese  Functionen  der 
Grössen  p^,  ...,jp„4.i,  q^,  ...,  g,  fttr  P^,  ...,  Pm+i,  0^  ....  0«. 
Das  erwähnte  Boltz  mann 'sehe  Theorem  besteht  darin,  dass 

1/.E 
Wir  wollen  zum  Beweise  dieses  Theorems  schreiten.     Wir  setzen 

3)  1!'(P,,7'„...,P»+,)  =  B; 

B  ist  folglich  eine  Function  von  t  und  m+n  willkürlichen  Constanten 
ÄJ  '"fPmt  ffi,  '"yünj  h  ist  der  Werth  Ton  B  fOr  t  =  tQ.  Es  ist  klar, 
dass  die  Grössen  P|,  ...,  Pmy  0^  ...«  (?n  entweder  als  Functionen  der  eben- 
erwähnten m  +  n  willkürlichen  Constanten  und  t^  oder  als  Functionen  der- 
selben willkürlichen  Constanten  und  B  betrachtet  werden  können. 

Transformiren  wir  die  Gleichungen  1),  indem  wir  die  Veränderliche  i 
durch  B  ersetzen. 

Die  Differentiation  der  Gleichung  3)  giebt  unter  Berücksichtigung  der 
Gleichungen  1): 

wo 
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Auf  Grand  der  Formel  4)  können  wir  dem  System  1),  Ton  dem  wir 
dt 


die  Gleichung  — j^  =  Qm+i  weglassen,  folgende  Gestalt  geben: 


5) 


dB^  E'  ■■■'    dB        E 
^_tf|^  dOu  _  tf« 

dB       e'  "'    dB        E 


Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  5)  sind  blos  Functionen  der  Grössen 
-Pj,  ...,  /U,  -Pm+i,  öl,  ...,  Ou7  oder,  auf  Grund  der  Formel  3),  der  Grössen 
-Pi>  ...»  An,  &i,  •••,  On  ^^d  ■^'  Folglich  stellt  das  System  5)  ein  System 
simultaner  Differentialgleichungen  dar,  die  P,,  ...,  P.,,  £)|,  ...,  ^n  als  Func- 
tionen Ton  B  und  willkürlichen  Constanten  i>, ,  . . . ,  i>mt  Qn  •  •  •  i  ^n  bestimmen. 


Setzen  wir  g 


H=X, 


80  nehmen  die  Gleicliungen  5)  folgende  Gestalt  an 
6) 


^  dB^XH'  *"'  dB  ^XH* 
Auf  das  System  6)  wenden  wir  folgendes  Theorem  yon  Jacob i  an: 
Besteht  ein  System  simultaner  Differentialgleichungen 

dX^         Xj  dXn        ^n 

Ix"  Z'    *"'    'dx^T 
(X,  X|,  ...,  Xn  sind  Functionen  von  Xj  x^y  ...,  o;«),   die  x^^  ...,  Xn  als 
Functionen  von  a?  und  willkürlichen  Constanten  a^,  ...,  On  bestimmen,  so 
mnss  die  Functionaldeterminante 

der  Gleichung 

Im    gegen wSrtigen  Falle    entsprechen  den  Grössen  Xy  x^^  ...,  x^  die 
GrOfisen  JS,  P^,  ...,Pm,   ()j,  ...,  (^n,  den  Functionen  X,  X^,  ...,2«  die 

Functionen   X,   ^i  •••>  ^»  -—»  •••>  -rj»  den    willkürlichen« Constanten 
n  n       n  rl 

Ol,  •..,  Oa  die  willkürlichen  Constanten  j>|,  ...«  Pmi  fn  •••>  ^m  ^^  Deter- 
minante D  die  Determinante  A. 

Wir  wollen  das  Symbol  ^,^ 

benutzen,  um  die  partielle  Derivirte  der  Function 

^{Pi,  ..M  Pi.  ...,  Pm,  Pm^x) 

*  Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik.    12.  Vorlesung. 
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nach  Pi  za  bezeichnen,  bei  deren  Bildung  Pm+i  als  Function  aller  übrigen 
P  und  B  angesehen  wird.    AIbo  ist 

d'Pi       dPi'^dPn.^x       dPi 
Von  B  hängt  die  Function  0  ezplicite  nicht  ab;  daher  ist 

a'»_   a»    dPm^x 

d'B^dPn.^t      dB 
Es  ist  klar,  dass  dem  Ausdrucke 

dx        dXi  dXn 

der  im  Jacob i'schen  Theorem  fignrirt,  jetzt  der  Ausdruck  entspricht 

Wir  wollen  diesen  Ausdruck  bilden.     Es  ist  zanSchst 
d'B~H'd'B     H*'d'B 

1  (      d*F  d*F  ,    d*F         \  dPm+t 

_E       S'F     dP^+t 

H»'ai>«+,«*  dB 

{qi,  •••,  Qm+i  sind  blos  Functionen  der  Grössen  Q  und  wurden  deshalb  bei 
der  obigen  Differentiation  als  constant  betrachtet);  aus  3)  geht  nun  her- 

dB  dF         H' 

dP„+i 
folglich  ist 


a\   g'X  _  1    r       d*F  ,      ei*F  \       E       d*F 

^^  rB-H*\dP,dP^+t  ^^+  ••+ä^;:T?^"+'|~H»*a/'-+.»* 

^(qA 9i\        ^F  d*F     dP^+i\ 


Weiter  ist 


oder,  da  auf  Grund  yon  3) 


dP,  H  a/>, 

^^      »'/»iVH/"    H*'a/>iap„+,  *'''"H»'ap„+i**ap/>* 

Analog  haben  wir 

a'p,  \H/       H»*a/>,a/>„+,  *«"'"H»*a/>„+,*'a/>/*' 


10) 


a^F J^      d*F      dF 

»PmdP«.  +  l^'^H*'dPm  +  l''»Pm^         , 
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Endlich,  da  Pm+i  von  Q^,  ...,  Qn  unabhängig  ist  und  H,  c^,  ...,  ö„ 
blos  Functionen  von  P^,  ...,  Pm+i  sind,  haben  wir: 


">  m(^)=''  •••'  mi^h'- 


Addiren  wir  die  Gleicbungea  9),  10)  und  11)  zusammen  und  setzen 
zur  rechten  Seite  der  resaltirenden  Qleiohnng  den  Ansdruck 

der  identisch  gleich  Null  ist,  hinzu,  so  kommt 
d' 

a«F         .      .     d*F         1  .  E     a*F a'x 

»'aPm+i*'"    d'B 

[s.  die  Formel  8)].    Also  ist  der  Ausdruck  7)  identisch  gleich  Null  und  auf 
Grund  des  erwShnten  Jacobi'schen  Satzes 

A[%,(X.A)]  =  0. 
Daraus  folgt 

wobei  const.  eine  von  B  unabhängige  Grösse  bedeuten  soll. 
Für  ^  =  5,  d.  h.  für  t^t^  haben  wir: 

A  =  I,     X  =  ;^; 
daher  ist 

const,^—  und  A  =  -^:» 
was  zu  beweisen  war. 

Warschau.  B.  W.  Stakkewitsch, 

Dooent  »n  der  kaiserL  UniveraiUt. 


X.  ITeber  die  Basis  der  natHrliohen  Logarithmen. 

Zur  Herleitung  der  Differentialformeln  für  den  Logarithmus  und  die  Ex- 

/        IX"» 
ponentialgrösse  genügt  bekanntlich  der  Nachweis,  dass  die  Potenz  I  I-| — I 

bei  unendlich  wachsenden  m  gegen  eine  endliche  Grenze  convergirt,  deren 
Betrag  nicht  sofort  mit  erheblicher  Genauigkeit  bestimmt  zu  werden  braucht. 
In  meinem  Compendium  der  höheren  Analysis  habe  ich  jenen  Existenzbeweis 
darauf  gegründet,  dass  die  genannte  Potenz  gleichzeitig  mit  m  wächst,  aber 
sowohl  bei  geraden  als  bei  ungeraden  m  kleiner  als  4  bleibt.  Die  Sache 
iSsst  sich  aber  kürzer  und  eleganter  auf  folgende  Weise  erledigen. 

Far  ganze  positive  m  und  a  ^  |3  ]>  0  ergeben  sich  durch  Division  die 
Ungleichungen 
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(m  +  l)a'»> ^— I >{m  +  l)ß^ 

oder 

1)  [«-(m  +  l)(a-«]«-<r+S 

2)  «•»+*>  [/J  +  (m  +  l)(««^)]r. 
Aus  Nr.  1)  erhIÜt  man  für  «=  1  +  — i  /?=  H 


m  m+l 

m-l-l 


(;+i)"<('+dn);  ^ 

mithin  snccessiTe   (^  +  "r)  <(l  +  "n' )  <C(1  +  -ö-)   ^'  s-  '^^^     I^i©  Potenz 

(IH — 1     wächst  also  fortwährend. 

Subsütuirt  man  die  vorigen  Werthe  von  a  and  ß  in  Nr.  2)  und  be- 
achtet, dass 

ist,  so  findet  man 

mithin   ( 1  +  y  j  ^  (  ^  "I"  "o  )  -^  (  ^  "1"  "h  )    ^r  ^*  ^-    I^emnach  nimmt  die  Po- 

tenzIlH — I  fortwährend  ab;  da  sie  aber  ihrer  Natur  nach  nicht  nega- 
tiv werden  kann,  so  muss  sie  gegen  einen  bestimmten  Grenzwerth  e  con- 
vergiren. 

Aus  der  hiermit  gerechtfertigten  Definition 

folgt 


1+1 

m 

(\\m  /  1\"«  +  1 

l-\ — 1  und  I  IH — I  con vergiren  also  gegen  den  ge- 
meinschaftlichen Grenzwerth  e,  die  erste  durch  Zunahme,  die  zweite  durch 
Abnahme;  es  ist  daher 

Für  m  =  100  geben  diese  Ungleichungen 

2,7049  <c<  2,7319 
und  als  arithmetisches  Mittel  näherungsweise  e  =  2,718,  was  vorläufig  aus- 
reicht.    Die  genauere  Bestimmung  von  e  gehört  in  die  spätere  Theorie  der 

^^^®'*-  SCHLÖMILCH. 
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Uebe^r  Kettenbrüche. 

Von 

Dr.  W.  Veltmann, 

Dooent  a.  cL  laiidwlrthseh»ftl.  Aksdemie  Poppeisdorf- Bonn. 


§1. 

Betrachtet  man  die  ZShler  und  Nenner  zweier  aufeinander  folgenden 
nnd  irgend  eines  späteren  Nähemngsbmches  eines  Kettenbruches  als  ver- 
änderliche Grössen ,  so  ist  der  Zähler,  sowie  auch  der  Nenner  des  letzteren 
eine  lineare  Function  derjenigen  der  beiden  ersteren.  Ist  der  Eettenbruch 
periodisch ,  so  bestimmen  sich  die  Näherungsbrüche ,  welche  ganzen  Perioden 
entsprechen,  paarweise  durch  mehrmalige  Wiederholung  ein  und  derselben 
linearen  Substitution.  .  Man  kann  daher  auf  solche  Eettenbrüche ,  sowie  auf 
die  Darstellung  irrationaler  Grössen  zweiten  Grades  durch  dieselben  die  von 
mir  in  Grunert's  Archiy  der  Mathematik  Bd.  58  S.  342  gegebene 
Theorie  derartiger  Substitutionen  anwenden.  Dies  soll  im  Folgenden  ge- 
schehen. Da  zugleich  auch  in  anderen  Beziehungen  die  Eettenbrüche  hier 
in  etwas  anderer  Weise  behandelt  werden,  als  gewöhnlich,  so  mögen  vor- 
her die  Hauptsätze  über  die  Eettenbrüche  kurz  angeführt  und,  soweit  ein 
Ton  dem  gewöhnlichen  abweichendes  Verfahren  stattfindet,  bewiesen  werden. 

-r-EE-5^  soll  bedeuten,  dass  P=»Ä  und  Ö  =  S  ist,  die  beiden  Brüche 

also  nicht  blos  gleich  sind ,  sondern  auch  gleiche  Zähler  und  gleiche  Nenner 
haben. 

Wenn 

oder,  wie  hier  gewöhnlich  geschrieben  werden  soll, 

«il^l  +  fb... 
.  \       \       \ 

ein  beliebiger  Eettenbruch  ist,  so  soll 

£l&  ...  & 

der  «*•  NSberangswerth,  ^  ^ 

Z«tuebrirt  f.  M.th.D..tlk  ».  Fhrrik  XXXII,  4.  Digit^Sd  by  V^OOg  IC 
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üeber  Kettenbrüche. 


g|i-f  1    ,    ön+? 


der  demselben  zugeordnete  oder  n^*  Bestwerth,   an  und  h„  resp.  der  n^ 
Theilzähler  und  Theilnenner  genannt  werden. 


Wenn|il+^.. 

Z      Z 

brücbe  mit  vf'  ^»  ' 
•^1    -Wi 


1) 


allgemein 


§2. 

ein  beliebiger  Eettenbruch  ist  und  die  Nähernngs- 

bezeichnet  werden,  so  ist 

N^         &1  ^2  +  ^2 
-^3   —    ^^l  +  h^9 


-  a,N,  +  h,N, 
_  a,Z,  +  h,Z^ 

U.   8.   W., 


iV„+t  ~~  a«+i  JV„-i  +  tn+i^« 

Nach  diesen  Formeln,  durch  welche  nicht  blos  die  Werthe  der  Näherungs- 
brüche, sondern  auch  die  Zähler  und  Nenner  derselben  einzeln  bestimmt 
sind,  sollen  die  Näherungsbrüche  stets  berechnet  werden.  Andere  Formen 
derselben ,  dadurch  erhalten ,  dass  man  Zähler  und  Nenner  in  gleichem  Yer- 
hältniss  ändert,  sollen  nicht  angewandt  werden. 


§3. 


Ein  beliebiger  Kettenbruch  sei 


2) 
Man  berechne 


6,       6, 


nach  §  2  und  erhalte  — »  so 


3) 


d. 


Ä=^l  +  ^ 


+  ^- 


'+'i 


Wenn  dann  die  beiden  letzten  Näherungsbrüche  von 


h\  +  ^ 
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sind,  wenn  ferner  der  Eettenbruch  k  in  der  ursprünglichen  Form  [61. 2)]  nach 
§  2  berechnet  -^  liefert,  §o  ist  nicht  blos  [anmittelbar  nach  §  2  und  Ol.  3)] 

8  '^  N^^iP+N^O' 
sondern  diese  Brüche  stimmen  auch  in  Zfthler  nnd  Nenner  überein,  d.  h. 

"""*  B_Z^^tP  +  Z^O 

Beweis.     Angenommen , 

ider  Satz  gelte  allgemein  für  jeden  Eettenbruch,  welcher  nicht 
mehr  als  eine  bestimmte  Anzahl  m  +  n  Theilzähler  und  -nenner 
enthält. 
Es  soll  gezeigt  werden,  dass  er  dann  auch  für  einen  beliebigen  Eettenbruch 
gilt,  welcher  m  +  n  +  l  Theilzähler  und  -nenner  hat. 
Ein  Eettenbruch  letzterer  Art  sei 


7  7 

"~^    und  -r^   seien  die  nach  §  2  erhaltenen  beiden  letzten  Nfiherungs- 

brüche  des  Eettenbruchs 

ebenso      """^    und  -=r=r  die  nach  §  2  erhaltenen  Näherungsbrüche  von 
^«-t  -W«  

Dann  sind  nach  der  gemachten  Voranssetzang  4) 
congment  den  nach  §  2  erhaltenen  beiden  letzten  KShemngswerthen  von 

fiCj^ ...  iT^rjTfii^ ...  17^ 

\      \  6b»      dj      dj  da 

nnd  ffir  den  Kettenbrach  K  erhält  man  somit  nach  §  2  den  Werth 

""^  (JV...  ,Z._ ,  +  N„Nn-t)p  +  {N^-tZ^  +  N„Nn)q 

Femer  ist  nun  der  nach  §  2  erhaltene  Werfh  yon 

Al'Zk ...  fZMIf.  =  ^-»y+^g  . 

d^^  d^        ^d«^«-  Nn-xP  +  Nnq. 
Nach  dem  zu  beweisenden  Satze  wttrde  man  also  fttr  K  erhalten: 
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Z^^aZn^iP  +  Znq)  +  Z^{Nn-iP  +  N„q) 

N„,^,{Z„^iP+Znq)  +  N„(N„^iP  +  Nng)' 

Dieser.  Brach  stimmt  aber  in  Zähler  nnd  Nenner  mit  5)  überein,     Hieraas 

folgt   nun  auf  bekannte  Weise   durch  Schluss   von   t   auf  t+l  der  Satz 

allgemein. 

§4. 
Zwei  aufeinander  folgende  Näherangsbrüche  -r^  und     *        mögen  ein 

^n  Nn  +  i 

Näherungspaar  genannt  werden.     Bildet  man  die  Differenz  derselben 

Zn  ._  ^«  +  1  _    ZnNn.{.\^NnZ^^i 

SO  nennen  wir  den  Zähler  des  letztem  Bruches 

__    Zu    Zn+\ 

Nu     Nn+i 

die  Determinante  des  Näherangspaares. 

,         §5.  • 

Die  Determinante  eines  Näheningspaares  entsteht  ans  derjenigen  des 
vorhergehenden  durch  Multiplication  mit  —1  und  mit  dem  letzten  der  in 
den  beiden  Paaren  vorkommenden  Theilzähler. 

Beweis.     Es  ist 

=  (nach  §2)  Z„(a,^,K^i+b,+\N„)-^Nn(a,-^iZn^t  +  K+yZn) 

w.  z.  b.  w.. 

'  ■  i     '  ,  ■ 

Sind  sämmtliche  Theilzähler  etwa  mit  Ausnahme  der  beiden  ersten  =  1, 
so  sind  nach  §  5  die  Determinanten  von  zwei  aufeinander  folgenden  Nähe- 
rungspaaren einander  entgegengesetzt  gleich.  Diejenige  des  ersten  Paares 
soll  in  diesem  Falle  die  Determinante  des  Eettenbruchs  genannt  werden. 
Wird  dieselbe  mit  öy,  diejenige  des  Paares,  welches  n  Theilzähler  und 
-nenner  enthält,  mit  di,  bezeichnet,  so  ist 

.       §7./       / 
Vier  Grössen  Py  q,  r^  8  gegeben,  vier  andere  a^  by  c,  d  zu  beetimmeu, 

derart,  dass  von  dem  Kettenbruch.  t-'  +  ^  der  ^rste  Näiidrungswerth  =— i 

r        .    .  .        ^       ^  ^ 

der  zweite  =— »   mithin  die  Determinante  dieses  Paares  =ps  —  qr  wird. 


Digitized  by 


Google 


Van  Dr.  W.  Veltmamn. 


197 


Auflösung.     Es  soll  —  =  — »   ^  ,  ,     _ 
1>        q     hd  +  c       8 


ud  T 

=  -—  werden.     Man  wird  also 


1>  p 


setzen.     Der  Kettenbrach  wird  demnach  —  H —  . 


§8. 
Ein  Kettenbruch  änd^  seinen  Werth  nicht,  wenn  in  demselben  irgendwo 
\\\    eingeschaltet  oder  am  Ende  angehängt  wird.     Die  Reihe  der  Nähe- 
ruDgswerthe  ändert  sich  nur  in  der  Weise,  dass  die  beiden  vorhergehenden 
sich  wiederholen. 


Beweis. 


Die  vorhergehenden  Näherungswerthe  seien  ^>  — * 

q      8 


Die 


beiden  folgenden  sind  dann  — ,  ^'  ■  ~  —   und      ,     '    =  —  >  also  dieselben 

Q  +  O.r       q  s  +  O.q       s 

wie  die  vorhergehenden. 


Es  sei 


§9. 
a  +  ax 


eine  beliebige  gebrochene  Function  ersten  Grades  der  Veränderlichen  rc,  also 
ß  nicht  =0.  Je  nachdem  dann  i  und.  ß  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben  oder  (  =  0  ist,  wird  y  entweder  für  einen  negativen  oder 
einen  positiven  Werth  von  x  oder  für  a;  =  0  unendlich  gross.  Die  Func- 
tion ist  also  stetig  und  nimmt  beständig  zu  oder  beständig  ab  im  ersten 
FaDe  für  x  =  0  bis  o?  =  +  oo,  im  zweiten  für  «  =  0  bis  «  =  —  oo,  im  dritten 

Stellt 


für  Beides.     Für  a;  =;  0   wird  y  = 


für  «5=  +  00  wird  y  =  -3-* 


man  die  Function  durch   eine  Curve  in  einem  rechtwinkligen  Coordinaten- 
^ystem  dar,  so  wird  dieselbe  an  der  Seite  der  Ordinatenaxe,  an  welcher 

sie  stetig  ist,  fÜra;»0bisa;s=OD  alle  Werthe  von  -=>  bis  -r-  dnrchlaofen. 

Folgende  üebersicht  zeigt  das  Verhalten  der  Function  in  den  verschiedenen 
PäUen. 


1.  h  und  ß  von  glei- 
chen Vorzeichen 

IL  h  und  ß'von  ent- 
gegengesetzten 
Vorzeichen 


A. 
Für  positive  x 


B. 

Für  negative  x 


durchläuft  y  alle  Werthe 


zwischen  —  und  -^ 
5  P 

nicht  zwischen  —  und  — 
0  ß 


nicht  zwischen  -r-  und  -5- 
0  p 

zwischen  -7-  und  -5-- 
h  ß 


Digitized  by 


Google 


198  üeber  Kettenbrüche. 


§10. 

q^  und  g^  seien  zwei  beliebige  positive,  p^  nnd  p,  zwei  beliebige  Zahlen, 

h  eine  Grösse,    welche  zwischen  -^  nnd  =-^  liegt.     Dieselbe  soll  in  einen 

Eettenbruch  entwickelt  werden,   derart,  äajBB  die  beiden  ersten  NShemngs- 

werthe  =^  nnd  =^  werden.     Die  folgenden  Theilzähler  sollen  sämmt- 

lieh  =1,  die  Theilnenner  möglichst  grosse  ganze  Zahlen  werden. 

Auflösung.     Man  leite  aus  den  Brüchen  ^  und  ^  andere  BrOche 

9i  9% 

^9  ^1  •••  nach  folgenden  Formeln  ab: 

u«  s.  w. 
und  bestimme  die  Zahlen  fl*,,  x^y  ...  auf  folgende  Weise:  Man  setze 

9)  Ä  =  ^4^' 

also 

10)  B^^^'^^^i' 

Dieser  Werth  von  A,  ist  positiv,  weil  in  OL  9)  der  Fall  I  in  §  9  stattfindet, 

also  nur  fOr  positive  Werthe  von  R^  derjenige  von  Tc  zwischen  ^  und  ^ 

^1  9t 

liegen  kann.     Man  nehme  nun  ftlr  osg  die  grösste  in  dem  Werthe  von  A, 

Gleichung  10)  enthaltene  ganze  Zahl ,  wodurch  dann  nach  Gleichung  7)  auch 

^3  und  ^3  bestimmt  sind  und  q^  *eine  positive  Grösse  wird.     Setzt  man  jetzt 

in  Gleichung  9)  für  Ä;  und  R^  die  veränderlichen  Grössen  y  und  o;,  also 

11,  y  =  ^4^ 

so  bat  man  für  y  und  x  die  zusammengehörigen  Werthe 


0     a^   Ä,   +00, 
9i     9z  9» 


Die  Werthe  von  x  nehmen  hier  beständig  zu,  die  von  y  also  beständig  zu 

oder  ab;  der  Werth  von  Je  liegt  daher  auch  zwischen  ^  und  ^«  während 

9i  9z 

zugleich  ~  zwischen  —  und  -^  liegt.     Setzt  man  also  jetzt 
9z  9i  9% 

12)   ic^h+Pl^y    also    13)    Ä,  =  M:^«., 
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so  ist  ^4  wieder  positiv  and  die  grösste  darin  enthaltene  ganze  Zahl  kann 

für  Xj_  genommen  werden.     —  wird  dann  zwischen  —  und  —  >  Je  zwischen 

94  Q^  Qs 


Ä 


Ä 


^  und  -^  liegen.    Und  so  fort.    Für  die  R  und  die  x  ergeben  sich  immer 
Äs  9a 

positiYe  Werthe;  jeder  Näherongsbrnch  liegt  zwischen, den  beiden  vorher- 
gehenden und  k  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden.    Fährt  man  etwa  fort 

Pn 

bis  zu  — I  so  wird  dann 

14)    lc^  P'-'t+Pn^n^i  ,         ^5)    j^  Qn-rh^p^^r 

qn^l  +  qn^n^X  ^  Pn 

and  es  ist  nun 


qnk 


16)         *=^l  +  £i^?i|L:i^f71l+l  -lüf^ 

der  verlangte  Eettenbruch. 

Beweis.     Der  Eettenbruch    hat   die  beiden  ersten  Nftherungsbrüche 

=  ^  und  =Ö  nach  §  7  S.  196;  die  übrigen  Näherungsbrüche  sind  ^i  ^ 

u.  s.  w.  nach  den  Gleichungen  7),  8),  ...  und  nach  §  2  S.  194;  der  ganze 
Kettenbruch  aber  ist  =  k  nach  Gl.  14)  und  §  2. 


§11. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  v  wenigstens  =3  ist,  findet  in  §  10  die 
Gleichung  statt 

17)  J-=Ä,-av. 

d.  b.  irgend  ein  Bestbruch  vom  vierten  an  ist  gleich  dem  Ueberschuss  des  vor- 
hergehenden Bestnenners  über  die  darin  enthaltenen  Ganzen.  Die  Bestbrüche 
sind  daher  sSmmtlich  kleiner,  die  Bestnenner  grösser  als  1,  die  Theilnenner 
wenigstens  =  1 .  Eine  Ausnahme  machen  hier  nur  möglicherweise  ^3  und  0:3 . 
Beweis.     Es  ist  nach  Gl.  16) 


Pi 


üi 


Pi'Pi  ^       ^4       ^5 


nnd  auch       

9i  P%'Pi  ^3       ^4       ^5 

woraus  folgt 

Ä,   =  iC,  + 

1 


JJ+1 

~1 


Xt-i        X9 


B. 


r+l 


=  /?»  — av, 


welches  obige  Gleichung  17)  ist.     Da  R^—Xr  stets  kleiner  als  1  ist,  so  ist 
Av^i   noth wendig  grösser  als  1  und   die  darin  enthaltenen  Ganzen,  d.  h. 
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Xn+i  wenigstens  =  1.  Hier  daxf  aber  für  v  nicht  weniger  als  3,  für  v  +  1 
nicht  weniger  als  4  gesetzt  werden;  denn  ein  B^  und  x^  kommt  in  der 
Entwickelung  des  Kettenbruches  nicht  vor.  In  der  That  kann  in  Gleich- 
ung 9)  S.  198  die  Grösse  h  so  nahe  an  ~  genommen  werden  ^  dass  aus  der- 
selben sich  ^3  <C  1,  ^8  ^  ^  ergiebt. 

§12. 

In  §  10  nehmen  die  dort  sämmÜich  als  positiv  erkannten  Nenner  der 
Näherungsbrüche  von  g^  an  beständig  derart  zu ,  dass  jeder  derselben  wenig- 
stens gleich  der  Summe  der  beiden  vorhergehenden  ist,  so  dass  also  Qu 
wenigstens  =(«  — 4)^4  ist. 

Beweis.     Da 

und  nach  §  11  x^y  x^,  ...  wenigstens  =1  sind,  so  ist  ^5  grösser  als  ^4, 
q^  grösser  als  2^4  u.  s.  w.,  9«  grösser  als  (n— 4)94. 

§13. 

Wenn  ^^^  und  —  in  §  10  S.  198  zwei  aufeinander  folgende  Näherungs- 
qn-i        qn 

brüche  sind  und  es  wird  A,  =  Än4-ß 

gesetzt,  wo  also  ß  positiv  und  kleiner  als  1  ist,  so  gelten  folgende  Gleich- 
ungen : 
18) 

19) 
20) 
21) 

22) 

Hier  sind  fi  und  v  positive  Grössen'  nnd  es  ist 

23)  »»  +  v<=l, 

24)  (»:v=y«:(ff._,ft. 

Beweis.    Es  ist  nach  Ol.  14)  S.  199 

PH—i  +  Pm  —  lün 


p'-i    J,  _ 

i-iys 

in-i{3n  +  qn-lß)' 
(-1)««/? 

qn 

Pn^i        Pn  ^ 

a»(«»+?»-i/J)  ' 

(-1)-« 

^n-l        qn 

(-1)-«M 

(-l)-«v 

Ä  =  - 


also 


g«_2  +  !2'i.-l  An 


i>»-l 


-ÄJ= 


Pii— l^ü— 2  — ^fi-lP«— 2 


qn-1  g«-l  (ff«-2  +  öf»-l  Äi) 


<7n-l(?n-2  +  gn-1  [^Xh^  +  ß]) 

was  die  Gleichung  18)  ist. 


Qn^liqn  +  qn-^lß) 
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und  —9 


was  die  Gleichung  20)  ist.  Subtrahirt  man  jetzt  Gleichung  18)  von  20) ,  so 
erhält  man  Gl.  19).  Bestimmt  man  dann  zwei  Grössen  fi  und  v  den  Gleich- 
ungen 21)  und  22)  gemäss,  so  sind  fi  und  v  positiv  und  durch  Addition 
Ton  21)  und  22)  erhält  man  mit  Bücksicht  auf  20)  die  Gl.  23).  Wenn  man 
ferner  GL  18)  durch  19)  und  21)  durch  22)  dividirt,  so  hat  man  links,  also 

auch  rechts  gleiche  Quotienten;  die  letzteren  sind  aber  gleich 
womit  dann  auch  die  Gl.  24)  bewiesen  ist. 

§14. 

In  §  10  S.  198  unterscheidet  sich  die  Grösse  h  von  einem  Näherungs- 
werthe  um  weniger  als  i  dividirt  durchlas  Quadrat  des  Nenners  desselben 
und  auch  um  weniger  als  i  dividirt  durch  das  Product  dieses  Nenners  mit 
dem  nächstfolgenden.  Von  zwei  aufeinander  folgenden  Näherungsbrüchen 
unterscheidet  sich  der* zweite  von  h  weniger  als  der  erste. 

Beweis.  Die  erste  Behauptung  folgt  aus  Gleichung  21) ,  weil  gn>^n-i 
und  nach  Gl.  23)  fi  <  1.  Die  zweite  folgt  aus  Gl.  22) ,  weil  v  <C  1)  und  die 
dritte  aus  21)  und  22,  weil  nach  24)  v<Cfi  ist. 

§15. 

Wenn  in  §  10  S.198  die  Grössen  h^  |>|,  Ps«  ^i»  q%  rational  sind,  so  wird 
irgend  ein  Bestnenner  R  eine  ganze  Zahl  und  zwar  wenigstens  =2.  Der 
Eettenbruch  schliesst  also  hier  und  der  letzte  Theilnenner  ist  =2. 

Beweis.    Nach  Gl.  15)  S.  199  ist 


25) 


Än+l  = 


qnla  —  Pn 

Sind  %,  i>if  JPsf  ^1)  q%  reducirte  Brüche  mit  dem  Nennerproduct  sin,  so 
wird  nach  den  Gleichungen  7),  8)  u.  s.  w.  S.  198  der  Zähler  und  Nenner, 
sowie  auch  der  X;- fache  Zähler  und  Nenner  eines  jeden  Näherungsbruches 
durch  Multiplication  mit  m  eine  ganze  Zahl.    Schreibt  man  also  Gl.  25)  so: 


Äi+I  = 


W(p,-i+gn-lfe)__ 
W(^„Ä  — p»)        ~ 


qn  +  qn^\ß 


(-"l)"J/g 


=  [nach  Gl.  18)  u.  19)]  — 

qn+qn'-iP 

so  sind  auch  hier  Dividend  und  Divisor  ganze  Zahlen.  Da  qn  nach  §  12  stets 
wenigstens  um  q^  wächst,  m  und  d  aber  constant  bleiben,  so  nimmt  der 
absolute  Werth  des  Dividenden   stets  ab.     Der  Divisor  aber  ist  kleiner  als 
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der  Dividend,  weil  ß  kleiner  als  1  ist,  mnss  also  irgend  einmal  =±1 
werden.  Dann  wird  Rh-\-i  eine  ganze  Zahl  und  zwar  wenigstens  =2,  weil 
die  R  immer  grösser  als  1  sind. 

§16. 
Nach  §  10  S.  198  und   §  15  lässt  sich  jeder  rationale  Bmch  dnrch 

einen  Kettenbmch  i    i       i 

...  4-— — ]J-_L 


+ 


Xn-l         Xn 

mit  gegebenem  Anfangspaar  nnd  Determinante  darstellen.  Die  Determinante 
des  letzten  Paares  ist  entweder  +^  oder  —  A.  Da  rcn  wenigstens  =2  ist, 
so  kann  man  statt  Xn  auch  o^  —  1  + 1  setzen ,  so  dass  man  also  den  Ketten- 

...+jj:;zLjn 

X„_l        Xn  —  l        1 

erhält.  Die  Zahl  der  Nftherungsbrüche ,  sowie  der  Näherangspaare  wird 
hierdurch  um  l  grösser  und  die  Determinante  des  letzten  Paares  ist  der- 
jenigen bei  der  vorigen  Form  dem  Vorzeichen  nach  entgegengesetzt.  Man 
kann  also  nach  Belieben  den  Eettenbruch  so  schreiben,  dass  die  Deter- 
minante des  letzten  Näherungspaares  +  d  oder  ~  d  wird. 

§17. 

Wenn  in  §  10  8. 198  y,  und  q^  beide  negativ  wären,  so  würden  (§9) 
JSj,  124, ...,  x^yX^y ...  positiv,  ^3,  (74,  ...  negativ  werden.  Dadurch,  dass  man 
Pi,  Pji  ^1'  ^2  ^^^  somit  auch  ^3,^4,  ...,  $3,  ^4,  ...  das  entgegengesetzte 
Zeichen  gäbe,  würde  man  also  diesen  Fall  auf  den  vorigen  zurückfuhren 
können. 

Wenn   femer  q^  und  q^  entgegengesetzt  sind,   so  erhält  y  die  Werthe 

zwischen   —  und  —   für  negative  Werthe  von  x\  «3,  554,  ...   werden  also 

negativ.  Dieselben  Näherungswerthe ,  die  man  dann  erhält,  werden  aber 
auch  erhalten,  wenn  man  p,  und  q^  das  entgegengesetzte  Zeichen  giebt, 
weil  dann  auch  ^ ,  ^1^4 ,  ...  entgegengesetzte  Zeichen  erhalten.  Der  Fall  ist 
also  ebenfalls  von  dem  früheren  nicht  wesentlich  verschieden. 

§18. 
Wenn  in  §  10  S.  198  die  Grösse  h  irrational  ist,  so  kann  keiner  der 
Eestnenner  It  eine  ganze  Zahl  werden;  der  Kettenbruch  setzt  sich  ins  Un- 
endliche fort  Aus  §  14  S.  201  folgt  dann,  dass  die  Nähemngsbrüche  der 
Grösse  h  immer  näher  und  beliebig  nahe  kommen,  so  dass  also  die  Grösse 
durch  den  unendlichen  Kettenbruch  dargestellt  ist. 

§19. 
um  die  gewöhnlichen  Kettenbrüche  zu  erhalten,  muss  man  als  Anfangs- 
paar ^  und  \  nehmen.     Es  sei  also 
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Dann  ist 

wo  x^  als  die  in  B^  enthaltenen  Ganzen  sich  aus 


1  +  0^      1  1 


bestimmt.     Ist  mm  Ä>1,  so  ist  ««  =  0,  also   —  =  77-     Ferner  ist  jetzt 

wo  0^4  sich  ans 

,      O+I.B4      A4      ,       «       , 

*=h:ü:b;=t'  ^^  -«^=* 

bestimmt.     Es  ist  also  x^^a  den  in  2^4  =  X;  enthaltenen  Oanzen.   Dann  wird 

Ps^Pz+P^  n.  s.  w. 
9s      ft  +  5'4^ 

Wenn  dagegen  h<ll^  so  ist  o^  gleich  den  in  -7-  enthaltenen  Ganzen.    In 

K 

ersterem  Falle  sind  die  Näiemngsbrttche  -ttj  y»  -jy»  -A  ^'  s.  w.,  im  zwei- 
ten tt»  -7- 1  —  n.  s.  w.     In  dem  erhaltenen  Kettenbruch 
0     1     »5 

*1  ^  *3         *4 

ist  im  ersteren  Falle  »^  =  iBg  =  iC8  =  0,  im  zweiten  nur  x^^x^^O.  Die 
Determinante  des  Kettenbi-uchs  ist  immer  =  1 ,  diejenige  der  einzelnen 
N&herungspaare  abwechselnd  +1  und  —1. 

£ine  rationale  GrOsse  h  liefert  einen  endlichen  Eettenbruch  mit  dem 
letzten  Theilnenner  wenigstens  =2;  bei  einer  irrationalen  Grösse  k  wird 
der  Eettenbruch  unendlich. 

§20. 
Vier  positive  ganze  Zahlen  p,  fi',  r,  5  mögen  der  Gleichung  genügen 
26)  p5-^r=(-l)«, 

wo  n  irgend  eine  ganze  Zahl ,  und  es  sei  p  <  r,  mithin  auch  q^s.   Wenn 

man  dann  —  in  einen  gewöhnlichen  Eettenbruch  entwickelt,  so  ist  entweder 
s 

L.  oder  — -   der  vorletzte  Näherungsbruch  dieses  Kettenbruchs,  je  nach- 
9  s—q 

dem  die  Zahl  der  Theilnenner  desselben  mit  n  gleichartig  (gleichzeitig  ge- 
rade oder  ungerade)  ist  oder  nicht. 
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Beweis.     Wird  —  in  einen  Eettenbruch  entwickelt  und  ist  -7  der 
s  q 

vorletzte  NSherungswerth ,  m  die  Zahl  der  Theilnenner,  so  ist 

p's-— ^V  =  (— 1)*. 
Wenn  nun  m  und  n  gleichartig  sind,  also  (— !)"•  =  (— 1)",  so  ist 

eine  Lösung  der  unbestimmten  Gleichung 

27)  5a;-ry  =  (-lj» 
und  die  übrigen  Lösungen  sind 

28)  X = p'+  vr,    y^q  +  vs, 

wo  V  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist.  Da  nun  nach 
Gl.  26)  auch 

eine  Lösung  ist  und  aus  den  Gl.  28)  nur  für  v  =  0  positive  Werthe  von 
X  und  y  erhalten  werden,   welche  kleiner  als  resp.  r  und  $  sind,  so  muas 

sem. 

Wenn  dagegen  (—  1)"  =  —  (—  1)«,  so  ist 

«  =  -p,   y^  —  q 

eine  Lösung  der  Gleichung  27)  und  die  übrigen  Lösungen  sind 

29)  «  =  — p'+vr,    y  =  — 3'+v5. 

Da  nun  nach  Gl.  26)  auch  x  =  p  und  y=^q  eine  Lösung  von  Gl.  27)  ist  und 
aus  Gl.  29)  nur  für  v  =  1  positive  Werthe  von  x  und  y  resp.  kleiner  als  r 
und  s  erhalten  werden,  so  muss 

r—p^p,     s  —  q=qy 

p^r-p,     q=8—q 


mithin 
sein. 


Wenn 
und 


§21. 


,=ii 


«2  aV« 


Xn      a?»-_i  a?, 


zwei  Kettenbrüche  sind,  welche  dieselben  Theilnenner  in  umgekehrter  Reihen- 
folge haben,  und  es  sind  —  und  —  die  beiden  letzten  Näherungsbrüche 

q  s 

von  k,  so  sind  -^  und  ~  die  beiden  letzten  NSherungsbrüche  von  h\    Bei 

P     ^ 
der  ümkehrung  eines  Eettenbruchs  mit  dem  letzten  Näherungspaare  —1  — 

ändert  sich  also  letzteres  in  der  Weise,  dass  q  und  r  sich  vertauschen. 
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§  22* 

Wenn  x  und  x   posiÜYe  irrationale  Grössen,  p,  g,  r^  s  ganze  Zahlen 
zwischen  +  oo  und  —  od  sind  und  es  ist 

30)  ps  —  gr^  +  lj 

31)  «r  =  £±^. 

g+3x 

so  hahen  die  beiden  OrSssen  x  und  x\  in  Eettenbrüche  entwickelt,  gleiche 
Restbrfiche. 

Beweis.     Es  ist  nach  §  7  S.  196 


S'-grip 


P_ 

q    '       r:p 

e|n  Kettenbruch ,  von  welchem  —  und  —  die  beiden  NSherungswerthe  sind. 
Mithin  nach  Gl.  31)  und  §  2  S.  194 


p      5-yr:i)|      1^ 


32)  a^  =  .?l+^_^a-^  +  ^ 

g  r:p  .       x 

Hier  werde  —  nach  §  19  S.202  in  einen  gewöhnlichen  Kettenbruch  entwickelt 
also  nach  Gl.  32) 


34)  x  =  ^ 


^s,:,^^inrij^ij^i. 


r:p  «1      02  Cht 

Die  Grössen  x  und  x'  sind  also  jetzt  durch  Kettenbrüche  mit  dem  gemein- 
samen Restbruch  —  dargestellt;  jedoch  ist  deijenige  in  Gl.  34)  kein  gewöhn- 
Ja 

lieber  Kettenbrnch ,  wird  also  darin  noch  yerwandelt  werden  müssen.  Man 
kann  die  Entwickelung  Gl.  33)  so  weit  fortsetzen,  dass  das  dem  Restbruch 

—  Yorhergehende  Näherungspaar  x\  und  x^  von  x'  beliebig  genau  wird, 
wo  dann  auch  die  entsprechenden  zu  dem  nämlichen  Restbruch  -^  gehörigen 

z         z 

Naherungswerthe   von   x   in  GL  34),    welche   =^  und   ■=^    sein   mögen, 

beliebig  genau  werden.     Da  nun  x  positiv  ist,  so  werden  bei  hinreichender 

Z  Z 

Genauigkeit  auch  j^  und  j^  positiv,  d.  h.  Z^  und  N^ ,  sowie  auch  Z^  und 

N^  von  gleichem  Zeichen  sein.  Aus  GL  31)  folgt  aber,  dass,  wenn  ftir 
x'  zwei  Werthe  x\  und  x'2  gesetzt  werden,  von  welchen  der  eine  nur  sehr 
wenig  grösser,  der  andere  sehr  wenig  kleiner  ist  als  x\  auch  der  wahre 

Z  Z 

Werth  von  x  zwischen  den  entsprechenden  Werthen  •—  und  —■  liegen  wird. 

Nun  ist  aber  nach  §  2  S.  194  '  ^        n  J 
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^\  Z^  +  Z^R 

^^  ''^N.  +  N.R 

Da  B  positiv  ist,  so  kann  dieser  Werth  nach  §9  8.  197  nur  zwischen  ^ 

Z  ^ 

und  r^   liegen,   wenn  N^   und  N^   gleiche  Vorzeichen  haben.     In  OL  35) 

haben  also  Z^,  Zg,  N^  nnd  N^  gleiche  Vorzeichen.  Sobald  dies  aber  der 
Fall  ist,  wachsen  Yon  dieser  Stelle  an  die  absoluten  Werthe  der  Zfihler  und 
der  Nenner  der  N&herungswerthe.  Man  kann  also  in  der  Ol.  35)  jetzt 
Z^,  Zg,  iVj,  N^  als  positiv  betrachten  und  Z2>Zj,  N^'>  N^  nehmen.  Da 
nun  Z|,  Zj,  iVj,  N^  ganze  Zahlen  sind  und  nach  Ol.  30)  S.  205  die  Determi- 

nante  des  Kettenbruchs  =1,  somit  Z^N^^-^Z^Nj^^  +  1  ist,   da  femer  ^ 

in  einen  gewöhnlichen  Kettenbruch  entwickelt  und  dieser  nach  §  16 
S.  202  so  geschrieben  werden  kann ,  dass  die  Determinante  des  letzten  NShe- 

rungspaares  der  obigen  Z^N^  —  Z^N^  gleich  ist,  so  ist  nach  §  20  S.  203  -j=^ 

der  erste  Bruch  dieses  Paares.    Wenn  also  auf  die  angegebene  Weise 

erhalten  wird,  so  ist  nacli  61.  35)  und  §  2  S.  194 

Es  ist  also  ■=■  auch  ein  Bestbruch  des  gewöhnlichen  Kettenbruches,  in  wel- 
eben  sich  x  entwickeln  lässt. 

§23. 
Ein  periodischer  Kettenbruch  sei 

Die  Periode  und  der  den  Perioden  vorhergehende  Theil  können  immer  als 
mehrgliedrig  betrachtet  werden,  da  man  nach  §  8  S.  197  beliebig  oft  |'  +  i 
einschalten  kann.     Da  jeder  Bestbruch  des  periodischen  Theils  wieder  ein 

periodischer  Kettenbruch  ist,  so  kann  —  ^^^  Anfang  des  periodischen  Theils 

*i 

sein  oder  es  kann  auch  der  Theil  von  —  bis  —  beliebig  weit  in  den  perio- 

9i  9e 

dischen  Theil  hineinreichen. 

Femer  sei 


^^^  .+^=^,  ii+i..[;i=?o. 


hc—\       q       Ä,       Äj  he 


ffe-t         io        9l         ff 2  ff"         Vo 

r 

s 

Google 
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Es  ist  dann  ^  /     i\-  /     i\e 

8etzt  man  den  Eettenbrucb  fort  bis  zn  Ende  der  ersten,  zweiten,  dritten 
u.  s.  w  Periode ,  so  mögen  die  nacb  §2  8. 194  erhaltenen  letzten  Näherangs- 
paare mit 

ftmid?!-.     ^und?^.    ^n«d?^  u.  s.  w. 

x^         y«— 1  ' 

bezeichnet   werden.     Es  entsteht  dann   r-   ans  >  indem   man  zu  dem 

5n  »7n  - 1 

letzten  Theilnenner  des  letzteren  noch  —  binzufUgt,  nnd  ebenso  entsteht  — 

^  r  '^" 

aus  — — »  indem  man  zum  letzten  Theilnenner  des  letzteren  —  hinzufügt. 

Nach  §  3  S.  194  ist  also 

a?i  _^P^Q  +  qyo     Vx  _  rx^+sy^  ^ 

x^_px^  +  qy^     y8_.  r^i  +  gyi 

u.  s.  w. ,  allgemein 

a:«!  und  yn  werden  also  aus  Xn—\  und  yn—i  durch  eine  sich  immer  wieder- 
holende lineare  Substitution  erhalten.  Zur  Bestimmung  von  Xn  und  yn  aus 
0^  und  y^  kann  man  daher  die  Formeln  anwenden,  welche  in  der  in  §  1 
erwähnten  Abhandlung  gegeben  sind.*  Dasselbe  gilt  für  die  Bestimmung 
von  ^„  nnd  i/n  aus  ^  und  Hq, 

Statt  0  p  in  jener  Abhandlung  ist  hier  zu  nehmen  ^  ^  und  man  erhält 
dann  durch  Anwendxmg  der  dortigen  Formeln  17)  und  21) 


36)  „^/,r+(^-^J=l/^-ps  +  {^y 

oder,  wenn  man 

*  lo  der  genannten  Abhandlang  sind  die  Grössen  ^o^  ^o«  ^i  *  ^i  ?  ^<'  Vt  "■  ^-  ^• 
von  einander  abhängig  nach  den  Gleichungen 

g.  Xn+i=aXn+hyn, 

y»+i=axn+ßym, 
nnd  wenn  man  dann  

17)  ^6„+(^y=„ 

setzt,  so  ergiebt  sich 

'= ^ (-/  +  «')+ 2^^ Vi V' 


21) 


"•  =  -  2« 

Diese  Gleicbnngen  haben  hier  dieselben  Nummern,  -wie  in  jener  Abhandlang.  ^  ^ 
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37) 

setzt, 
38) 


g+P^^      ^-P-^ 


^ 


_( 


39)  p  = 


40)  ^  = 
oder 


'■"{h-e^-)*][¥H*[-'^^fr'-)-][^'-rir. 


41)  f!  = 


{[(««'-*)  at>+9»o]  [«+«»]"  +  [(«'+»)«o-yy«]  l*-«!"}  2;; 
„      {[»■«o+(«'+»)yo][«+<+ [-»'*o+(»-«)«'o][<'-»]"l  ^ 

42)  «L-  = f^ 

oder,  anders  geordnet: 


43)  p 


44)  ^' 


T' 

l[»-«o+«yoJ  ((«+«')"-  («-»)"]+»*.  [(«+»)"+ (ff -f)"]!^ 


y»_ 


'"     IK+»n«][(ff+«)--(«-«')"]  +  »no[(<'+«')"+(»-«')"ll2i 

Ist  der  Kettenbmch  rein  periodisch 

h^      h^  hc      hl      h^  he 

=ö+ö  +  »;+^- +»:+*:  +  »,••• +*;-"' 

so  hat  man  Jf  V  an  die  Stelle  Yon  f  0  ^^  zu  setzen  and  die  Gleichungen  41), 

42),  43),  44)   werden  dann,  wenn  jetet  x\  l',  y\  t{  dieselbe  Bedeutung 
,  wie  oben  x,  I,  y,  1?: 

T~ 1 ' 

^ [(a+tr)« -(<;-«;)«]  g^ 
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r[(«+«,)- _(«_«,)»]  ^ 


46)    y^^ p, 


«0 

1 


47)   J-"^ 


[(»  +  «)(«+«)»  +  (»-«)(*-«<;)»]  g^ 

{-«I((»+ic)--(a-t<;)-]  +«[(*+»p)-  +  («-«»)"l}  g^ 

^"  2[(«»+»)--(«-«')"l^ 

r  [(•+«)- -(<r-«)-]i- 
48)    5?  = H!2 ^ 


Es  ist  0+w  grösser  als  der  absolute  Werth  Yon  6^w.  Lttsst  man 
also  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  verschwindet  (tf— «?)"  gegen  (js+w)^^ 
wihrend  zugleich  {c+w)^  heransflüilt,  und  man  erhSlt  dann  für  den  unend- 
lichen gemischten  periodischen  Eettenbruch  aus  Ol.  41)  oder  42)  (aus 
ersterer  nicht  unmittelbar,  sondern  nach  einekr  kleinen  Umformung,  n&mlich 
Multiplication  von  ZShler  und  Nenner  mit  iP  +  6  u.  s.  w.) 

w+8 
49)  y^ra^  +  d.  +  ^.^^o'*-     r     ^' 

und  ftlr  den  unendlichen  rein  periodischen  Eettenbruch  aus  Gl.  45)  oder  46) 
Die  Gleichung  50)  folgt  audi  aus  49)  nach  §2  8.  194. 


§  24. 

Wenn  — »  —  das  letzte  Nftherungspaar  eines  Eettenbruchs 
g      s 


t       ' 


+  1 '+7- 


ist,  so  stellen  die  beiden  Ausdrücke 
51) 

und 
58) 


•-?+/(^)'-(-')- 


s-p 


ym-<-"- 


S+w 


i+u> 


imendliche  rein  periodische  Eettenbrflclie  dar,  resp.  mit  den  Perioden^  . 

Z.itM>hiift  t  lUthauUk  o.  PhTiik  XXXII,  4.  1*""'''^  by  ^OOg  IC 
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und 


-^^••■'4 


*'=U+-J-...l+i. 


Beweis.     Dass    51)   den   Eettenbruch   mit   der  Periode  h  darstellti 
sagt  unmittelbar  die  Gleichung  50).    Der  Kettenbrucb  k'  hat  nach   §  21 

S.  204  das  letzte  Nftherungspaar  -^»  -^.    Um  also  dieselbe  jG^leichong  50) 

auch  auf  den  unendlichen  Kettenbrucb  mit  der  Periode  Je  anwenden  zu  kön- 
nen ,  müssen  q  und  r  vertauscht  werden ;  dadurch  verwandelt  sich  aber  der 
Ausdruck  51)  in  52). 


§25. 

Eine  positive  irrationale  Grösse  ^ — >    wo  in  eine  ganze  positive 

nicht   quadratische  Zahl   ist,   a  und  h  ganze  Zahlen  sind  und  a,  b,  "/m 
keinen  gemeinsamen  Theiler  haben  mögen,  giebt,  in  einen  Kettenbrucb  ent- 
wickelt, einen  periodischen  Kettenbruch. 
Beweis.    Es  sei 

b  0  0         Ä^         «4         iTj 

Die  beiden  ersten  Nftherungsbrilche  sind  —  =  7:-  und  —  =  —  •     Die  Ent- 

^1      0  ^,       1 

Wickelung  geschieht  nach  §  19  S.  202,  also 

0+lÄ, -*'    -R8-y  =  «»+^  (Ä4>l)i 

l  +  Oa?«  -A 
0  +  l«3  ^  q^' 

0+Pga?4  __P4 

1+^8  «4  ^4 

u.  8.  w. ; 
^*)  ■;; TT"» =  *»     ■B»i+i  =  — —j- — - — 


a 


Pn-l  —  ffn-l- 


+v^ 


ftpn-i— a^ji-i  — ^«-1/1 


m 


a+ym  aqn  —  hpn  +  qnym 

Qn—^  Pn 

,  (&i>M-i  — ay»-i— g«-i^)(agn  — ftp«  — g«K^) 

ioogle 


{aqn  —  hpn  +  qn  ytn)  {aqn  —  hpn  —  g«  j/m) 
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{aqn'^PnY  —  qnifn 

h(aPm^\qn  —  hPn^\Pn  +  aqn^\Pn)  +  {m  —  a^)qn^\gn  —  ^{Pn-\qn—Pnqn-\)}/m 

—  hpn  ü^aqn  —  hpn)  --  (w  —  o*)  y„* 


0=- 


apn^\qn  —  ^Pn^\Pn  +  aqn^\pn^ :r ä^»~i  ^n  —  (— l)"  f^W 


—  Pit  (2o  ör„  —  &;?„) ^ g„« 

Von  den  beiden  letzten  Aufidrücken  für  Rm^\  wird  man  entweder  56) 
oder  55)  nehmen,  je  nachdem  m—a^  dnrch  h  theilbar  ist  oder  nicht. 
In  beiden  Fällen  ist  im  Zähler  das  letzte  Glied,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
Ton  n  nnabhängig.  Von  dem  übrigen  Theile  des  Zählers  und  dem  Nenner  soll 
jetzt  gezeigt  werden ,  dass  dieselben  nicht  beliebig  gross  werden  können  und 
zuletzt  immer  dasselbe  Vorzeichen  haben  wie  h  j/m.  Wir  gehen  von  dem 
Ausdruck  54)  fOr  Rm-{.i  aus,  also 

D      _  Pn-1  — y»~-ife  _         \y«-t      / 

■'"  '■*-'■  =  .(»-^:) 

(-1)°M 
=  [nach  Gl.  21)  und  22)  S.  200,  wo  jetzt  *= 1]        *" 


(-])-v 


(-l)V 


.[nach  Gl.  24)  S.  200]         ^' 


{-lYßy. 


Damit  aber  dieser  Ausdruck  mit  55)  in  Zähler  und  Nenner  Übereinstimme, 
müssen  Zähler  und  Nenner  noch  multiplicirt  werden  mit 

^{aqn  —  hpn  —  qnVvn) 

^lqn{a^h^^-V^). 

Bezeichnet  man  also  den  ganzen  rationalen  Theil  des  Zählers  von  55) 
mit  ty  den  ebenfalls  ganzen  rationalen  Nenner  mit  u,  so  ist 

.     (    ^^n^./-      &fa-&^-/m)(-l)> 
57)  <  — (— Ij^^Kw*—     \         qn      '     /^      '  "^ 

**  ft(a-5^-/w)(-l)»l5^ 
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Der  in  diesem  Ausdruck  enthaltene  NSherungsbruch  —  wird  bei  fortgesetzter 

Entwickelung  beliebig  genau  = r —  •    Durch  Einsetzung  dieses  Werthes 

in  57)  erhält  man  also  ebenfalls  mit  beliebiger  Genauigkeit 

^  u  -25/»»(-l)«/Sf* 

oder  ^ 

^^(^i)"5y/;;;^^(2fi-i)(~i)n^-^(-i)^5/m 

tt  -2(-.l)»&>/w/3fi 

In  dieser  Gleichung  ist  rechts  ebenso  wie  links  im  Zähler  der  irrationale 
Theil  abgesondert.  Dieselbe  zeigt,  dass  bei  fortgesetzter  Entwickelung  des 
Kettenbruchs  beliebig  genau 

^  =  -(2fi-l)(-l)«&j/^,  u  =  -2(-l)-5j/w|5ft 
wird.  Nach  Gl.  24)  S.  200  ist  nun  fi>v,  mithin  na^h  Gl.  23)  f*  > i;  es 
liegt  also  2fi-— 1  ebenso  wie  f*  zwischen  0  und  1.  Mithin  erhält  so  wohl! 
wie  u  das  Vorzeichen  des  irrationalen  Theils  des  Diyidenden  Yon  55).  Man 
kann  daher  von  einer  gewissen  SteUe  der  Entwickelung  an  diese  drei  GrOssen 
sämmtlich  als  positiv  betrachten. 

Nennt  man  den  absoluten  Werth  der  in  hj/m  enthaltenen  Ganzen  f^ 
die  in  25j/m  enthaltenen  u'  (=2^'  oder  =2^'4'1)»  bo  können,  da  t  stets 
eine  ganze  Zahl  ist  und  nicht  =0  sein  kann,  nach  Gl.  59)  in  dem  Diyi- 
denden  nicht  unter  ^'+1  und  nicht  ttber  u  Ganze  enthalten  sein.  Der 
Nenner  aber  kann  höchstens  gleich  den  Ganzen  im  Dividenden  sein,  weil 
die  B  stets  grösser  als  1  sind.  Die  Anzahl  der  Combinationen  der  ganzen 
Werthe,  welche  im  Dividenden  enthalten  sein  können,  mit  den  höchstens 
ebenso  grossen  Werthen  des  Nenners  ist  also 

60)      =(r+l)  +  (<>2)  +  y+3).»  +  u^=^^^+''^+g^^''"^^^> 

Der  Kettenbruch  wird  also  periodisch  und  die  Anzahl  der  Glieder  einer 
Periode  kann  nicht  grösser  als  der  Ausdruck  60)  sein. 


§26. 

Wenn  die  Grössen  -^ —  in  §  25  und  — -^ — >  wo   das  Zeichen 

0  i  0 

im  Nenner  so  zu  nehmen  ist,  dass  diese  Grösse  ebenÜEdls  positiv  wird,  in 

Kettenbrüche  entwickelt  werden ,  so  ist  die  Periode  des  einen  die  umgekehrte 

des  andern« 

Beweis.    Es  sei 

a+Vm_l      |71|7"1       ITIIT"!      IT"! 
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Nach  Gl.  49)  S.209  ist  dann,  wenn  Xq^  ^q,  |q,  i^o,  p^  g,  r,  $,  ö^  a  dieselbe 
Bedeutung  haben  wie  dort,  ^ 


6+w  "^ 
Da  yu&--«i)'/o  =  -(-!)%   so  haben  nach  Gl.  62)  und  §  22  S.  205  die 

Grössen  J^ —  and  r-r —  in  Kettenbrttche  entwickelt  gleiche  Bestbrüche. 

Nun  ist  aber  -r-, —  nach  §  24  S.  209  gleich  einem  rein  periodischen  Eetten- 
o+w 

bruche  mit  der  Periode  

im     |Ti 


Da    non   ein   solcher   Eettenbruch   von   denjenigen  Bestbrüchen   desselben, 
welche  nur  ToUe  Perioden  enthalten,   nicht  verschieden  ist,  so  kann  man 

selbst  als  Bestbruch  von  7- —  betrachten. 


^+t€  b 

Die  Gleichung  62)  bleibt,  wie  man  leicht  erkennt,  richtig,  wenn 
man  den  irrationalen  Grössen  j/m  und  w  das  entgegengesetzte  Zeichen 
giebt,  also 

g— ]/w_    rXo+{9-'ie)yo 

±&         ±rSo±(^-«')% 

rXo(S+f€)  +  (i^-io*)yo  ^    rxQ{S+w)  +  (-qr)yf, 


S+w 


Po 


±^0  +  ^^% 


l>a    «o(+%)  — (±fe))(-yo>=  +  «o%±Soyo=  +  (-l)'i    80   l»^ett   nach 


§  22  S.  205  die  Grössen  — r~ —  und  t-; —  in  Kettenbrüche  entwickelt 
^  +b  o+w 

gleiche  Bestbrüche.    Nun  stellt  aber  -=— — ^ach  §  24  S.  209  einen  rein 

0 +  K7 

periodischen  Kettenbinich  mit  der  Periode 

ii7iL...[:,jL 

he       K^i  Äj  ^ 

dar«     Man  kann  also  wieder  diesen  Bruch  selbst  als  Bestbruch  von  — -^-^— 

betrachten.     Die  beiden  Grössen  ~ —  und  — -^ —  geben  also  in   der 

That  Eettenbrüche  mit  Perioden ,  von  welchen  die  eine  die  Umkehrang  der 
andern  ist.  ^  j 
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§27. 

Eine  beliebige  nicht  quadratische  ganze  Zahl  Ä  Ifisst  sich  darstellen  in 
einer  der  beiden  Formen  .    .    .« 

A^ , 

wo  5,  p  und  u  ganze  Zahlen  sind,  s+p  eine  gerade  Zahl  ist. 

Beweis.   Nach  §25  S.  210  giebt  a  +  j/A,  wo  o  eine  beliebige  posi- 
tive rationale  Zahl  ist,  also  auch  ;=  in  einen  Kettenbruch  entwickelt 

einen  periodischen  Eettenbrnch  k^  und  wenn  man  die  Bezeichnungen  in  §  23 
S.  206  anwendet  y  so  ist  nach  Gl.  49) 


k-- 


0 


rxQ  +  {ic  +  ö)y^ 


^ r»a\)^  +  2r<ya?oyo-yryo» 

^ ra?o*  +  2aa;pyo->gyo» 

Nennt   man   den  Zähler   dieses  Bruches   u  und  den  rationalen  Theil   des 
Nenners  t;,  so  ist 

1  u  1  1 


woraus  folgt 

A= = 

Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen,  weil  q,  r,  x^j  y^  und  26  ganze  Zahlen 
sind ,  somit  auch  u  eine  ganze  Zahl  ist  und  daher  — ^  ebenfalls  ganz  sein 

muss.  Aus  Letzterem  folgt  zugleich,  dass  auch  ^--^z-  =  6  eine  ganze  Zahl  ist. 
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§28. 
Wenn  Ä  eine  beliebige  nicht  quadratische  positive  ganze  Zahl  und  a 

die  nSchst  kleinere  ganze  Wurzel  aus  derselben  ist.  so  giebt  -=  einen 

rein  periodischen  Eettenbruch,  welcher  mit  ^-  anfängt. 
Beweis.    Man  bringe  nach  %  27  Ä  auf  die  Form 

63)  Ä-^  ■'  '^ 

Welche  Werthe  sich  hier  fttr  8  und  p  einzeln  dnrch  die  Entwickelang 
in  §  27  ergeben,  ist  für  vorliegenden  Zweck  gleichgiltig.  Ans  voriger 
Oleichnng  bestimmt  sich  blos  die  Summe  derselben  "^ 


64)  s+p  =  2yAf^+i-iy 

und  man  kann  deshalb  über  8  und  p  weiter  so  verfügen,  dass  zugleich 

65)  ai-jp  =  2ar 
wird.     Dann  ist 

66)  8  =  yÄf^  +  {-ir  +  ar, 

67)  i>  =  j/.ir*  +  {-ir-ar. 

s  und  p  werden  also  ganze  Zahlen,  5^0  und  p  nicht  kleiner  als  0«    Femer 
bestimme  man  eine  Zahl  q  so,  dass 

68)  gr-p»  =  - (-!)•, 
also  nach  Ol.  66)  nnd  67) 

gr-(^-aV-(-l)'  =  -(-l)% 
gr-(Jl-a«)f«=0, 

Es  wird  also  q  eine  ganze  Zahl  ^  0.    Aus  61.  65)  folgt  jetzt 

69)  ,=  !^' 
und  dann  hieraas  nnd  ans  GU  63) 

1         '  l 


'^'^  .-, .  7/m-<-«" 


^^r 


s— / 


70) 
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Wird  nun  —   in  einen  Eettenbruch  entwickelt  mit  einer  geraden  oder 

ungeraden  Anzahl  Theilnenner,  je  nachdem  c  gerade  oder  angerade  ist,  so 

ist  nach  §  20  S.  203  —  der  vorletzte  Näherungswerth  dieses  Eettenbniches. 

Der  Ausdruck  70)   stellt  also  nach  §  24  S.  209  einen  rein  periodischen 

f» 
Eettenbruch  dar.  dessen  Periode  der  aus  —  erhaltene  Eettenbruch  ist;   Dass 

1  * 

derselbe   mit   ^r-    anfängt,   folgt   daraus,    dass  2a  der   ganze  Theil  tod 

. —  Ja 

a  +  f/Jist. 

§29. 

In  §  28  ist   die  Periode  des  aus   ;=  erhaltenen  Eettenbraches, 

a+j/J 


wenn  man  das  erste  Glied  fortlSsst,  symmetrisch. 
Beweis.    Es  sei  . . , 

,.)  r=>l+JJ7l...rri. 

z      2a     a^      a^  au 


also 


72)  ^=;fJ+|-'+ 


Setzen  wir  jetzt 
so  folgt  aus  61.  71) 


a«-i 


—1-1 ...l-j =-7-> 

a|      a,  an      « 

/       5      j^        5  — 2ar 
-7  = 2a  = 

B        r  r 


und  dies  ist  nach  61.  69)  =^^  welcher  Bruch  nach  §  21  S.  204  der  tot- 
letzte  Nftheru 
61.71),  also 


^  r 

letzte  Nftherungsbruch  der  ümkehrung  des  dem  —  gleichen  Eettenbruehs 


ist.     Der  Eettenbruch 


und  seine  ümkehrung 


r      an  '  a,-i 


.^i 


B       ai      0^  an 


..n 


r       an     a,«i 
sind  also  gleich;  derselbe  ist  demnach  sjrmmetrisch. 

§30. 
Es  liegt  der  6edanke  nahe,  die  Beziehung,  welche  zwischen  dem  ge 
wohnlichen  Eettenbruche   und  der  binären  linearen  Substitution  stattfindet, 
auf  temftre,  quatemäre  u.  s.  w.  Substitutionen  auszudehnen.    Was  zunSchst 
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die  teinftren  Sabstitntionen  betrifft,  so  würde  man  also  die  Frage  zu  be- 
antworten haben :  Welche  Entwickelnng  steht  zu  der  temftren  linearen  Sab- 
stitation  in  derselben  Beziehung,  in  welcher  die  Eettenbruchentwickelung 
zur  binaren  Substitution  steht?  Der  Darstellung  einer  Quadratwurzel  durch 
einen  periodischen  Eettenbruch  würde  dann  die  Berechnung  der  dritten 
Wurzel  durch  eine  ebenfalls  periodische  Entwickelnng  entsprechen.  In  der 
That  ffthrt,  wie  in  der  in  §  1  erwfthnten  Abhandlung  in  Grunert's  Archiv 
gezeigt  ist,  die  Ermittelung  der  Resultate  einer  mehrmals  wiederholten  ter- 
nftren  Substitution  auf  eine  Gleichung  dritten  Grades.  Crelle's  Journal  für 
Mathematik  Bd.  69  enthält  zwei  Abhandlungen  yon  Jacobi:  „üeber  die 
Auflösung  einer  unbestimmten  Gleichung^  und  „Allgemeine  Theorie  der 
kettenbruchfthnlichen  Algorithmen  u.  s.  w.'^,  in  welchen  dieser  Gegenstand 
behandelt  ist.  Femer  hat  in  Bd.  75  Herr  Bachmann  eine  Arbeit  über 
denselben  veröffentlicht.  Schon  fttr  drei  Yerttnderliche  resp.  die  dritte  Wurzel 
wird  die  Bechnung  ohne  Vergleich  complicirter  als  die  Eettenbruchentwicke- 
lung und  die  Darstellung  einer  Quadratwurzel  durch  einen  Eettenbruch. 
Die  obigen  Gleichungen  39)  S.  208  bis  50)  entsprechenden  Formeln  giebt 
Jacobi  nicht;  dieselben  würden  auch  auf  dem  Wege,  auf  welchem  La- 
grange die  ersteren  entwickelt  hat,  wohl  schwer  zu  erhalten  sein.  Ohne 
Zweifel  werden  diese  Formeln  auf  die  Jacobi 'sehe  Entwickelnng  der  dritten 
Wurzel  in  ähnlicher  Weise' angewendet  werden  kOnnen,  wie  obige  Gleich- 
ung 49)  auf  die  Entwickelnng  der  QuadratwurzeL  Auch  dürften  einzelne 
in  Bezug  auf  die  Entwickelnng  selbst  noch  nicht  vollständig  erledigte  Fra- 
gen hierdurch  Aufklärung  finden.  Nähere  Erörterungen  hierüber  bleiben 
einer  späteren  Arbeit  vorbehalten. 
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Einige  Eigenscliaften  der  Binonüalooeffioienten  mit 
Anwendungen  auf  OombinationsleliTe. 

Von 

Dr.  C.  W.  Baue, 

PrafMior  am  ktaigU  PolytftohnJktun  in  Statlgatt. 


Der  Ausdruck  für  das  allgemeiiie  Glied  einer  Zahlenreibe 

y©»  ^1»  y«?  •••> 

welche  durch  ihr  eigenes  Anfangsglied  und  diejenigen  der  Beihen  ihrer  Dif- 
ferenzen erster,  zweiter,   ...  Ordnung:  ^Vo9  ^Vo^  ••-  bestimmt  ist: 

y«=yo  +  (7)-^Vo+(2)^yo  +  --- 

Ittsst  sich  auf  folgende  Reihe  anwenden: 

0«,  1«  2«.  3«.  ..., 
welche  unter  Voraussetzung  eines  positiven  ganzen  Werthes  von  n  die  con- 
stante  n**  Differenz  darbietet  /f  0  =  n!  =  n(n  — 1)  ...2.1,  also  von  der  n**" 
Ordnung  ist.     Man  erhält,  wenn  man  vorerst  auch  unter  x  eine  positive 
ganze  Zahl  versteht,  die  Gleichung 

1)  «»  =  0"  +  (i)z^'0«+(|)^0"  +  ...  +  (j)^0". 

Die  Giltigkeit  derselben  ist  aber  nicht  an  die  Bedingung  positiver  ganzer 
Werthe  von  x  gebunden,  denn  nach  Entwickelung  der  Ausdrücke  fiir  die 
Binomialcoef&cienten : 

erhält  man  eine  Gleichung  des  n**°  Grades,  welche  aber  von  aUen  der  natür- 
lichen Zahlenreihe  entnommenen  Werthen  von  x  befriedigt  wird,  also  mehr 
als  ^  Wurzeln  hat,  somit  eine  identische  nach  x  sein  muss.  Man  wird 
keinen  Anstand  daran  nehmen,  dass  für  solche  positiven  ganzen  Werthe 
von  07,  welche  kleiner  sind  als  n,  etwa  x=^ry  die  Reihe  schon  mit  dem 

Gliede  f  ^j^O"  abbricht,  also  nach  Entwickelung  der  Binomialcoefficienten 
fl^,  was  links  vorhanden  ist,  rechts  nicht  zu  Stande  kommt.  Die  rechts 
bei  diesem  Gliede  abbrechende  Gleichung  ist  eben  keine  identische  und  kann 
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auch  nach  der  oben  angewendeten  Schlossfolgening  nicht  als  solche  erklärt 
werden,  weil  nur  die  r-f  1  Wurzeln  0,  1,  2,  ...,  r,  deren  es  höchstens  n 
sind,  nachgewiesen  werden  kOnnen. 

Schreibt  man  aber  die  Gleichung  so,  wie  sie  oben  in  1)  geschrieben 
ist  und  ordnet,  nach  Entwickelung  der  Binoniialcoe£ficienten,  nach  Poten- 
zen ,  80  müssen  die  Coefficienten  sämmüicher  letzteren  verschwinden.   Augen- 

scheinlich  ist  dies  für  a?"  der  Fall,  man  erhalt  nämlich  — -, 1  =  0. 

wl 

Fflr  die  Combinationslehre  hat  unsere  Gleichung  eine  naheliegende  Be- 
deutung. Einerseits  ist  nämlich  o^,  unter  der  yon  jetzt  an  stets  festgehal- 
tenen Voraussetzung  positiver  ganzer  Werthe  von  x  und  von  n,  die  Anzahl 
der  Versetzungen  (Permutationen)  zwischen  x  gegebenen  Elementen ,  die 
wir  mit  1,  2,  3,  ...,  o;  bezeichnen ,  zur  n^^  Classe;  es  sind  damit  alle  Zu- 
sammenstellungen (Complezionen)  von  n  Elementen  gemeint ,  von  denen 
jedes  irgend  einem  der  x  gegebenen  gleich  ist.  Es  kann  also  eine  solche 
bestehen  aus  einem  einzigen,  aber  n-mal  aufgeführten  Elemente»  oder  aus 
deren  zweien  in  solchen  Anzahlen,  welche  sich  zu  n  ergänzen,  und  in  allen 
möglichen  Umsetzungen  u.  s.  f.  Nach  der  Anzahl  der  verschiedenen  unter 
den  ä?  Elementen,  welche  in  der  Versetzung  vorkommen,  bestimmt  sich  die 
Ordnung  der  letzteren.  Die  Ordnungszahl  kann,  wenn  n<Xj  von  1  bis  n, 
wenn  aber  nicht  n^x^  von  1  bis  x  ansteigen.  Ist  n>a;,  so  sind  zum 
Mindesten  n~~x  unter  den  gegebenen  Elementen  mehr  als  einmal,  also 
wiederholt  in  der  Versetzung  vorhanden. 

Andererseits  bedeutet  (^).  wo  r  die  ganzen  Werthe  von  1  bis  .  an- 
nehmen  kann,  die  Anzahl  der  Verbindungen  (Combinationen)  zwischen 
den  X  gegebenen  Elementen  zur  r*^^  Classe  ohne  Wiederholungen,  d.  h.  die 
Anzahl  der  verschiedenen  Fälle  von  Auswahl,  nach  welchen  r  verschiedene 
unter  den  x  Elementen  ausgehoben  werden  können ,  ohne  Bücksicht  auf  die 
Beihenfolge,  in  der  sie  zur  Aushebung  gelangen.  Gewöhnlich  macht  man 
die  ausgehobenen  Elemente  in  derjenigen  Ordnung  namhaft,  in  welcher  sie, 
wenn  es,  wie  oben,  Zahlen  sind,  in  der  natürlichen  Reihe,  wenn  es  aber 
Buchstaben  sind,  im  Alphabet  auftreten. 

Aus  jeder  von  den  (  j  möglichen  Verbindungen  zur  r*^^  Classe  kann 
man  diejenigen  unter  den  af^  Versetzungen  erzeugen ,  in  welchen  die  —  und 
nur  die  in  der  Verbindung  vorhandenen  Elemente  vorkommen.  Ist  r=fi, 
so  sind  zu  diesem  Zwecke  nur  Umsetzungen  erforderlich;  ist  r^n,  so 
bedarf  es  Umsetzungen  und  Wiederholungen;  ist  aber  r^n,  so  giebt  es 
der  fraglichen  Versetzungen  keine.  Da  die  Anzahl  der  so  erzeugbaren  Ver- 
setzxmgen  nicht  von  der  Auswahl,  sondern  nur  von  der  Anzahl  r  der  in 
der  Verbindung  vorhandenen  Elemente,  daneben  selbstverständlich  auch  von 

n  abhängt,  so  wird  jene  Anzahl  mit  (^ j  multiplicirt  die  Anzahl  der  zur 
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r^*n  Ordnung  gehörigen  unter  den  o^  Versetzungen  angeben.  Gleichung  1) 
giebt  daher  Veranlassung,  anzunehmen,  dass,  wenn  man  alle  x"  Versetz- 
ungen nach  ihren  Ordnungszahlen  in  Gruppen  zerlegt,  durch  die  Glieder 
der  rechten  Seite  die  Versetzungen  in  den  einzelnen  Gruppen  gezfthlt  werden 
und  also  folgende  Sätze  stattfinden: 

2)  Von  r  yerschiedenen  Elementen  erhftlt  man  ^''0*  solcher 
Versetzungen  zur  n**'^  Classe,  welche  alle  r  Elemente  ent- 
halten, oder  mit  einem  abkürzenden  Ausdruck :  man  erhftlt  ^^0* 
Yollzfthlige  Versetzungen  zur  ♦!*•"  Classe  mit  Wieder- 
holungen. 

3)  unter  den  x"  Versetzungen  zwischen  o?  yerschiedenen  Ele- 
menten zur  w**''Classe  mit  Wiederholungen  sind  es  l^j  d^Q^ 
von  der  r**"*  Ordnung. 

Die  Fälle,  in  welchen  ^fO"  oder  (^j  verschwindet,  oder  ^''0"e=ii! 
wird,  findet  man  im  Einklang  mit  den  obigen  Sätzen. 

Satz  2)  giebt  noch  zu  der  Bemerkung  Anlass,  dass  die  Zahlen,  welche 
angeben,  wie  oft  die  einzelnen  unter  den  r  Elementen  in  der  Versetzung 
zur  n*^  Classe  vorkommen,  die  Summe  n  liefern  müssen.  Höchstens  kann 
eine  solche  Zahl  den  Werth  n^r+1  erhalten,  die  anderen  sind  der  Ein- 
heit gleich.     Daher  auch: 

Die  Anzahl  der  Verbindungen  der  r^^^  Classe  mit  Wieder- 
holungen zwischen  den  Zahlen  1,2,3,  ...,  n^r  +  \  zur  Summe 
n  ist  J'-O". 

Wir  haben  unsere  Folgerung  aber  noch  nicht  als  eine  vollständig  sichere 
aufgestellt,  weil  es  scheinen  könnte,  dass  Gl.  1)  auch  befriedigt  bleiben 
würde,  wenn  anstatt  der  Factoren  i^'O",  2^*0",  ...  mit  der  Bedeutung,  die 
wir  denselben  etwa  irrthümlich  zugeschrieben  hätten,  andere  Factoren  auf- 
treten würden ,  welche  an  den  einzelnen  Gliedern  Werthänderungen  mit  sich 
bringen,  die  sich  gegenseitig  aufheben. 

Das  kann  aber  nicht  sein;  denn  jedenfalls  müssten  auch  diese  anderen 
Factoren  nicht  von  x^  sondern  ^nur  von  n  und  r  abhängen,  und  fände  sich 
die  damit  behaftete  Gleichung  bei  unveränderten  Werthen  von  n  und  r 
durch  alle  der  natürlichen  Zahlenreihe  entnonunenen  Werthe  von  x^  also 
ebenso  wie  Gl.  1)  selbst,  identisch  nach  x  befriedigt.  Dass  man  alsdann, 
wenn  beide  Gleichungen  nach  Potenzen  von  x  geordnet  sind,  durch  Ver- 
gleichung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  in  beiden,  bei  der  höch- 
sten beginnend  und  nach  der  Ordnung  der  abnehmen4en  Exponenten  fort- 
schreitend, nach  und  nach  zum  Nachweise  für  die  üebereinstimmung  sämmt- 
licher  neuen  Factoren  mit  den  alten  gelangt,  ist  leicht  einzusehen. 

Die  Schriften  über  Combiaationslehre  beschäftigen  sich  zwar  bei  Behand- 
lung der  sogenannten  Versetzungen  und  Verbindungen  mit  beschränkten 
Wiederholungen  auch  mit  dem  Gegenstande  unserer  beiden  Sätze,  aber 

Digitized  by  VJV^l^V  IV^ 


Von  Dr.  C.  W.  Baub.  221 

in  einer  andern  Weise,  als  es  hier  geschieht.  Es  wird  dort  nämlich  für 
jedes  der  gegebenen  Elemente  eine  obere  Grenze  der  Anzahl  von  Wieder- 
holnngen,  mit  welchen  es  in  die  Versetzung  oder  Verbindung  eingehen  kann, 
festgesetzt.  Dass  auch  die  Anzahl  von  Wiederholungen  überhaupt  in  Be- 
tracht gezogen  worden  wäre,  welche  in  einer  Versetzung  oder  Verbindung 
Ton  gegebener  Classenzahl  vorhanden  sein  können,  gleichviel  auf  was  für 
Elemente  sio.  sich  beziehen,  ist  uns  nicht  bekannt.  Dagegen  wird  von  den 
oben  mit  ^'0",  ^'0",  ...  bezeichneten  Differenzen  anderweitig  Oebrauch 
gemacht.  Oettinger  giebt  in  seiner  „Lehre  von  den  Combinationen, 
Freiburg  i.  B.,  1837*^  S.  63  flgg.  mit  etwas  anderer  Bezeichnung  eine  Formel 
fOr  die  Summe  der  als  Frodacte  behandelten  Verbindungen  zwischen  den 
Gliedern  Xy  x^^  x^y  ...^  Xn  einer  arithmetischen  Progression  mit  der  Diffe- 
renz z/o;,  zur  q*^  Classe  mit  Wiederholungen: 

SC'(«, «,, ir„  ...,*.)«  =  i^^^^ • 

Mit  x  =  0,  Jxs=sl  erhält  man,  da  die  Combinationen,  in  welche  x  eingeht, 
in  obigem  Sinne  nicht  in  Betracht  kommen,  mit  Anwendung  einer  nahe- 
liegenden Vereinfachung: 

SC(1.2,3 „)«  =  f-^ 

-M)-(:i^)2-"-+(-i)"-(:t}r-'i) 

^-•19+"-« 


(«-1)1 

Mit  g  =  2,  n  =  5  erhält  man  z.  B.  für  die  Reihe  der  sechsten  Potenzen 
der  natürlichen  Zahlen  mit  1  als  Anfangsglied  eine  mit  3360  beginnende 
Beihe  der  vierten  Differenzen,  also: 

SC'(1,2,3,4,5)«  =  ^=140. 

Der  obige  Ausdruck  in  seiner  ersten  Gestalt  giebt  nun  in  Verbindung  mit 
tmserem  Satze  2)  die  Folgerung: 

Die  Anzahl  der  vollzähligen  Versetzungen  zwischen  n  ver- 
schiedenen Elementen  zur  {q  +ny^^  Classe  mit  Wiederholungen 
ist  gleich  dem  Product  aus  n\  und  der  Summe  der  als  Pro- 
ducte  behandelten  Verbindungen  zwischen  den  natürlichen 
Zahlen  von  1  bis  n  zur  q*^^  Classe  mit  Wiederholungen. 

Von  fünf  Elementen  erhält  man  z.  B.  5!  140  =  5.3360=16800  voll- 
Kählige  Versetzungen  zur  siebenten  Classe  mit  Wiederholungen. 
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Ein  Beweis  dieser  Folgerung  auf  combinatorischem  Wege  —  etwa 
derart  y  dass  die  einzelnen  als  Producte  bebandelten  Verbindungen  irgendwie 
zor  Abzahlung  der  fraglichen  Versetzungen  benützt  würden  —  scheint  nicht 
nahe  zu  liegen. 

Dagegen  liefert,  nachdem  unsere  Sfttze  2)  und  3)  bewiesen  sind,  OL  1) 
die  Hillismittel,  um  auch  zu  den  Summenwerthen  S^C'(1,  2,  3,  ...,  fifi  zu 
gelangen.  Deutet  man  nämlich  durch  Unterdrückung  des  Accents  an  O  an, 
dass  die  Wiederholungen,  welche  vorher  zugelassen  waren ,  jetzt  wegbleiben 
sollen,  so  giebt  unsere  Ol.  1)  nach  Entwickelung  der  Binomialcoefficienten 
und  Ordnung  nach  Potenzen  von  x  von  der  höchsten  an: 

^_0.,.+  |_5C(1.2....,«-lV-^?  +^}^-. 
+  SC(l,2,...,n-l)« 


{»»  = 


also 


+ 


.-10« 


1, 


=  SCf(l,  2,  ...,»-!)», 


(n-1)! 

^^  =SC(1,  2, ..,  n-2)'.  SC(1,  2, ...,  «_1)>-SC(1,  2, ....  n-1)«. 

Die  erste  Folgerung  enthält  nur  Bekanntes,  in  der  zweiten  kann  unmittel- 
bar SC'  statt /SC  gesetzt  werden.  Zu  der  dritten  giebt  eine  einfisu^he  Nach- 
rechnung /SCr(l,  2,  ...,  n— -2)*  als  Werth  der  rechten  Seite. 

Wie  man  sieht,  giebt  unsere  Oleichung  auch  die  Mittel,  um  Combina- 
tionssununen  mit  Wiederholungen  aus  solchen  ohne  Wiederholungen  abzu- 
leiten. Wir  verfolgen  aber  diesen  anderweitig  schon  mehrfach  behandelten 
Gegenstand  nicht  weiter. 


Gleichungen,  welche  wie  unsere  1)  ein  Aggregat  von  Binomialcoeffi- 
cienten darbieten,  die  entwickelt  die  Potenzen  der  Grundzahl  x  von  der 
ersten  bis  zur  n^^  liefern,  giebt  es  mehrere.  Die  einfachsten  Fälle  einer 
solchen  haben  sich  uns  bei  anderer  Grelegenheit  dargeboten  und  m5gen  im 
Folgenden  entwickelt  werden: 

'•=(üe-i^+^)=®+er)' 
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'-e)('-i-^^)+etoe-T-^'-P) 

Um  das  diesen  einzelnen  Fällen  zn  Ghrnnde  liegende  allgemeine  Oesetz  nach- 
zuweisen, schreibt  man  mit  Benützung  der  Zeichen  (n,  0),  (n,  1),  ..., 
(n,  n^l)  fttr  die  noch  unbekannten  CoeflQcienten  die  Gleichnng  an: 

4)  *-  =  («.0)(:)  +  («.l)(*+^)  +  ...+  (n.«-l)('^+r*)' 
welche  sich  sowohl  durch  die  Vorgänge,  als  auch  durch  die  Betrachtung 
rechtfertigt,  dass  nach  Entwickelung  der  Ausdrücke  für  die  Binomialcoeffi- 
deuten  die  rechte  Seite  die  Potenzen  der  Grundzahl  x  von  der  ersten  bis 
zur  n*^  einschliesslich  enthält,  zur  Bestimmung  der  n  Coefficienten  also  n 
lineare  Gleichungen  zu  Gebote  stehen. 

XJm  diese  zu  entwickeln ,  geht  man  von  Gl.  4)  nach  dem  in  den  ein- 
zelnen Fällen  angewendeten  Verfahren  über  auf: 

=  («.0)(„J,)  +  {«(n,0)  +  2.Kl)((*J}) 

+  |(«-l)(«,l)  +  3.(«,2)}(*+?) 

+  ...  +  (n,«-l)(*|j)- 

Durch  Vergleichung  dieses  Ausdrucks  mit  dem  nach  Massgabe  yon  4)  gil- 
iigen:  ^  i 
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af+i  =  («+l,0)(„^i)  +  («  +  l,  !)(*+})  +  ... +  («+l,«)(*+j) 

erbäU  man: 

(    (n+l,0)  =  («,0), 

(«+l,l)  =  »(n,0)  +  2(f.,l), 
5)  (n+l,2)  =  («-l)(n,l)  +  3(n,2), 

• f 

l    (»+l,n)  =  (n,n-l). 

Die  erste  und  die  letzte  dieser  Gleichungen  geben  mit  Bücksicht  auf  die 

Vorgänge: 

(n  +  l,0)=    (n,0)    =     (n-1,0)    =...  =  (1,0)  =  1, 
(n+l,«)  =  (n,n-l)=(w-l,n-2)  =  ...  =  (l,0)  =  l. 

Die  zweite  der  Gleichungen  5)  führt,  auf  imtner  kleinere  Werthe  von  n  an- 
gewendet, zur  Bestimmung  von  (n  +  l»  1))  die  dritte  sodann  ebenso  aof 
(n+l|  2)  u.  s.  f.  Wir  bringen  aber  dieses  Verfahren  hier  nicht  sur  Durch* 
führung,  weil  wir  nachher  ein  förderlicheres  kennen  lernen  werden. 

Nahe  liegt  der  Gedanke,  die  Coefficienten  in  4)  dadurch  zu  bestim- 
men, dass  wir  diese  Gleichung  auf  1)  zurückfGLhren  unter  Anwendung  des 
bekannten  Satzes: 

('r)=(:)+(.i:)(o+(.-2)ö)+-+(0(.ii)+e> 

Drückt  man  vermittelst  desselben  die  in  4)  vorkommenden  Binomialcoeffi- 
cienten in  den  in  1)  vorkommenden  aus,  so  erhält  man  die  Mittel,  um  die 
Coefficienten  (n,n  — 1),  (n,n— 2),  ..,,  (n,  1),  (n,  0)  der  Ordnung  nach, 
in  welcher  sie  hier  aufgeführt  sind,  zu  bestimmen. 

Wir  bringen  aber  auch  dieses  Verfahren  hier  nicht  zur  DurehfUhrung, 
sondern  geben  nur  am  Schlüsse  einen  der  Beachtung  werthen  Satz  über  die 
Binomialcoefficienten,  den  dasselbe  gelegentlich  erkennen  läset. 

Das  förderlichste  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  in  4)  ist 
folgendes : 

Wir  schreiben  die  Gleichungen  an,  welche  ausdrücken,  dass  Gleichung 
4)  für  die  Werthe  1,  2,  3,  ...,  r  von  o;,  wo  nur  r^n  sein  soll,  gilt: 

1-=  («,«-!)(;), 

2-=(«,»-l)("+^)  +  («,n-2)(j). 
3-=(«,«-l)(*'+2)  +  (».n-2)(-+^)  +  («,„-3)(;). 

^=(-.«-l)('-+;->(„.«l2)(''+r*2J^(„.„-3)('-+r^) 

+  ...  +  (n,  »-r)^JJj. 
Werden  diese  Gleichungen  addirt,  nachdem  sie  der  Reihe  nach  mit 
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(-iy-(r±|).  i-n-'i:liy  (-ly-C+J) -{'V)-  +' 

dnrchmaltiplicirt  worden,  80  finden  sich  sftmmiliehe  darin  yorkommenden 
Coeffidenten  (n,  n— 1),  (n,  n— 2),  ...  mit  Ausnahme  des  letzten  (n,  n-^r) 
eliminirt,  dieser  letzte  aber  bestimmt  sich.  Es  tritt  nSmlich  in  der  entstehen- 
den Gleichung  der  Coefficient  (n,  n  — l)  mit  folgendem  Factor  behaftet  auf: 

e)('+r')-("t')('^r')+ •+<-»'-(:*9(":') 

Dies  ist  aber  nichts  Anderes,  als  das  Anfangsglied  der  Reihe  der  {n  +  l)*^^ 
Differenzen  zn  der  Beihe  der  Werthe,  welcbe  der  Ausdruck  (^j  annimmt, 
wenn  f&r  0  nach  und  nach  die  n  +  2  Glieder  der  arithmetischen  Progression 

7)  (r-2),   (r-1),   r,   (r+1),   ...,   (r+n-2),   (r  +  »-^l) 
gesetzt  werden.    Dass  diese  Werthe  so  lange  yerschwindende  sind ,  bis  man 
zu  dem  Gliede  n  der  arithmetischen  Progression  gelangt,  welches  den  am 

Schlösse  TOn  6)  vorkommenden  Werth  l    )  liefert,  thnt  nichts  zur  Sache. 

Jeden&lls  aber  giebt  ( ^  j  entwickelt  einen  Ausdruck  des  n^^  Grades  nach  ir, 
liefert  also  eine  Beihe  der  ii^°  Ordnung,  wenn  für  0  die  Glieder  einer 
arithmetischen  Progression  gesetzt  werden;  die  (n  +  1)*^  Differenzen  der- 
selben verschwinden  somit,  es  verschwindet  also  auch  der  Factor,  mit  wel- 
chem in  der  entstehenden  Gleichung  der  Coefficient  (n,  »  — 1)  auftritt.  Nicht 
anders  aber  zeigt  man,  dass  auch  alle  anderen  Coefficienten  (n,  »  —  2), 
(m,  n^3),  ...  mit  Ausnahme  des  letzten  (n,fi  — r)  mit  verschwindenden 
Factoren  behaftet  auftreten,  man  hat  nur  anstatt  7)  andere  arithmetische 
Progressionen  anzuwenden.    FOr  (n,  n  — 2)  ist  es  die  folgende: 

(r-3),   {r~2),  (r-1),  r,  (r  +  1),    ....   (r+n-S),  (r+»-2). 
Ftür  den  letzten  verschwindenden  (n,  n  —  r  — 1)  ist  es: 

0,    1,   2,  ...,   n,   (n+1). 
Für   den   mit  dem  Factor  +1  auftretenden  Coefficienten  {fifn  —  r)  aber 
erhfilt  man  die  Bestimmung: 

8)  („,„_r)=,--(*'|^)(r-l)-  +  ("|-^)(r-2)-  +  ... 

+(-i)-'(;j:2)2"+(-iy-'(rll)i". 

Beispielsweise: 

(«,n-l)  =  l-, 

(n,«-2)  =  2--(**|*)l-, 

(«.«-3)  =  3--("|>  +  (-f)l-, 
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Bereits  unsere  Vorginge  liessen  bemerken,  dass  jede  zwei  gleichweit 
Yom  Anfang  und  yom  Ende  der  rechten  Seite  in  Gl.  4)  abstehenden  Glieder 
mit  gleichen  Goefficienten  behaftet  sind: 
(w,0)  =  (w,n-l),    («,  l)«(n,  w-2),    ...,    (fi,  r)  =  (w,  w-r-1). 

Die  Uebereinstimmung  des  in  8)  enthaltenen  Coefficientengesetzes  mit 
dieser  Wahrnehmung  zeigt  sich  so? 

Mifc  (r  +  1)  statt  r  giebt  dasselbe: 

(«,^-r-l)  =  (r  +  l)--(**|^)r-  +  ("f*)(r-l)-  +  ... 

Mit  w  — r  statt  r  aber: 

(«,r)  =  («-r)--("|^)(«-r-l)-  +  (*J^)(«-r-2r-... 

+  (-1) '(„It-l)«-. 

wofür  man  schreiben  kann: 

(«,r)  =  (-l)»(-n  +  r)--(-l)-('*|^)-(n+r+iy  +  ... 

+(-i)'+'(;;+J)(-i)-+(-i)r(;+})o-. 

Somit: 

=  (r+i)--(**t>  +  ...*+(-ir("+>-(-i)'(:+l)o- 

+  (-l)-+'(:tJ)(-«+r)-. 

Dies  ist  aber  nichts  Anderes^  als  das  Anfangsglied  der  Beihe  der  (n+1)^" 
Differenzen  zu  der  Beihe: 

(-w+r)»,   (-n  +  r  +  1)-,    ...,   (-1)-,   0",    (+1)»,    ...,   r-,   (r+l)«, 
welche  von  der  n^'^  Ordnung  ist,  also  yerschwindende  (n  + 1)^  Differenxen 
liefert.     Somit: 

(»,  »-r  — l)-(w,r)  =  0,    (n,n-r-l)«(w,  r), 

und  wir  kOnnen  jetzt  unsem  Erfund  folgendermassen  zusammenfassen: 
4)     «'-  =  («.0)(i)  +  («.l)(*  +  ^)  +  ...  +  («.n-l)('"+;-'); 
(n,0)=   («,«-1)   =1», 
(n,  1)=   in.n-2)  =2«-("t^)l-, 

4a)  ^(«,2)=   («.«-3)  =3--("t^)2-  +  («f^)l-, 

{n,r)  =(n,  n-r-l)  =  (r+l)--("|^)r-+...+(-l)'(*+^)l'. 
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Die  Bedeatnng  dieser  Gleiehimg  4)  für  die  Combination8lehre  hat  sich 
bei  Grelegenheit  der  Behandlang  folgender  Aufgabe  aus  der  Wahrscheinlich* 
keitsrechnang  zu  erkennen  gegeben: 

Von  n  Personen,  welche  nach  der  Aufeinanderfolge  ihrer  Geburtstage 
(im  gewöhnlichen  Sinne  von  Jahrestag  der  Geburt)  innerhalb  eines  Kalen- 
derjahres mit  ,  .     ^     /Qx  /  X 

(1)»  (2),  (3),  ...,  in) 

bezeichnet  werden,  weiss  man  nichts,  als  dass  sie  innerhalb  x  aufeinander 
folgender  Kalenderjahre  geboren  sind,  und  man  hat  insbesondere  keinerlei 
Ursache,  die  Geburt  irgend  einer  von  diesen  Personen  eher  in  einem,  als 
in  einem  andern  der  x  Jahre  anzunehmen.  Was  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  irgend  eine  Versetzung  (Permutation)  der  n  Zahlen  1,  2,  3,  ...,  n 
die  Ordnung  angiebt,  in  welcher  die  n  Personen  dem  abnehmenden  Lebens- 
alter nach  aufeinander  folgen? 

Vor  Allem  bemerken  wir:  wenn  in  der  fraglichen  Versetzung  unmittel- 
bar auf  eine  Zahl  u  eine  grössere  Zahl  v  folgt,  oder  sagen  wir  kttnftig: 
wenn  von  u  auf  v  eine  Folge  stattfindet,  so  kann  die  Person  (v)  in  dem- 
selben Jahre  wie  (u)  oder  auch  in  einem  nachfolgenden  Jahre  geboren  sein ; 
wenn  aber  unmittelbar  auf  u  eine  kleinere  Zahl  v  folgt,  oder  wenn  von  u 
auf  V  eine  ümkehrung  stattfindet,  so  kann  (t?)  nur  in  einem  späteren  Jahre 
als  (u)  geboren  sein.  Wenn  daher  die  fragliche  Versetzung  die  ihr  zuge- 
schriebene Bedeutung  haben  soll,  so  kann  sie,  falls  n>a;,  höchstens  x  —  l 
ümkehrnngen  zwischen  je  zwei  aufeinander  folgenden  Gliedern  darbieten ,  sie 
muss  also  die  Wahrscheinlichkeit  Null  erhalten,  wenn  sie  mehr  als  o;— 1 
ümkehrnngen  darbietet. 

Nehmen  wir  nun  einige  der  einfachsten  Fälle  vor. 

Erster  Fall:  n^2.  Versetzung  1.2.  Es  kann  (1)  in  jedem  der  x 
Jahre  und  (2)  in  demselben  oder  in  jedem  der  nachfolgenden  unter  den  x 
Jahren   geboren  sein,   also  Anzahl  der  für  die  Versetzung  1.2  günstigen 

Fälle:  /   j.i\ 

a:  +  («-l)  +  (a:-2)  +  ...  +  2  +  l  =  (*'J'j. 

Versetzung  2.1.  Es  kann  (1)  in  jedem  der  x  Jahre  mit  Ausnahme 
des  letzten,  (2)  aber  nur  in  einem  nachfolgenden  Jahre  geboren  sein,  also 
Anzahl  der  günstigen  Fälle: 

(a.-l)  +  (aj-2)  +  ...  +  2  +  l  =  (2)- 

Die  Anzahl  aller  möglichen  Fälle  der  Vertbeilung  der  Geburten  von  (1)  und 
(2)  auf  die  x  Jahre  ist: 

Die  Wahrscheinlichkeiten  für  die  Versetzungen  1.2  und  2.1  werden  also: 


HV)  -  i-©- 


16* 
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Die  Ergebnisse  der  Aufzählung  der  ftlr  die  zwei  Versetzungen  gfinstigen 
FftUe  kennen  wir  auf  folgende  Form  bringen: 

«,  1.2=  ^'2-^-:$'  ('-r')-6)+Ci')+-+(i)=("')' 

«,2..= i.i.^=|.(Y)=e-,')+ci^+-+(i)=(f)- 

Man  wird   bemerken,   dasa,  kein  Fehler  entsteht ,   wenn  man  x  statt 
x^l   ab   obere  Grenze  auch  beim  ersten  Summenzeichen  einführt;  man 

erhält  nur  nach  (  ^  j  noch  den  yon  selbst  yerschwindenden  Summanden  ( j  )> 
also  auch  Anzahl  der  ffir  2.1  günstigen  Fälle: 


'.«0«. 


Zweiter  FaU:  n^S. 

Die  Anzahl  der  für  die  Versetzung  1.2.3  günstigen  Fälle  können  wir 
angeben  durch: 

^■2-2-'=2-2-('-r')=^-C"s*')-('f)- 

Anzahl  der  für  die  Versetzung  1.3.2  günstigen  Rille: 
Versetzung  2.1.3: 
Versetzung  2.3.1: 

Versetzung  3.1.2: 

S'S'S'^^^i'V)  ^»«  ^  2.1.3. 
Versetzung  3.2.1: 

Die  Anzahl  sämmtlicher  möglichen  Fälle  ist: 

-=('t^+*('JV6)- 

also  werden  die  Wahrscheinlichkeiten 
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ftr  1.3.2,  2.1.3,  2.3.1  und  3.1.S:  ^-("g  ^)' 
für  3.2.1:  J,.g), 

Nach  diesen  VorgSngen  werden  wir  uns  für  berechtigt  halten  dürfen, 
die  Behauptung  aufzustellen: 

Die  Anzahl  der  (im  Sinne  der  gestellten  Aufgabe)  günstigen  Fälle 
ftlr   eine   solche  Versetzung  der  Zahlen  1,  2,  ...,  f»,   welche  r 

Folgen  und  also  n  — 1  — r  ümkehrungen  darbietet,  ist  (  ^  )» 
die  Wahrscheinlichkeit  der  Versetzung  aUo  -j^'i  )• 

Daes  diese  Wahrscheinlichkeit  Null  wird,  wenn  die  Anzahl  der  üm- 
kehmngen  den  Betrag  x  —  l  übersteigt  oder  die  Aüzahl  der  Folgen  den 
Betrag  (»— 1)  —  (r  — l)  =  n— »  nicht  erreicht,  also  x  +  r<C^  wird,  steht 
mit  der  oben  gemachten  Bemerkung  im  Einklang. 

Wenn  aber  die  Anzahl  atf*  sttmmtlicher  möglichen  FÜle  durch  61.  4) 

angegeben  wird  und  die  Binomialcoefficienten  (^)»(    ^    )'*"(       n       ) 

die  ihnen  soeben  zugeschriebenen  Bedeutungen  haben,  so  muss  (n,  r)  die 
Anzahl  der  mit  r  Folgen  behafteten  Versetzungen  der  Zahlen  1,  2,  3,  ..,,  n 
angeben. 

Diese  Folgerung  ist  von  der  Zahl  z  und  von  jederlei  Beziehung  zu  der 
gestellten  Aufgabe  gänzlich  unabhängig.     Es  gilt  also  allgemein  der  Satz: 

Zwischen  n  Elementen  sind 

(«.r)  =  (r+l)--("tl),-  +  («J^)(r-l)--...  +  (-ir("  +  l)l- 

solche  Versetzungen  (ohne  Wiederholungen  zur  n^^  Classe),  welche 
mit  r  Folgen  (zwischen  je  zwei  benachbarten  Gliedern)  behaftet  sind, 
möglich. 

Der  umstand,  dass  hier  eine  über  das  Gebiet  der  obigen  Aufgabe  hinaus- 
greifende Folgerung  zum  Vorschein  gekommen  ist,  macht  die  Aufstellung 
eines  selbstständigen  Beweises  dafür  wünschenswerth. 

Wir  führen  denselben  der  erreichbaren  Durchsichtigkeit  halber  vorerst 
für  einen  besondem  Werth  n  =  6,  aber  in  einer  Weise,  welche  die  Anwend- 
barkeit des  Beweisverfahrens  auf  jeden  beliebigen  Werth  von  n  unzweideutig 
erkennen  lässt,  durch. 

um  zwischen  fünf  Elementen  a|,  o,,  Og,  tf^,  05  alle  Versetzungen 
(kurzweg,  oder  Versetzungen  zur  fünften  Classe  ohne  Wiederholungen)  zu  bil- 
den,  denken  wir  uns  alle  Versetzungen  mit  Wiederholungen  zur  fünften  Classe 
angeschrieben,  welche  sich  zwischen  fünf  anderen  Elementen  1,  2,  3,  4,5 
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bilden  lassen.  Setzt  man  irgend  eine  derselben  über  die  fünf  ursprünglichen 
Elemente  a,  etwa  -      .     ^    9     a 

•    «1   «1  a,  a^  ag, 

und  liest  die  Elemente  a  in  der  Ordnung  ab,  nach   welcher  die  darüber 

stehenden  Zahlen  in  der  natürlichen  Beihe  aufeinander  folgen,  indem  man 

im  Falle  der  Gleichheit  mehrerer  solcher   Zahlen  (2  und  2)  die  Ordnung 

der  Stellenzeiger  an  den  a  einhält  {a^aj^  so  bekommt  man  im  vorliegenden 

Falle  die  Versetzung: 

03  04  «5  Ol  a|. 

Diese  ergiebt  sich  aber  nach  dem  vorgeschriebenen  Verfahren  nicht  blos  aas  • 
der  Versetzung  5.4.2.2.3  der  neuen  Elemente,  sondern  aus  jeder  der  21 
folgenden: 

3.2.1.1.1  4.3.1.1.2  4.3.1.2.2  4.3.2.2.2 
4.2.1.1.1  5.3.1.1.2  5.3.1.2.2  5.3.2.2.2 
5.2.1.1.1  5.4.1.1.2  5.4.1.2.2  5.4.2.2.2 
4.3.1.1.1  5.4.1.1.3  5.4.1.2.8  5.4  2.2.3 
5.3.1.1.1  5.4.1.3.3       5.4.2.3.3 

5.4.1.1.1  5.4.3.3.3. 

In  air  diesen  Versetzungen  findet  —  den  Folgen  03  a^  und  a^  a^  entsprechend 
—  von  dem  dritten  auf  das  vierte  und  von  dem  vierten  auf  das  f&nfle 
Element  Gleichheit  oder  Zunahme,  von  dem  fünften  auf  das  zweite 
und  von  dem  zweiten  auf  das  erste  Element,  den  ümkehrungen  a^a^  und 
o^ai  entsprechend,  jedenfalls  Zunahme  statt.  Mit  der  oben  angewen- 
deten Bezeichnung  erhält  man  daher  die  Anzahl  der  Versetzungen  in  obiger 
Gruppe,  gezählt  durch: 

und  es  wird  1       ,      .     rn  .+1 

n  =  5  giebt: 

Ebenso  ergiebt  sich  die  Versetzung  a^a^a^c^a^  aus  jeder  der  sechs  fol- 
genden: 

4.3.2.1.2,  5.3.2.1.2,  5.4.2.1.2,  5.4.2.1.3,  5.4.3.1.3,  5.4.32.3. 
Hier  ist  von  der  vierten  auf  die  dritte,  von  der  fünften  auf  die  zweite  and 
von  der  zweiten  auf  die  erste  Zahl,  den  ümkehrungen  a^o,,  a^a^  und  OiO, 
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entsprechend,  jedenfalls  Zunahme,  von  der  zweiten  auf  die  dritte  aber, 
der  Folge  a^a^  entsprechend,  Gleichheit  oder  Zunahme  vorhanden. 
Die  Anzahl  der  Versetzungen  in  der  Gruppe  wird  also  gezählt  durch 

:^.|.|-|.|.^=("r)=a«.»-5. 

üiermit  mag  die  Behauptung  als  nachgewiesen  gelten ,  dass  jede  Versetzung 
der  ursprflnglichen  fünf  Elemente  a,  welche  an  Folgen  und  ümkehrungen 
folgende  Anzahlen  darbietet: 

0  und  4 

oder  1     „     3 

»    2    „    2 

.»     3    „     1 

■       n  «4,0 

aus  einer  Gruppe  von 

(5)'  ^^«"^  (5)'  ^^^"^  (5)'  <>^^  (5)'  ^^^«"^  (5) 

Versetzungen  mit  Wiederholungen  zur  fünften  Classo  zwischen  den  fünf 
neuen  Elementen  1.2. 3 »4. 5  entspringt. 

Und  alllgemein:  Die  n"  Versetzungen  mit  Wiederholungen  zur  n^®° 
Classe  zwischen  n  Elementen  1.2,3.«.n  lassen  sich  in  eine  Beihe  von 
Gruppen  verschiedener  Arten  zerlegen,  so  dass  » 

jede  Gruppe  l^*'  Art         (^j  Versetzungen, 

»        '       ^       '       \   n    J  " 

er)    . 


3* 


jede  Gruppe  n***^  Art  (        ^        )  Versetzungen 

enthält,  und  eine  Versetzung  zwischen  n  Elementen  a^,  o^,  ...,  a„  ohne 
Wiederhdungen  zur  n**"  Classe  nach  dem  oben  angewendeten  Verfahren 
ans  einer  Gruppe  erster,  oder  zweiter,  oder  dritter,  .•.  oder  n**'  Art  ent- 
springt,  wenn   sie  an  Folgen    und  ümkehrungen   folgende  Anzahlen 

darbietet:  /^         •,  1 

0    und  n  — 1 

oder     1       p     n  — 2 

»      2      ,    n-3 


oder  w  —  l  und     0. 
Mit  «  ^  n  giebt  aber  unsere  Gl.  4) : 

,  Google 
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Es  ist  also 
(«.r)=(r+l).-(~  +  l)^+(»+^)(r-l).-...H:(-irC+»)l- 

die  Anzahl  der  mit  r  Folgen  und  w— 1  — r  ümkehrungen  (zwischen 
je  zwei  benachbarten  GUedem)  behafteten  Versetanngen  (sor  »*** 
Glasse  ohne  Wiederholungen)  zwischen  n  Elementen  a|,  o,,  ...,  a,. 

Wir  wollen  diesen  Erfund  noch  der  Probe  unterwerfen,  dass  die  Ge- 
sammtzahl  aller  Versetzungen  der  Elemente  a  den  bekannten  Betrag  »! 
haben  muss. 

Setzt  man 
S„  =  S,  =  0,  -S,  =  l-,  S,«l-  +  2",  ...,  S,+,  =  l-+2"  +  . ..+«-, 
80  findet  sich: 

in,  0)  +  (n,  1)  +  (n,  2)  + .. .  +  (n,  n- 1) 

Nun  wird  aber 

es  ist  somit  ^~^>fi^o  das  Anfangsglied  der  Beihe  der  «*^  Differenzen  su 
der  Beihe  0",  1*,  2",  ...,  welche  bekanntlich  constant  gleieh  «1  sind. 


Es  bleibt  nns  noch  ttbrig,  den  oben  in  Aussicht  gestellten,  gelegentlich 
gefundenen  Satz  über  Binomialcoefficienten  nachzutragen.  Derselbe  bezieht 
sich  auf  eine  Umwandlung  des  mit  einem  abgekürzten  Zeichen  eingeführten 
Ausdrucks: 

(-...*)=(T)(S)+(Trx")("t')+(Trl)("f)+- 
+(-«-')("t')- 

Bringt  man  die  Glieder  desselben  auf  folgende  Formen: 

(:)a)=T(::/)(9- 

/m-l\  «+1   /n\      m-1  /m-2\/«+l\ 
(m-2\  «+2  /«+1\     «-2   /m-3\/n+2\ 

U-2>''-2— Vi  ;=*:r2*U-3;v  2  r 


/m-*+l\  n+»-l   /n+)fc-2\      m-»+l    /m-*\ /n+*-n 

i    1    ;-fciT-v  h-2  r — i — \  0  )\  *-i  r 

l  0  )'-ir'\  »-1  >/=l  0  A  *  j' 
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Maliiplicirt  man  ferner  alle  Glieder  mit  dem  Factor  1  durch ,  nachdem  der- 
selbe ftir  die  aufeinander  folgenden  Glieder  folgendermassen  in  zwei  Sum- 
manden tßrlegt  worden  ist: 

und  wendet  fllr  die  erste  Form  des  Gliedes  den  ersten ,  ftir  die  zweite  den 
zweiten  Summanden  an,  so  erhSlt  man: 

("•"•*'-T-("ri)(o) 

+(::l)-^M"iV'^-(n')("n 

+ 

+v   1  ) — % — l  ft-2  j+^ — \  0  A  »-1 ; 

/m-t\  »+t  /n+k-i\ 

={(::X)+(r--S("t')+---+(-ö*)("t*))-=^^ 

=  (m-l,«,i-l).ü^±^. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Beziehung  erhSit  man  nach  und  nach: 

/          i.\      /        1.  ,  1        IN  m+«— Ä+S  ifi+n— Ä;+4       m  +  n  — 1 
(»,i»,»)  =  (iii-*+l,  n,  1) g g 1^ X 

aber 

i-t  +  2 


somit 


(-...»)=(r)(o)+(rr,')ct')+(rD("j^)+... 
+(-o-')("J*)-("^"''')- 


Stuttgart,  September  1886. 
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Zur  mafhematisohen  Statistik. 

Schlu88wort  in  dem  Siareite  Dr.  H.  ZimiKRMJüffH  contra  W.  Kütthsr. 

Von 

W»  KÜTTNER 

io  Bvrgk  bai  Dresden. 


Im  XXXII.  Bande,  S.  62  flg.  dieser  Zeitschrift  hat  Herr  Dr.  Zimmer- 
mann eine  Entgegnung  auf  meine  AnsfÜfarungen  im  XXXI.  Bande,  S.  246  flg. 
derselben  Zeitschrift  der  Oeffentlichkeit  übergeben,  ans  der  ich  entnehme, 
dass  derselbe  einen  Theil  meiner  AusfÜhmngen  leider  nicht  verstanden  hat. 
Ich  würde  Herrn  Dr.  Zimmermann  brieflich  über  seinen  Irrthnm  auf- 
geklärt haben ,  hStte  derselbe  nicht  meine  BeweisfUinmg  angegriffen  nnd  mir 
ohne  alle  Berechtigung  den  Vorwurf  gemacht,  in  den  früheren  (Karup's?) 
Fehler  verfallen  zu  sein.  Das  erfordert  eine  öfibntUohe  Widerlegung,  und 
ich  bin  der  geehrten  Redaction  ganz  besonders  dankbar,  dass  sie  mir  hierzu 
in  einem  Schlussworte  den  erforderlichen  Baum  gestattet 

Da  ich  möglichst  kurz  sein  will,  so  erklftre  ich  zunSchst,  dass  in 
meinem  Aufsatze  die  Wahrscheinlichkeiten  x^Jx^  x^Jx^  ...  als  gegeben  zu 
betrachten  sind  und  die  Untersuchung  sich  nur  darauf  erstreckt,  wie  gross 
die  Wahrscheinlichkeit  für  das  zusammengesetzte  Ereigniss  1  —  /Iff  oder  Jfi 
ist,  wenn  diese  Wahrscheinlichkeiten ,  nftmlich  x^Jx,  x^Jx^  ...,  a)  voll- 
ständig unabhängigen  Ereignissen,  h)  theilweise  abhängigen  Er- 
eignissen und  c)  vollständig  abhängigen  Ereignissen  zukommen.  Darum 
konnte  es  sich  a.  a.  0.  doch  nur  handeln,  und  ich  hätte  es  infolge  dessen 
fär  unmöglich  gehalten,  dass  Jemand  meinen  Ausführungen  eine  andere 
Auslegung  würde  geben  können.  Mit  Bücksicht  auf  Herrn  Dr.  Zimmer- 
mann habe  ich  mich  hierin  allerdings  geirrt  und  ich  bedaure,  an  Stelle 
des  Satzes:  „wenn  die  Ereignisse  alle  unabhängig  von  einander  wären^  nicht 
lieber  die  Worte:  „wenn  x^Jx^  x^Jx^  ...  die  Wahrscheinlichkeiten  unab- 
hängiger Ereignisse  wären**,  und  an  Stelle  des  Satzes:  „wo  alle  zusammen- 
gesetzten Ereignisse  unmöglich  sind"  nicht  besser  die  Worte:  „wo  a^^c, 
x^^Xy  ..,  die  Wahrscheinlichkeiten  für  Ereignisse  sind,  die  sich  alle  gegen- 
seitig ausschliessen**  gebraucht  zu  haben. 

Fasst  Herr  Dr.  Zimmermann  meine  Entwickelungen  so  auf,  wie  sie 
nach  dem  Obigen  zu  verstehen  sind  und  auch  nur  verstanden  werden  konn- 
ten ,  so  wird  er  zugeben  müssen ,  dass  seine  Einwendungen  vollständig  hin 
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fUlig  werden.  Ich  finde  überhaupt,  dass  Herr  Dr.  Zimmermann  sich  ganz 
in  dem  Ideengange  des  Herrn  Prof.  Dienger  bewegt,  den  er  bei  jeder  passen- 
den  Gelegenheit  als  Autoritftt  ins  Feld  führt.  Sind  denn  Herrn  Dr.  Zimmer- 
mann die  schwachen  Stellen  in  der  Arbeit  des  Herrn  Prof.  Dienger  in 
„Masins'  Bnndschau  der  Versicherungen^,  Jahrg.  1872  S.  505  flg.,  die  Kamp 
spBter  schonnngslos  aufgedeckt  hat,  vollständig  unbekannt  geblieben? 

Wenig  Yortheil  fftr  Herrn  Dr.  Zimmermann  verspreche  ich  mir  auch 
davon,  dass  er  die  Fachgenossen  auf  den  Streit  hinweist,  der  in  j^Masius* 
Rundschau  der  Versicherungen",  Jahrg.  1876,  zwischen  Prof.  Dienger  und 
Job.  Karup  —  nicht  zwischen  Prof.  Dienger  und  mir,  wie  man  nach 
Herrn  Dr.  Zimmermannes  Ausführungen  glauben  könnte  —  geftlhrt  wor- 
den ist.  Die  Sprache  in  diesem  Streite  ist  überdies  eine  so  leidenschaft- 
liche und  so  wenig  frei  von  persönlichen  Invectiven,  dass  man  mit  Bttck- 
sicht  auf  das  Ansehen  unserer  mathematischen  Literatur  ohne  Noth  nicht 
darauf  zurückkonunen  sAlte. 

Das  Vorgehen  des  Herrn  Dr.  Zimmermann  hat  nach  meiner  Auf- 
fassung sehr  viel  Aehnlichkeit  mit  dem  Widerstände,  den  im  Anfang  des 
18.  Jahrhunderts  Michel  Rolle  der  Infinitesimalrechnung  entgegentietzte. 
Glaubt  denn  Herr  Dr.  Zimmermann,  dass  es  etwas  Anderes  ist,  sich  zu 
überzeugen,  dass  die  Elemente  einer  krummen  Linie  gerade  sind,  als  ein- 
sQsehen,  dass  für  ein  unendlich  kleines  Zeitintervall  die  in  Bede  stehenden 
abhängigen  Ereignisse  unabh&ngig  von  einander  werden?  Nach  seiner 
Ansicht  acheint  dies  der  Fall  zu  sein,  denn  er  meint,  indem  er  meine  Ar- 
gunentationen  beiseite  Ifisst,  man  mAsse  dureh  einfache  Betrachtungen  ttber 
die  Bichtigkeit  oder  Unrichtigkeit  eines  solchen  Satzes  entscheiden  können. 
Mit  der  letzteren  Aeosserung  befindet  sich  Herr  Dr.  Zimmermann  meiner 
Anfbssung  nach  überdies  im  directen  Widerspruch  mit  seiner  früheren  Dar- 
legung, wo  er  sagt:  „Was  vemachlSssigt  werden  darf,  zeigt  sich,  wenn 
man  die  Gleichung  itt  endlichen  Grössen  aufstellt  und  dann  zur  Grenze 
ttbergehf 

Ich  würde  der  ganzen  Angelegenheit  keine  so  hohe  Bedeutung  beilegen, 
wive  nicht  mein  Säte  für  die  Entwiekehing  der  mathematischen  Statisük 
Ton  grosser  Wichtigkeit.  So  lange  man  sich  mit  einfachen  Problemen ,  wie 
es  die  gegenwärtige  Art  der  Invaliditfttsversicherang  ist,  beschäftigt,  kann 
man  denselben  leicht  entbehren.  Aber  schon  dann,  wenn  die  Beactivirungs- 
wahrscheinlichkeit  zur  Sterbens  -  und  Invaliditfttswahrscheinlichkeit  hinzutritt, 
complicirt  sich  die  Aufgabe  dergestalt,  dass  nicht  mehr  die  ganze  eii^jfthrige 
Altersstrecke,  sondern  nur  unendlich  kleine  Theile*  derselben  in  Betracht 
gezogen  werden  können.  Zwingender  wird  dies  noch  bei  bestimmten  Arten 
der  Wittwea-  und  Waisentersicherung. 

Aus  diesem  Grande  will  ich  hier  noch  einige  Entwickelurgen  folgen 
lassen,  die  vielleicht  aueh  in  den  Augen  des  Herrn  Dr.  Zimmermann 
geeignet  sind,  meinen  Satz  zu  stützen.    Ich  wiU  zunächst  versuchen,  ganz 
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allgemein  za  beweisen,  dass  in  einem  nnendlicb  kleinen  Zeitinterrall  das 
abhängige  Ereigniss  unabhftngig  wird. 

Die  Wahrscheinlichkeiten  für  das  Eintreffen  der  n  Ereignisse  Ä^^  A^^ 
. . . ,  ^ ,  die  sfimmtlich  nnabhSngig  von  einander  im  Laufe  der  Zeit  ein- 
treten können,  sollen  innerhalb  der  Zeit  von  0  bis  Jx  der  Reihe  nach 
F^{Jx)^  F^{Jx)^  ...  sein.  Weiter  setzen  wir  fest,  dass  die  Beobach- 
tung von  Ai  innerhalb  0  and  Jxjanr  dann  möglich  sein  soll,  wenn  kein 
anderes  der  ttbrigen  n  — 1  Ereignisse  mit  eingetreten  ist  In  diesem  Falle 
ist  die  Beobachtung  von  Ät  ein  total  abhftngiges  Ereigniss,  dessen 
Wahrscheinlichkeit  wir  mit  0{dx)  bezeichnen  wollen.  Zur  Berecbnnng 
von  0{Jx)  haben  wir  aber 

1)  0{Jx)=Fi{Jx)[l'-F^{Jx)][l--F^{Jx)]...[l^Fi^i{dx)] 
[l-'F,+i{Jx)]...[l^Fn{Jx)]. 
Da  0{x)f  Fi(x)j  -^sC^)»  "•  stetige  Functionen  sind,  so  können  wir  solche 
nach   Mac-Laurin's   Satze   entwickeln    und,    wenn   wir   beachten,    dass 
<J>(0)  =  JPi(0)  =  Fj(0)=...  =  0,  auch  in  aller  Strenge  setzen 
2)  0(dx)=:q>{Jx)Jx.  F^{Jx):=fi{Jx)Jx,  F^{Jx)=^f^{Jx)Jx^  ... 

Der  Fall,  wo  ftlr  a;  =  0  die  Derivirten  der  Fnnotion  0{^)  oder  J^^ix) 
oder  F^{x)j  ...  unendlich  werden,  unterlicfgt  besonderer  Betrachtung,  Für 
die  mathematische  Statistik,  wo  Fi{x)j  F^{x)y  ...  immer  unbekannt  sind 
und  passende  Substitutionen  hierfür  gesuoht  werden  mttssen,  verlieren  durch 
diese  Ausnahme  die  Beeultate  nichts  an  ihrer  allgemeinen  Geltung. 

Fahren  wir  die  Ausdrucke  unter  2)  in  1)  ein,  so  folgt  nadi  Aus- 
führung der  angedeuteten  Mnltiplication 

3)  g>{^x)  Jx=:fi{Jx)  Jx^ ir^JiKß  +  N^/fa^^  +  ...  ±  Nndxl^ 
und,  wenn  wir  der  EtLrze  halber 

setzen,  wo  Q  eine  positive  Grösse  ist,  auch 

4)  9>  {Jx)  Jx  =  fi  {Jx)  Jx-q  Js?, 

Ans  letzterer  Gleichang  entnehmoi  wir,  dass,  so  lange  Jx  endlieh  ist,  aneh 

^(/f «)  dx  <  fi  {Ax)  Jx^ 
dass  aber,  wenn  zur  Grenze  übergegangen  wird,  nachdem  Gleichung  4)  vor- 
her durch  dx  dividirt  worden  ist, 

lmfp{Ax)  =  fp{äx)  =  fi  (dx) 
oder  in  aller  Strenge 

6)  (p  {äx)  ix  =^  fi  {dx)  ix,    (!>{ix)  r=  Fi  {ßix) 

folgt 

Damit  ist  aber  erwiesen,  dass  die  Beobachtungawahr- 
scheinlichkeit  ^(d?),  der  die  denkbar  grösste  Abhftngigkeit 
beigelegt  worden  ist,  für  das  unendlich  kleine  Zeitintervall 
von  0  bis  ix  genau  denselben  Werth  annimmt,  den  sie  besitzt, 
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wenn  die  störenden  Ereignisse  gar  nicht  vorhanden  sind.     Die 
Ton  Herrn  Dr.  Zimmermann  anfgeworfene  Gleichung 

▼on  deren  Erflillimg  seiner  Ansicht  nach  die  Richtigkeit  meines  Satzes  ab- 
hängt, ist  somit  selbst  für  den  ungünstigsten  Fall  yerificirt.* 
Ist  die  Beobachtung  des  Ereignisses  A4  nur  theilweise  von  dem  Ein- 
treffen der  übrigen  n  — 1  Ereignisse  abhSngig  und  ihre  Wahrscheinlichkeit 
^{x)y  80  hat  man  für  das  endliche  Zeitinterrall  von  0  bis  Jx 

0{Jx)<:W(Jx)<iFi{Jx), 
für  das  unendlich  kleine  Zeitintervall  von  0  bis  dx  nach  5)  aber 
0{dx):=W(dx)^Fi{dx). 
Meinem   Satze   liegt   die  Eigenschaft   zu  Grunde,    welche   durch   die 
Oleichung 

^(dx)=^Fi{dx) 

für  das  Einzelereigniss  ausgedrückt  wird.    Ich  hätte  auch,  wie  aus  meinem 
Beweise  a.  a.  0.  folgt,  die  Eigenschaft,  welche  durch  die  Gleichung 

V{dx)=^0{dx) 
zur  Darstellung  kommt,  benützen  können,  in  welchem  Falle  der  ßatz  wie 
folgt  zu  formuliren  gewesen  wftre: 

Wenn  n  Ereignisse,  die  von  n  von  einander  unabhängigen  Ur- 
sachen im  Laufe  der  Zeit  bedingt  werden,  sich  theilweise  ausschliesen, 
so  kann  bei  Bildung  der  Wahrscheinlichkeit  für  das  Zusammen-  oder 
NichtZusammentreffen  mehrerer  oder  aller  dieser  Ereignisse  in  einem 
unendlich  kleinen  Zeitintervall  so  verfahren  werden,   als   ob  die 
Ereignisse  sich  sämmtlich  gegenseitig  ausschlössen. 
Beide  S&tze,  d«  h.  der  obige  und  der  vom  Herrn  Dr.  Zimmermann 
angegriffene,   widersprechen   sich  scheinbar,   denn  der  eine  behauptet  das 
G^rentheil  von  dem,  was  der  andere  ausdrückt.     Es  rührt  dies,  wie  wir 
wissen ,  daher,  dass  immer  die  in  Bede  stehende  Wahrscheinlichkeit  zwischen 
zwei  Grenzen  liegt,  die  im  Punkte  Null  zusammenfliessen  und  infolge  dessen 
in  einem  unendlich  kleinen  Abstände  von  diesem  Punkte  sich  noch  nicht 
messbar  von  einander  entfernen.     Die   gesuchte  Wahrscheinlichkeit  kann 
daher  hier  ebenso  gut  mit  der  einen,  wie  mit  der  andern  Grenze  als  zu- 
sammenfallend betrachtet  werden. 

Der  Widerspruch  hebt  sich  auch,   wenn  man  bedenkt,   dass  in  einem 
unendlich  kleinen  Zeitintervall  nicht  zwei  Ereignisse  hinter  einander  eintreten 


*  In  seiner  neuesten  Arbeit  „Analyse  der  Earup-Kfittner^schen  Entwicke- 
Imigen**  stützt  Herr  Dr.  Zimmermann  seine  Behauptung  von  der  Unrichtigkeit 
meiner  BeweiBfÜhrung  ausschliesslich  auf  den  unzutreffenden  Sats 

itdx>X{  dx. 
S^ne  Einwendungen  sind  somit  auch  dort  alle  hinfällig.  D.  V. 
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können.*  Diese  Eigenschaft  hat  nämlich  znr  Folge,  dass  erstens  kein  Er- 
eigniss  innerhalb  dieser  Zeit  das  andere  za  stieren  vermag,  wodurch  sie  also 
unabhängig  von  einander  werden,  und  zweitens,  dass,  wenn  das  eine  ein- 
getreten ist,  kein  anderes  nachfolgen  kann,  wodurch  sie  sich  gleichsam 
gegenseitig  ausschliessen.  — 

um  auch  den  letzten  Best  eines  etwaigen  Zweifels  über  die  Richtigkeit 
und  Zweckmässigkeit  meines  Satzes  zu  zerstreuen,  will  ich  zum  Schluss 
vermittelst  desselben  nooh  die  Ableitung  von  drei  Formeln  zur  Berechnung 
der  Activitätswahrscheinlichkeit  folgen  lassen,  die  in  ihren  Voraussetzungen 
von  Grund  aus  verschieden  sind. 

Sei  die  Wahrscheinlichkeit  für  einen  Acüven,  innerhalb  des  unendlich 
kleinen  Altersintervalles  von  x  bis  x  +  dx  zu  sterben,  gleich  a(x)dx^  und 
invalid  zu  werden,  gleich  i{x)dXj  so  ist,  wenn /"(d?)  die  Wahrscheinlichkeit 
ftlr  einen  Activen  ist,  das  Alter  x  im  Zustande  der  Arbeitsfi&higkeit  zu 
erleben,  nach  meinem  Satze 

f{x  +  dx)'=^f{x)[l-6(x)dx][l''i{x)dx], 
woraus 

fj^dx ^  _ ^(^)  j^ _ ^(^) ^^ 

'  f{x)  ^ 

folgt,  tiieraus  ergiebt  sich  aber  zur  Berechnung  der  Wahrscheinlichkeit  y, 
dass  ein  a -jähriger  Activer  am  Ende  des  nächsten  Jahres  noch  im  Zustande 
der  Activität  lebt,  die  Grundformel 

^  * — f{cr~  ' 

von  der  wir  in  der  Folge  immer  ausgehen  werden,  wie  verschieden  wir 
auch  die  BelaUon  zwischen  o{x)  dx  und  der  Sterbenswahrscheinlichkeit,  und 
zwischen  %{x)dx  und  der  Invaliditätswahrscheinlichkeit  festsetzen.  Hierbei 
bezeichnen  wir,  abweichend  von  dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauche ,  die 
Wahrscheinlichkeiten  als  abhängig  oder  unabhängig,  je  nachdem  die  bezflg 
liehen  Ereignisse  als  abhängig  oder  unabhängig  aufgefasst  werden. 

L 

a)  Die  Sterbenswahrscheinlichkeit  8  ist  abhängig, 
h)  die  In validitäts Wahrscheinlichkeit  q  ist  abhängig« 

Zufolge  der  obigen  Annahme  setzen  wir  innerhalb  des  kleinen  Integra- 
tionsweges von  a  bis  a  +  1 


*  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  zusammenfallen,  ist  gegenfiber  der  Wahr- 
scheinlichkeit des  einfachen  Ereignisses  unendlich  klein  und  kommt  nicht  io 
Betracht.  Herr  Dr.  Zimmermann  ist  daher  in  ganz  irrigen  Anschauungen  be- 
fangen, wenn  er  meint,  man  müsse  diese  Ereignisse  besonders  beobachten  und 
registriren.  ^  1 D.  V. 
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7)  «S  f^* "  ^^^^  *^^  ''^^^  ^^^^  ^*' 


d.  h.  wir  definiren 


und 


Ans  7)  folgt 


a  +  l 


^^J^^^^[l-'i{x)dx]a{x)dx 
■  [1  —  <j{ä)  dx]  i{x)  dx. 


=/ 


a  +  l 

fiay 


8)  a{x)dx=  s-TT-T'  ^^^  i{x)dx  =  q 


4m 


m    ""  '^-''•"'  "  fix) 
na)  m 

SubBtitniran  mr  diese  Werthe  in  6),  so  folgt 

lt.« 
-(•+«) , 

9)  y«e 

Die  Auflösang  dieser  Oleiohnng  erfordert  weiter,  dass  auch  über  den 
Verlauf  der  Function  f(x)  eine  Hypothese  aufgestellt  wird.  Wir  setzen 
innerhalb  des  kleinen  Integrationsweges  von  a  bis  a+l 

10)  ^  =  i-(i-»)(«-«), 

womit  ein  geradliniger  Verlauf  auch  ftlr  f{x)  angenommen  wird. 
Damit  geht  Gleichung  9)  in 
••1-1 

über,  woraus  ^  •  ^ 

und  endlich 

11)  y=l-«-3^ 

folgt  Es  ist  dies  die  vom  Herrn  Dr.  Zimmermann  in  der  Schrift 
„üeber  Dienstunf&higkeits-  und  SterbensverhSltnisse^,  Berlin 
1886,  benutzte  Formel,  deren  Richtigkeit  ohne  Weiteres  erhellt 

Dass  diese  Formel  unabhängig  von  den  hier  zur  Anwendung  gekom- 
menen Hypothesen  ist  und  vermittelst  meines  Satzes  auch  ohne  alle  Voraus- 
setzungen über  den  Verlauf  der  Sterblichkeit,  Invalidität  und  Activität 
gefunden  werden  kann,  Iftsst  sich  wie  folgt  zeigen. 

Setzen  wir      ^/^\ 

'^^[l'-i{x)dx]6{x)dX^i,^{x)dX, 

^^Al-ö{x)dx]i{x)dx^%{x)dx, 
80  folgt  zunächst   '^^^  ^  T 
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12)  ,(^)a^«*iM^,  i^^)ax^^!!^^ 

fix)  fix) 


and 


na)  fia) 

a+l  a+1 


13)  /^i{ir)da5a=5,     j  %ix)äx^q. 


Fohren  wir  die  Werthe  aas  12)  in  6a)  ein,  so  folgt  weiter 
fjx)  dx ^,(g)dg      7lf^ix)dx 

fix)  '^     m       m  ' 

na)  fia) 

fix)  d«  =  -  fia)  1%  ix)  dx  +  %  ix)  dx] 
and  darch  Integration  ^^^  ^^^ 

f(fl  +  l)-  m  =  -  fia)  [yVi  («)  äx  +fi,,  («)  dx] . 

a  a 

Werden  für  die  anf  der  rechten  Seite  stehenden  Integrale  ihre  Werthe  ans 
13)  snhstitairt  and  heide  Seiten  durch  fia)  dividirt,  so  erhalten  wir,  wie  oben 

n. 

a)  Die  Sterbenswahrscheinlichkeit  s'sssl^p  ist  nnabhttngig, 
h)  die  InvaliditStswahrscheinlichkeit  q  ist  abhSngig. 
Bezeichnet  man  mit  (fix)  das  znm  Alter  x  gehörige  Glied  einer  Ab- 
sterbeordnnng,  die  mit  1  anhebt  and  ftlr  eine  Oesammtheit  gilt,  die  jeden 
Invalidgewordenen  sofort  darch  einen  gleichalterigen  Actiyen  ersetzt,  so  folgt: 

q>(X  +  dx)^q,(x)[l-c{x)dx-],      aL^I^^-c(x)dX 

und  hieraas  «4.1 

lo)  — 7-v—  Ä  p  =»  e  ;' 

Wird  dieser  Aasdrack  in  6)  eingeführt,  so  erhSlt  man  znnSchst 

•-«-1 

14)  y=P«'. 

and,  wenn  hierin  für  iix)dx  der  Werth  aas  8)  in  Yerbindang  mit  10) 
substitairt  wird,  «4.1 

«,rl i^ 

Damit  folgt  aber 

,=pV-.         .     V>gnat,^U>gnaip+—l^y 
and  hieraas  die  sogenannte  Behm'sche  Formel 

15)  y^p'-l+P'j. 
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m. 

a)  Die  Sterbenswahrscheinlichkeit  s^l^p  ist  unabhängig, 
h)  die  Invalidittttswfthrscheinlichkeit  g'  ist  nnabhttngig. 
Bezeichnet  man  mit  ^(o?)  das  znm  Alter  x  gehörige  Glied  einer  Acti- 
vit&tsordnnngy  die  mit  1  anhebt  und  für  eine  Gesammtheit  gilt,  die  jeden 
Oeetorbenen  sofort  durch  einen  gleichalterigen  Actiyen  ersetzt,  so  folgt 
*(a?  +  d«)  =  ^  (oj)  [1  —  i{x)  dx] , 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  14),   so  folgt  die  von  Karup 
angegebene  Formel 

17)  y  =  (l-«')(l-5'). 


In  den  yorstehenden  Entwickelungen,  durch  die  wir  drei  verschiedene 
Formeln  für  y  kennen  gelernt  haben,  sind  durchgängig  c{x)dx  und  %{x)dx 
als  ToUkommen  unabhängig  yon  einander  betrachtet  worden ,  selbst  dort, 
wo  wir  den  Wahrscheinlichkeiten  8  und  q  vollständige  Abhängigkeit  beilegten. 
In  Formel  11)  hätte  sich,  wenn  bei  a{x)  dx  und  i^tx^dx  zwischen  Abhängig- 
keit und  Unabhängigkeit  zu  unterscheiden  gewesen  wäre,  das  Fehlerhafte 
meines  Satzes  am  allerersten  documentiren  mttssen.  Nichts  von  Alledem  ist 
eingetreten.  Die  Voraussetzung,  dass  in  einem  unendlich  kleinen 
Zeitintervall  Invalidität  und  Sterblichkei't  unabhängig  sind, 
ffihrte  auf  eine  Formel,  die  eine  vollständige  Abhängigkeit 
dieser  Ereignisse  für  ein  endliches  Zeitintervall  ausdrückte. 
Die  Form  der  Function  ,für  die  Activitätswahrscheinlichkeit  hing  nicht  davon 
ab,  wie  c{x)dx  und  %{x)dx  interpretirt  wurden,  sondern  wie  man  den 
Uebergang  vom  ünendlichkleinen  zum  Endlichen  herstellte. 

Zu  denselben  Ergebnissen  wäre  man  freilich  auch  gelangt,  wenn  auf 
Grund  des  zweiten  Satzes  die  Wahrscheinlichkeiten  (s{p^dx  und  %{x)dx  so 
aufgefasst  worden  wären ,  als  ob  die  jhnen  zugehörigen  Ereignisse  sich  gegen- 
seitig ausschlössen.  Ist  y{x)dx  die  Wahrscheinlichkeit,  in  dem  unendlich 
kleinen  Altersintervall  von  o;  bis  a;  +  dx  im  Zustande  der  Activität  zu  ver- 
bleiben, so  ist  unter  dieser  Voraussetzung 

1  BS y(x)  dx  +  a{x),dx  +  i{x)  dx^    y{x)  dx=l  —  c{x)  dx  —  t (rc) dx 

nnd  somit 

f{x  +  da?)  =  /•(«)  [1  -  0{x)  dx  -  i {x)  dx]. 

Hieraus  folgt,  wie  oben, 
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f'(x)  dx  ,  .  ,         •/  \  j 

J^.    =  -  •(»)  dx  -  t{x)  dx , 


An  Stelle  der  Oleichnngen  7)  hätte  man  sogleich 

A«) 


^^^^i{x)dx=^qdx 

MMehreiben  kennen  n.  s.  w. 

Stellen  wir  die  aus  der  Omadgleichnng  6)  für  p  abgeleiteten  Formeln 
zusammen,  so  erhalten  wir 

r-8  —  q  +  sq, 
Die  ersteren  zwei  Formeln  werden  vom  Herrn  Dr.  Zimmermann  als  voll- 
kommen richtig  anerkannt.  Die  Richtigkeit  der  letzteren  wird  von  ihm  mit 
den  Herren  Dienger,  Behm  und  Hejm  bestritten,  freilich  ohne  alle 
Berechtigung.  Die  Gesetzmässigkeit,  die  zwischen  den  drei  Formeln  besieht, 
ist  unverkennbar.  Zn  der  ersten  Formel  tritt,  wenn  ein  Wahrschei^ch- 
keitswerth  unabhängig  wird,  das  halbe  Product  der  beiden  Wahrscheinlicb- 
keiten  hinzu.  Zur  zweiten  Formel  tritt^  wenn  auch  der  andere  Wahrschein- 
liohkeitswerth  unabhängig  wird,  wiederum  das  halbe  Product  beider  Wahr- 

8  0       8  0  __ 

soheinliohkeiten  hinzu.    Dass  an  Stelle  von   -o"^"^  ^^^  Werth  «V  «Wit, 

wird  selbst  Herr  Dr.  Zimmermann  als  keine  bedenkliche  Abweichung  von 
der  Gesetzmässigkeit  betrachten  können. 

Zu  der  Entwickelung  Kampfs  konnte  Herr  Behm*  noch  mit  einem 
Scheine  der  Berechtigung  sagen:  «Das,  was  bewiesen  werden  soll,  stellt 
der  Verfasser  nämlich  ohne  Weiteres  als  Behauptung  auf,  allerdings  in  die 
Form  von  Infinitesimalgrössen  gekleidet,  und  dann  wird  durch  einen  Zirkel- 
schlag  auf  denselben  Satz  als  Resultat  der  Entwickelung  zurhckgegangen. 
Zu  solchen  mathematischen  Spielereien  scheint  sich  die  Differential-  und 
Integralrechnung  gut  zu  eignen."  Meint  Herr  Dr.  Zimmermann,  der 
diese  harten  Worte  Behm*s  vertritt  Und  damit  auch  meine  Arbeiten  sn 
charakterisiren  glaubt,^  dass  sie  angesichts  der  vorstehenden  Ableitungep 
heute  noch  seine  Sache  stützen  können? 

Wenn  Herr  Dr.  Zimmermann  aber  S.  9  seiner  Schrift  ^üeber  Dienst- 
unftthigkeits-  und  Sterbensverhältnisse*  sagt,  ich  hätte  meine  vonden^Diffe- 

«  St4iU«tik  der  Moitalitäts-  u.  s.  w.  YerhäHniaBe,  Berfin  1876. 
•♦  Vt^r«Mii«bUit  Itlr  deutliches  Yor»icherungsweeeii ,  14.  Jahrg.  S.  »8w 
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rentialen  höherer  Ordnung  befreiten  Formeln  ohne  Weiteres  geben  können, 
80  vergisst  er,  dass  ich  in  diesem  Falle  die  Inyaliditttt  und  Sterblichkeit  als 
gegenseitig  sich  ausschliessend  betrachtet  hätte,  was  in  seinen  Augen 
doch  ebenso  üalsch  hStte  seit  niüssdn,  wie  die  Annähme  von  der  Unab- 
hängigkeit dieser  Ereignisse.  — 

Ich  weiss  nicht,  ob  das  Vorstehende  Herrn  Dr.  Zimmermann  in 
seinen  Ansichten  erschüttert  hat.  Der  vomrtheilsfreie  Leser  wird  aber  — 
das  hoffe  ich  zuversichtlich  —  mir  zustimmen,  wienn  ich  nunmehr  meiner- 
seits den  Streit  f&r  abgeschlossen  erachte  und  ohne  Rücksicht  auf  die  Mei- 
nung des  Herrn  Dr.  Zimmermann  mit  Hilfe  meines  Satzes  an  dem  Ausbau 
der  mathematischen  Statistik  weiter  arbeite. 

Bnrgk  b.  Dresden,  Ende  December  1886. 

NS.  Inzwischen  ist  die  im  gegenwärtigen  Bande  dieser  Zeitschrift,  S.  64 
angekündigte  „Analyse  derEarup-Eüttner'schenEntwickelungen^  erschienen. 
Die  Arbeit  leidet  vorzugsweise  daran,  dass  sie  sich  mit  dem  Kern  der  Sache 
gar  nicht  befasst,  immer  total  abhängige  Ereignisse  voraussetzt,  wo 
nur  von  theilweise  abhängigen  Ereignissen  gesprochen  werden  sollte, 
und  Willkürlichkeiten  und  ganz  wunderliche  Auffassungen  enthält.  Die 
Gleichung  aber 

1  — ^/y=  l—Xj  zfap  —  rcj  zfop  — ...  —  ««  zfo?, 

welche  Herr  Dr.  Zimmermann  S.  51  a.  a.  0.  aufstellt,  ist  fitlsoh,  wenn 
es  sich  —  wie  es  doch  der  Fall  ist  —  um  theilweise  abhängige  Er- 
eignisse bandelt.  Für  total  abhängige  und  für  unabhängige  Ereignisse 
bedarf  es  eines  besondereu  Satzes  nicht;  hier  können  die  Gleichungen  sofort 
nach  den  Elementen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  angeschrieben  werden. 

Herr  Dr.  Zimmermann  gründet  die  Untersuchung  immer  nur  auf 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Activer  im  nächsten  Jahre  nicht  invalid 
wird,  aber  stirbt,  und  bedenkt  nicht,  dass  bisher  alle  Schriftsteller  in  ihre 
Untersuchungen  als  Sterbenswahrscheinlichkeit  der  Activen  einen  Werth  ein- 
führten, dem  eine  ganz  andere,  aber  nichi  minder  berechtigte  De- 
finition zu  Grunde  lag.  Freilich,  wenn  man  nur  seine  eigenen  Definitionen 
ftlr  zutreffend  und  alles  üebrige  für  falsch  erklärt,  hat  man  nicht  nöthig, 
die  Arbeiten  Anderer  besonders  zu  beachten. 

Borgk  b.  Dresden,  Mitte  Juni  1887.  D.  V. 
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XL  Heber  eine  Stelle  in  Foiiton's  Meehamk. 

In  Nr.  408  seines  Trait^  de  M6caniqne  kommt  Poisson  zu  Formeln, 
die  mir  nicht  richtig  za  sein  scheinen. 

Er  hat  zwei  Coordinatensysteme  eingeftlhrt:  das  der  xff/Sj  welches  im 
Raame  fest  ist,  nnd  das  der  x^y^z^,  welches  fest  mit  dem  beweglichen  nnd 
als  fest  Yoraasgesetzten  Körper  verbunden  ist.  Indem  er  die  Richtongs- 
Cosinus  der  Axensysteme  mit  a,  5,  c,  a^  V  etc.  bezeichnet ,  legt  er  die  Ver- 
bindunfifsgleichungen  ,    _ 

I)  y=  a'i»i+ 2>yi+ cj^i, 

j?  =  o  «1  +  5  y^  +  c  ^1 
zu  Grande  und  entwickelt  nun  in  Nr.  404 —  407  sehr  klar  nnd  prftcis  die 
Bewegung  des  Körpers  um  die  momentane  Botationsaxe  u.  s.  w.    Darauf  sagt 
er  in  Nr.  408: 

^Da  die  Componenten  der  Greschwindigkeit  des  Punktes  Jf  [eines  Pank* 
tes  des  festen  Körpers.    Anm.  d.  Verf.]  in  Bezug  auf  die  festen  Axen  0^ 

0«,  Oz\   :;7*  ^*  TT  ^^^^9  8^  müssen  die  Componenten  derselben  Oescbwin- 
ai    dt    dt 

digkeit  in  Beziehung  auf  die  Axen  Oa?|,  O^j,  0$^  sein: 

dx.    ,dp.    „de 

dx      ,dy,    „dt 

'dt+'di+'rr 

weil  die  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  denselben  Oesetsen  folgt, 
wie  diejenige  der  Krftfte.     Wenn  man  nun  in  diese  Ausdrucke  die  Werthe 

dx 
von   —   etc.  aus  Nr.  404  einsetzt  und  schon  dort  gemachte  Reduetionen 
dt 

ausführt,  findet  man     ^^       ^         ^, 

dx  .    ,dy  ,    „  dB 
folglich  drücken  die  drei  Grössen 
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Q^i-ry^^    rs>i-pffi,    PVi-qXi, 
die  für  alle  Punkte  der  momentanen  Botationsaze  gleich  0  sind,  für  einen 
beliebigen  andern  Punkt  M  die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit  parallel 
den  Azen  Ox^,  Oy^^  Ob^  aus/* 

Hierin  ist  nun  ein  offenbarer  Irrtbum  enthalten.  Denn  nach  der  ur- 
sprünglichen Voraussetzung  ist  das  System  der  x^,  p^  g^  fest  mit  dem 
KQrper  verbunden  und  dieser  selbst  wird  als  fester  Körper  betrachtet.  Es 
hat  auch  Pols  so  n  ausdrücklich  ausgesprochen  (Nr.  404  im  3.  Abschnitt): 
»Dagegen  lindem  sich  die  Coordinaten  x^^  y^^  »^  von  Punkt  zu  Punkt  des 
bewegten  Körpers;  aber  sie  bleiben  beständig  dieselben  fdr  densel- 
ben Punkt  und  findern  sich  nicht  mit  der  Zeit.^  Daraus  folgt  aber, 
dass  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  nach  den  Axen  Ox^y  Oy^j  Oe^^ 

also  die  Grössen  -^  i  -jy »  -ry  für  alle  Punkte  des  Körpers  jedeneit  gleich 
dt      dt      Qt 

0  sind  und  nicht  nur  für  Punkte  der  momentanen  Botationsaxe. 

Der  Irrthum  scheint  sich  bei  der  Entwickelung  der  Ausdrücke  II)  ein- 
geschlichen zu  haben.    Aus  den  zu  Grunde  gelegten  Gleichungen  I)  folgt 

allerdings  ,     /    ,     '^ 

x^^ax  +  ay  +  a  ßy 

y^^lx+Vy+iy, 

e^^ex  +  ey  +  c'e. 

Bei  der  Differentiation  nach  t  hat  aber  Poisson  übersehen,  dass  die  a, 
a  etc.  selbst  Functionen  der  Zeit  t  sind.  Es  sind  daher  die  Ausdrücke 
n)  nicht  YoUstftndig,  sondern  dieselben  müssen  yielmeh»  lauten: 

äx.        dx  ,    ,dy  ^    „dg  ,     da  ,     da  ,     da' 

d0.         dx  ,    ,dy  ,    „d0  ,     de  ,     de    ,     de' 

and  wenn  man  hierin  die  schon  gefundenen  Werthe  von  37  *  :^>  37  >  ^i  S^i  ^ 

dt    dt    dt 

einsetzt,  so  werden  dieselben  identisch  gleich  0. 

Haben  sich  aber  einmal  die  Gleichungen  III)  als  unrichtig  heraus- 
gestellt, 80  wird  dieser  Fehler  nun  in  dem  Folgenden  mit  durchgeschleppt 
lind  ee  kann  daher  auch  das  über  die  beschleunigenden  KrSfte  Gesagte  nicht 
als  richtig  angesehen  werden;  und  je  weiter  die  Bechnung  geführt  wird, 
Toa  so  schwieriger  muss  es  werden,  das  Bichtige  von  dem  Unrichtigen  zu 
trennen« 

Es  macht  allerdings  schon  beim  Lesen  dieser  Abschnitt  den  Eindruck, 
als  ob  Poisson  selbst  ob  seiner  Besultate  Bedenken  aufgestiegen  wSren. 
Denn  es  tritt  bei  der  Aufstellung  der  Ausdrücke  II)  ein  Mangel  an  Be- 
stimmtheit ein,  den  man  sonst  bei  ihm  nicht  gewohnt  ist.     Er  stellt  seine        . 
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Ausdrücke  nicht  in  der.  Form  prSciser  Gleichui^pen  dar,  sondern  giebt  die- 
selben im  Text  and  sucht  sie  mit  der  Bemerkung  zu  rechtfertigen ,  dase 
die  Znsammensetzung  der  Geschwindigkeiten  dieselben  Gesetze  befolgt,  wie 
die  der  Erftfte  -;-  obwohl  in  dem  ganzen  vorhergehenden  Abschnitte  yod 
Kräften  überhaupt  noch  nicht  die  Bede  gewesen  ist. 

Auf  der  andern  Seite  nimmt  es  einen  aber  Wunder,  wenn  man  sich 
in  die  Lage  versetzt  sieht ^  einem  Meister  der  Mathematik,  wie  Fois- 
son,  ein  derartiges  Versehen  nachsagen  zu  müssen,  um  so  mehr  drftngen 
sich  mir  Bedenken  auf,  als  mir  nicht  bekannt  ist,  dass  schon  einmal  auf 
diesen  Punkt  als  auf  eine  Unrichtigkeit  aufmerksam  gemacht  worden  wftre. 
Ich  bin  deshalb  mit  Vergnügen  bereit,  meine  AufßEissung  zu  corrigiren, 
wenn  einer  der  geschätzten  Leser  dieses  Blattes  Aufschluss  zu  geben  weiss, 
wie  die  besprochene  Sache  aufzufassen  sei,  und  nur  aus  diesem  Grunde 
habe  ich  mich  veranlasst  gesehen,  an  diesem  Orte  ein  mehr  ab  ein  halbes 
Jahrhundert  zurück  liegendes  Th^na  zur  Sprache  zu  bringen. 

Schivelbein.  Dr.  Ppannstibl. 


xn.  Bemerkugen  über  die  Oammafiuietionen  mit  negativen 

Axgamenien. 

1. 

Für  ein  positives  (i  haben  die  Functionen  J7(ft— -1)  und  FQn)  dieselben 
Werthe  und  dieselben  Eigenschafben;  erstere  hat  die  Form  eines  Products, 
letztere  die  eines  bestimmten  Integrals.  Wird  fi  negativ,  so  behält  I7(f»^l), 
mit  Ausschluss  negativer  ganzer  Zahlen,  für  die  es  +  oo  wird,  stets  einen 
bestimmten  Sinn,  während  das  Integral  seine  Bedeutung  verliert.  Doch 
lässt  sich,  mit  Benutzung  eine»  von  Liouville  gelegentlich  seiner  Betrach- 
tungen über  gebrochene  Differentialquotienten  angewandten  Hilfsmittels,  ein 
anderes  bestimmtes  Integral  angeben,  welches  wiederum  den  Werth  von 
i7(^— -1)  hat  und  sich  somit  als  Fortsetzung  der  T-Function,  wenn  wir 
die  Bezeichnung  F  den  positiven  Argumenten  reservireui  dar- 
stellt   Dies  ist,  wenn  k  eine  positive  ganze  Zahl  oder  0  bedeutet: 

um  dies  als  Fortsetzung  der  F- Function  zu  erkennen,  genügt  der 
Nachweis,  dass  F^ifi)  dem  Fundamentalsatz  der  ersteren  sich  unterwirfti 
nämlich  dass 

I  r(^+i)  =  ^riO»)flirO>^>-i, 
^'  \  r,(^+i)-f»r,(,»)  for^<-i 

ist.    Durch  partielle  Integration  folgt  aber  ans  1) 
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'■.«-[?(«-;>*-H'-|;)L.-[fM)'(^T...)L. 

0 

nnd  hierin  liegt,  da  die  erste  Zeile  in  den  Grenzwerthen  verschwindet,  weil 
H+k  noch  negativ,  ii  +  k  +  l  hingegen  schon  positiv  ist,  der  Beweis  des 
Satzes.  —  Für  k  =  0  ist  der  Beweis  ebenso  zu  führen  und  dabei  nur  das 
Symbol  0!  durch  1  zu  ersetzen. 

Verstehe  ich  anter   a  einen  positiven  echten  Bruch  und  setze  in  2) 
der  Reihe  nach 

fi  =  — a,     — a  — 1,     — a  — 2,     ...,     — a  — ä, 

80  erhalte  ich  durch  Multiplication  der  entstehenden  Gleichungen: 

r(i-«)  =  (-i)*+*«(«+i)..-(«+&)ri(-a--*), 

also 

3)  r.(-«-fc)  =  (-i)*+»iMilk:üO 

'  »^         '    ^     '      r(«+»+i) 

oder  auch 

4)  r,i-a-l.)=.^^^y^y 

Die  Function  P^iiC)  ist  also  abwechselnd  negativ  oder  positiv,  je  nachdem 
fi  zwischen  0  und  —1,  —1  und  —2,-2  und  —3  u.  s,  w.  li^;  für 
^s=0,  —1,-2,  ...  wird  sie,  wie  gesagt,   +  oo.     Setze  ich 

5)  (_!)*+!  r,(-«-*)  =  *(«+»), 

80  ist  ^(a  +  lc)  stets  positiv  und  zwar 
und  daher 

Die  Fanction  ^(a+A;)  wird  oo  für  «  =  0  und  für  a=:l,  dazwischen  er- 
reicht sie  ein  Minimum;  geschehe  dies  für  a=or|,  dann  ist 

V(«i+Ä)=0. 
Differentiire  ich  nun  Gleichung  7)  nach  a  und  setze  nachher  o  =  cr|,   so 


*'K+*+.»)  =  -(^^,  =  "^-. 


also  ist  das  Minijntlm  von  ^{a+fc+l)  für  a  =  a{  noch  nicht  erreicht» 
d.  h.  die  Stellen  des  Minimums  in .  den  einzelnen  Intervallen  rücken  den 
Endpunkten  derselben  immer  näher;  auch  werden  sie  immer  kleiner,  denn 
nach  7)  ist 
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♦<^+'+')-i^ 


und 

iß»iff(«+*+i)<iffK+*+i). 

Ist  k  sehr  gross  ^  so  ist  hinreichend  genau 

r(«+*+l)=(^)*'^'>/2(*+«)« 

also  nach  6):  . — 

8)  *(«+*)=(T)rf*-Ks;^)- 

Diese  Function  erreicht  ihr  Minimum,  wenn  Jsfsin{an)  den  grössten  Werih 
annimmt,  d.  i.  mit  a^^l  —  ß  für 

also  für 

d.  L  sehr  nahe  an  1,  und  das  Minimum  selbst  ist 

1  ' 

d.  i.  sehr  nahe  an  0.  — 

Setzen  wir  in  4)  a+h=^  —  ^  zurück^  so  folgt  noch 

9)  r.(,)r(i-,)=^^  ,<o. 

2. 
Herr  Prym  fahrt  in  seiner  Abhandlung*  „Znr  Theorie  der  Gamnift- 
fonction"  zwei  Fanctionen  P(jt)  nnd  Q(fi)  ein,  nSmlich 

00 

11)  Ö(f*)-Co  +  c,f*  +  c,^«+...;    Ok-^l^je-'Cx'^. 

1 
und  beweist,  dass  allgemein  (auch  ftlr  complexe  Werthe  von  f») 

12)  P(,»)  +  «(^)  =  rW,  bez.  =il(,»-l), 
und  dass  insbesondere  fdr  reelle  positive  Werthe  von  jia 


«  Journal  für  Mathematik,  Bd.  88  S.  166. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Kleinere  Mittheilangen. 


249 


13) 


1 


dx 


1 

wird.  Wir  wollen  sehen,  welche  Gleichungen  an  Stelle  dieser  letzteren  im 
Falle  eines  n^^tiven  |t  zu  setzen  sind.  Zunächst  bringe  ich  die  obere 
Reihe  ftlr  P{ii)  anf  eine  andere,  eben&lls  von  Herrn  Prym  angegebene 
Fonn.    Zerlegen  wir  die  einzelnen  Brtlohe  und  sammeln  die  Coefficienten 

etwa  von  ■         »  so  erhalten  wir 

folglich  ist 

Bezeichnen  wir  nun  mit  ^i(fi)  und  Qi{n)  die  Integrale 
1 
PtW  ^f^''  (e-.  _  1 +«  +  ...+  (_  1)*+»  'Q  ix, 

Qx  (m)  =/*""*  (e—  - 1+«  +  .. .  +  (-  !)*+>  |-,)  dx 


15) 


80  folgt 


^lO»)  =/(-!)*+'(; 


.(*+i>!~(*+2)r 

1 


±-) 


dx 


und  also 
16)     i>,(,)  =  i>(,)-i+j^^  +  ...  +  (-l)*+.j^^. 

Femer  zerflUlt  ißx(f)  ^  ^^^^  Theile;  der  erste  ist 


ß 


x 


oder  mittels  der  für  jedes  f»  giltigen  Beihenentwickelnng  für  a^ 

00 

d.  L,  wie  ein  Blick  anf  11)  zeigt,  =Q(f»).  Der  andere  Theil  von  Q,((i) 
i4  aber,  da  alle  nach  der  Integration  Torfaandenen  Exponenten,  einschliess- 
licb  *+f*,  negatiT  sind:  .-^r^c'  "i  ro.T'^v.  ^ 

'"lOOgle 
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und  daher 

Diese  Gleichungen  16)  und  17)  treten  also  an  Stelle  der  Gleichungen  13)  und 
die  Addition  der  ersteren  ergiebt  mit  Rücksicht  auf  15)  und  1): 

/^i  W  +  öl  (ft) = AW =/>(»»)  + £>W 

in  üebereinstimmaiig  mit  Gleiclmiig  12). 

Königsberg,  im  H&rz  1887.  Prof.  Dr.  Loois  SaauchOtz. 


xm  Bine  ErweitwnBg  des  FaetorielleiiMtMS. 

Wenn   man  unter  n,  v,  y  willkfirliche  Grössen,  unter  n  eine  positive 
ganze  Zahl  versteht,  so  gilt  der  Satz: 

ft((»  +  l  +  Wy)(>t  +  2  +  ny)...(ft  +  »-l  +  »y) 
1.2.3...«        '■ 
>*(t*+l+(n-l)y)...(»i+n-2+(w-l)y)   v 


1.2.3. ..(H-1)  1 

f*(>»  +  l  +  (»-2)y)...(fi  +  «-3+(»-2)y)  i>(»+l  +  2y) 


1,2.3...  (n-2)  1.2 

(*((*  +  l  +  (n-3)y)...((»  +  n-4  +  (n-3)y)  v(v  +  ]+3y)(v  +  2  +  3y) 


1.2.3...(n-3)  1.2.3 

»(»  +  l  +  ny)...(v  +  n  — 1  +  ny) 


1.2. 3. .;n 

{fi  +  v){fi  +  v+l+nY)(n+v  +  2+ny)...{fi  +  v  +  n-l+ny) 
^    ■  1.2.3...« 

Derselbe  kann  als  eine  partioalSre  LBsnng  einer  von  Herrn  SchlSmilch 
in  dem  Aufsätze:  „Eine  VeraUgemeinemng  des  binomischen  Satzes**  an- 
geregten und  behandelten  Aufgabe  angesehen  «erden,  wenn  den  daseUMtin 
Bede  stehenden  Functionen  /Kft),  fgiji),  ftifi),  ...  die  Werthe 

zuertheilt  werden,  —  particulftr,  weil  nur  eine  willkürliche  OrGsae,  y^  in 
die  Lösung  eingeht. 

Der  Beweis  der  Gleichung  1)  iSsst  sich  aber  in  folgender  Art  führen. 
Für  n=i  und  n==2  ist  ihre  Richtigkeit  von  selbst  klar;  auch  für  fisS, 
wobei  die  Functionen  beiderseits  für  y  vom  zweiten  Grade  werden,  Utest 
sich  die  Wahrheit  des  Satzes  durch  gewöhnliche  Multiplication  oder,  etwas 
geschickter,  durch  Strbstitution  dreier  Specialwerthe  für  7,  etwa 

*  Diese  Zeitschrift,  Jahrg.  30  (1885),  S.  191. 
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erkennen«    Dieselbe  Methode  scheint  sich. allgemein  nicht  bequem  anwenden 
IQ  lassen  und  wir  wfthlen  daher  die  Schlussart  von  n  aaf  n-f-l. 

Indem  wir  somit  die  Gleichung  1)  als  richtig  ansehen,  multipliciren 
wir  sie  zonSchst  mit  1.2.3...nj  wodnrch  die  einzelnen  Glieder  auf  ihrer 
linken  Seite  die  Binomialcoefficienten  (n)^,  (n)^,  (n),,  ...,  (n)„  zu  Factoren 
erhalten  f  und  ersetzen  dann  die  willkürliche  Grösse  y  durbh  eine  andere,  d, 
mittels  der  Gleiehung  /    .  ix  • 

Jetzt  ftigen  wir  auf  der  achten  Seite  den  Factor. 

fi  +  v  +  n  +  (fiH-'l)w» 
hinzu,  wodurch  dieselbe,  wenn  für  ni)  wieder  eine  einzelne  Grösse,  etwa  e 
gesetzt  wird,  die  gewünschte  Fonn  >• 

(f*+v)(^  +  v  +  l+(n  +  l)«)...(^  +  v  +  n  +  (n  +  l)0 

annimmt.    Zwecks  Multiplication  der  linken  Seite  theilen  wir  obigen  Factor 

flbr  die  einzelnen  Glieder,  die  ich  der  Reihe  nach  mit  Gq^  6^,  6,,  ./.,  Gm 

bezeichne,  in  Terschied^ner  Art,  und  ^war 

fta  G^  in  M^+lf^;  . 

Mo     =f*+n  +  n(n  +  l)»,  •  N^     ^vj 

für  (?j  in  Jfj  +  JVi: 

Jf,     =^  +  n-l  +  (n-l)(n+l)»,  N,     c=  v  +  l  +  (n+l)d, 

•   ••••• •• ?••» 

ftbr  Ca-1  in  Äi-i  +  Äi-i: 

Jfc-i=i:f*+n-»+Hr<n-»+l)(n+l)»,  %-i  =  if  +  *-l+(*-l)(n+l)Ä; 

fllr  ^it  in  JHä  +  ^a: 

JCfc     =/i  +  n-t+.(n-Ä)(n+l)«  %     =  v+Ä;  +  Ä(*»+l)* 

etc.  etc'. 

Es  ist  femer 

Ct-i  =  (n),.tfi(f*Vl+(«-Ä+l)(n+l)«).!.(f*  +  n-*  +  (n-Ä;+^^^ 

Xv(v  +  l  +  (*-.l)(«+l)*)...(v+*-2  +  (*-l)(n  +  l)d), 
C,      «(n)A     ^(^  +  l+(n-*){n+l)d)...(^  +  n-*-.]  +  (n-»){n  +  l)Ä) 
Xi/(v  +  l+»(ti+l)d)...(v  +  »-l  +  Ä;(n+l)«). 
Wir  nehpien  nun  zusammei^:' 
G^M^f  G^NQ  +  GiMij  Gj^N^  +  G^Mgt  .>.,  Gjt-\Nk~\  +  GkMkf  •.-,  C^«^«. 
Bezeichnen  wir  die  Glieder  der  Entwickelung  für  n+1,  wie  sie  sein 
mttssten,  wenn  der  Satz  i^uch  dafür  noch  richtig  bliebe,  mit  J^o,  H|,  H^j 
...,  Ha^-i,  so  ist  allerdings»  wie  unmittelbar:  zu  ersehen: 

3)  .  G^Mo^H^  und  C,2r«  =  H^+i. 

Die  dazwischen  li^enden  Summen  -unterscheiden  sich  aber  von  den  betref- 
fenden GHedem.    Ich  gehe  nuif  daran,  diese  unterschiede  aufzusuchen  und 
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za  beweisen»  dass  die  Snmme  aller  unterschiede  verschwindet; 
damit  wird  gleichzeitig  die  Giltigkeit  des  Satzes  dargethan  sein. 

Wir  Yergleicfaen  Gk^\Nk^\  +  GkMk  mit  Hky  letzteres  ist,  wenn  wir 
die  Bezeichnungen 

(  f*+     1    +(n+l-Ä)n«  =  ^,         v+    1    +»n»  =  ft, 

4)     j  f*+    2   +(n+l-*)n«  =  «„         v+    2    +hnd  =  ß^, 
> j 

k  k 

einführen: 

Ar    ib  k  k    k  k 

Durch  dieselben  Or($ssen  a  und  ß  ausgedruckt  ist  aber 

k  k  k 

•ffA.iJ^Ä.i  =  (n)*-ifAv(ai  +  (n+l-Ä)d)(iir,  +  (n+l-Äj)«)..,(«.,.A  +  (n+l-ik)«) 
X(ft--(n+l-ft)»)...(/JA_i-(n+l-.*)d), 

k  k  k 

X(J,  +  Ä«)(J,  +  Ä»)...(ft.,+*i). 

Beginnen  wir,  die  Multiplication  auszuftlhren,  so  säien  wir,   dass  die 
Summe  der  Anfangsglieder,  der  Beziehung 

wegen,   gleich  Hk  wird.     Betrachten  wir  jetzt  zuerst  Gk-\N^k^i  für  sich 
allein.    Wir  k5nnei\  es  auch  schreiben 

X((n+l-»)Ä-ft) ...  ((n+l-*)«^J*«,). 
Sei  nunmehr  die  Summe  der  Combinationen  der  n— 1  Grössen 

i:        Ir  Ar  k  k  k 

(«;  — /?)  =  «!,  o,,  ...,  an^k,    — ft,  — ft,  ...,  — ft-i 
in  der  r***  Classe 

dann  wird 

C*_,  2?i_i 

=  (-l)*-»pv(n)*_i{(«+l-»)— >d«-«  +  0i(a5-ffi(n+l-Jk)— *Ä— s 

+<7,(«;-«(»+l-*)"-»*— »+...  ,     ■, 

Das  Product  OkMt  unterscheidet  sich  yon  dem  eben  entwickelten  da- 
durch,  daes  (»)a   an   die   Stelle   yon   (»)*_i    nnd   —hi   an   Stelle  tob 
+  {n+l  —  k)S  tritt    Somit  ergiebt  sich  der  Coefficient  Ar  von  #"  in  der 
Summe  beider  Prodacte: 
6)^,=  (-l)*-VvC,_,_,(«;-|?)|(w)»_,(n-*+iy+(«)*(-iyf| 
=  (-1)»-«  ,»»'C«-i-r(«; -/J)(»»)**K«-*+ir- ' +  (-l)'fc'-M- 
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(Beilftnfig  sehen  wir  hieraus,  dass  der  Coefficient  von  d,  nämlich  ^^,  des 

lotsten  Factors  wegen  verschwindet.) 

Ich  werde  jetzt  zeigen,  dass  der  Coefficient  von  {n)k  im  Ausdruck  5) 

bezüglich  h  vom  n— 2*^  Orade  ist.     Zu  dem  Zwecke  suchen  wir  die  Po- 

tenzsunmaen  der  Grössen  (a;— /?)•     Setzen  wir  vorübergehend  z.  a. 

l»  +  (n+l)«Äs=a,     v  =  5,    knd^Cj 

so  ist  [s.  die  GL  4)] 

k  k 

«1      c=a+     1    -c,    ft      =5+     1    +c, 

^      «fl+    2    -c.    /J,      «=6+    2   +c, 


A  k 

Daher  wird 

6)  (i)'  +  («,)'  + .. .  +  («.-*)'»  =2 (^)*(^"^)'*"^<^**+^*+ •••+(**-*)*)• 

N'^  ißt  ^+1       Uk 

l*  +  2*+...+a^==|l^  +  |.  +  B,a^--*  +  ... 

(worin  J^j  •••  Constanten  sind,  deren  Eenntniss  hier  nicht  weiter  nöthig 
lat);  daher 

l»  +  2*+.. .  +  (»-*)»  =  (- l)*+i^+D,Ä»+D,Ä»-i  +  ..., 

worin  Dj,  D^,  ...  ebenfalls  von  k  unabhängige  Zahlen  sind;  folglich  ist 
im  Coeffidenten  von  (jp)^  in  6)  das  Glied,  welches  die  höchste  Potenz  von  k 
(welches  auch  in  c  steckt)  enthält: 

Jetzt  kommt  aber  zur  Summe  6)  folgende  hinzu: 

V  (-1)'  kky+iky + ... +(l*-i)'l 

=  (-!)'>' (l>)»(&+c)'-*(l*+2»  +  ...  +  (»-l)»). 

Hierin  ist  ^ . ,      ^ 

l»  +  2»+...  +  (Ä-l)*  =  |^-|  +  B,*»-«  +  .... 

also  das  Glied  im  Goefficienten  von  {p)h,  welches  die  höchste  Potenz  von  h 
ooüdüt,  ., 

Dies  Glied  hebt  sich  nun  gegen  das  obige  fort;  und  da  eine  analoge  Be- 
tr^htong  für  jedes  h  von  0  bis  p  gilt,  so  folgt: 

Die  Summe  der  p^^^  Potenzen  der  Grössen  (a;  —ß)  ist  durch 
einen  Ausdruck  jp**°  Grades  in  k  darstellbar.  Daraus  ergiebt 
sich   aber   mittels  der  bekannten  Newton'schen  Beziehungen 
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sofort,  da€s  auch  die  Summe  der  Gombinationeo  derselben 
Grössen  in  der  p*®"  Classe  dnreh  einen  Ausdruck  p*«»  Orädes 
in  h  ausgedrückt  werden  kann. 

Gehen  wir  nunmehr  zu  Är^  dem  Coeffioienten  Top  d**  zurück,  so  ist 
gezeigt,  dass  C,-.r-i(a;  — 1?)  «ine  Function  «  — r— !**■  Grades  in  X;  ist; 
fttgen  wir  den  Pwtor  h  und  die  Klammer,  die;  (für  r>l)  vom  r  — 2**» 
Grade  ist,  hinzu,  so  wird  der  Factor  von  (— 1)*"'*(^)ä  ^^  Ausdruck 
n  — 2'^  Grades  in  A;,  und  ich  kann  schreiben,  wenn  ich  ihn  mit  fp(k)  be- 
zeichne : 

-A=(-l)'v(*).(«)*. 

Halte  ich  nun  r  fest  und  Sndere  hy  d.h«- suche  die  Ooefficienten  von  6^  in 
allen  Gliedern  ded  zu  bildenden  Ausdrucks 

©oÄi,  aoNo  +  (^iXn  ffi^i  +  öj^i  etc. 
^uf,  so  ist  ihre  negative  Summe: 

8)        9(0)(n)o-9>(l)Wi  +  9(2)(n),  +  ...  +  (-l)-9(n)(n).. 

Die  Grössen  9(0), ^(1),  s^(2),  ...  (deren  erste  den  Werth  0  hat) 
bilden  aber,  indem  für  h  der  Beihe  nach  0,  1,  2,  ...  gesetzt  wird,  eine 
arithmetische  Progression  von  geringerem  als  dem  n^^  (nSmlich  n-^^**^) 
Grade,  folglich  ist  nach  einem  von  Arndt  herrührenden  Satze*  die  Summe 
8)  gleich  Null,  und  damit  gezeigt,  wenn  nacheinander  r  =  1,  2,  3,  . .  .^  »—1 
genommen  wird,  dass 

oder  G^{M^+N,)  +  G,{M,+N,)  +  ...  +  Gn(M,  +  N.) 

=  jS;,  +  JBTj  +  jffj  +  •  •  •  +  fl« + 1 
ist,  w.  z.  b.  w. 

Durch  Specialbirung  von  y  in  2)  gelangt  man  im  Anschluss  an  den 

genannten  Aufsatz   des   Herrn  Schlömilch   zu  mancherl^  summirbaren 

Reihen;   z.  6.   führt  )fa  — 1   auf  den  gewöhnlichen  binomischen  Lehrsatz, 

y=  1   auf  die  Ei^twickelung  von  I ^-^ 1  »  y  =  — J[^  auf  die  Reihe 

i  +  »»*  +  l  2*^+      1.2.3     *^+  1.2.3.4  "^t      ,  51  ^ 

*  Grellere  Journal,  Bd.  31  S.  239.  —  üebrigens  verschwindet  bereits  die 
Samme  der  Coefßcienten  von  9^  in  OoMq,  OfMi^  G^Mf  etc.,  wie  audererseitB  in        1 
OoNo,  GtNi,  GtNt  etc. 

^         Königsberg,  im  November  1886.      Prof.  Dr.  Loins  Saalsohüts. 

I 
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ZIY.  Bemerkung  über  Formen  mit  swei  Beihen  Terftnierliolier. 

Wenn  eine  Form  F{XiX^,,.Xn)  oder  knrz  F{x)  der  homogenen  Ver- 
ftnderlichen  Xia^...a^  zu  einem  festen  Werthsystem  a^d^.^.On  der  letz- 
teren (Pnukta)  in  eolcher  Beziehung  steht,  dass  mit  JP(as)  auch  F{x  +  la)^ 
d.i.  F{Xj^  +  Xa^^  ..•)^  +  ^^)  ^  alle  Werthe  von  X  versohwindet,  so  ist 
bekanntlich  identisch 

F(x)  =  F(*+Aa).  d.h.  a.|^t«4-|  +  -  +  «"S  =  0:, 
In  der  That:  durch  Einführung  von  n  unabhängigen  linearen  Formen 
lf*l«9  von  denen  die  ti  —  l  ersten,  im  Funkte  a  verschwinden.,  während 
die  letzte  bei  a  einen  von  Hüll  vefschiede^en  Werth  b  annimmt,  geht  F{x) 
in  eine  Form  €^(|)  ttber,  Yon  der  Beschaffenheit,  dass  mit  6(|)  auch 
ff(li,  ...,  S«_i,  In  +  lJ)  für  alle  X  verschwindet;  ö(J)  ist  daher  ftei  von  1», 
P[x)  =  ö(5)  =  ö(li . . . 5«-iO)  wird  durch  Einsetzen  von  x  +  la' statt  x 
nicht  geändert 

Dies  vorausgeschickt,  soll  hier  der  bei  mancher  Oelegenheit  in  Betracht 
kommende  Satz  bewiesen  werden:  Bedeutet  f{x,p)  eine  Form  r**^* 
Orades  von  Xi..,Xn  und  zugleich  g^^^  Grades  von  S^|..,.ya>  vofa 
der  Beschaffenheit,  dass  mit  f(x,y)  Bkuch  f{x  +  Xy^  p)  verschwin- 
det, so  ist  r<Q  und  f  darstellbar  als  Form  (^  — r)^'"  Grades  der 
y  und  r*"  Grades  der  Verbindungen  Utk  =s^iyk  —  Xkyi*  [Wenn 
überdies  mit  f(x^y)  auch  f{x^x  +  Xy)  verschwindet,  so  ist  rs=^  und  f 
nur  von  den  ui*  abhängig.] 

Beweis.  Nach  dem  Vorhergehenden  ist  2yif(xt)^0  bei  allen  x 
und  y,  mithin,  wenn  man  die  zweite  Ableitung  von  f  nach  a;<  und  yk  mit 
fik  bezeichnet: 

^yifik+f{xk)=^0,  ^yiXkfik-=^-^Xkf{Xk)^-rf,' 

yxiykfik=-Q^Xirixi)^rQf,    r{Q+l)f^yfau.k. 
Setzt  man  noch  zur  Abkürzung: 

fik  —  fki 


80  yrirä  znnSchst  /=  £gtk*hkt  erstreckt  fiber  alle  Paare  nngleicher  Nom- 
mem  1 ...».  In  diesem  Aasdmok  fttr  die  Form  f  lassen  sich  aber  die  gut 
derselben  Behandlung  unterwerfen,  wie  f  selbst,  u.  s.  f.;  denn  ans  Zy^fiSm) 
=  0  folgt:     „     _3V    _n      V     Hn,_^f        n 

Bezüglich  der  hier  angewendeten  Operation  vergleiche  man:  Clebsch, 
Binäre  Formen ,  S.  14;  Rosanes,  Mathem.  Annalen,  Bd.  6  S.  283. 
Oi essen,  April  1887.  d5^ 
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XV.  Bm^roisiiag  der  Zähl  e  auf  geometriielieHL  Wege* 

Im  Anscfalnss  an  den  Art.  X  der  kleineren  Mitiheilnngen:  „üeber  die 
Basis  der  natürlichen  Logarithmen",  sei  folgende  Bemerkung  gestattet  Be- 
kanntlich kann  man  den  Begriff  dieser  Zahl  auch  mittels  Geometrie  hAnh 
Quadratur  der  Hyperbel  entwickeln.  Zieht  man  durch  den  Scheitel  und 
einen  beliebigen  Curvenpunkt  Parallele  zu  der  einen  Asymptote,  bis  sie  die 
andere  treffen,  so  liegen  zwischen  denselben  ein  hyperbolisches  Viereck  und 
zwei  Parallelogramme,  von  welch'  letzteren  jedes  eine  der  Parallelen  znr 
Seite  hat.  Durch  Vergleichung  dieser  drei  FlSchen  gelangt  man  zur  Un- 
gleichung: j  j 

(l  +  «)7<c<(l+»)^'^\ 
wo   5  einen  beliebigen   positiven  Werth   hat     Da  sich  beide  Seiten  nur 
durch  den  Factor  1  +  '  unterscheiden,   so  geben  sie  e  um  so  genauer  an, 
je  kleiner  d  ist. 

Man  kann  nun  engere  Grenzen  erhalten,  indem  man  einerseits  beide 
Punkte  durch  die  Sehne  verbindet  und  ein  Trapez  statt  des  grosseren  Pa- 
rallelogramms einfahrt,  und  andererseits  an  beide  Punkte  Tangenten  legt 
und  das  kleinere  Parallelogramm  durch  die  Summe  zweier  Trapeze  ersetit 
Auf  diese  Weise  erhftlt  man  zur  Bestimmung  der  Zahl  e: 

(l+«)^+2-+?<e<(l  +  «)^+^. 

Für  J  =  y^  ergiebt  sich 

2,718235  <e<  2,718304 
und  fttr  t  =  Y^js 

2,7182814  <  6  <  2,71 82820. 
T  h  a  r  a  n  d.  Wbinmbister. 
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XV. 

Die  Cunren  dritter  und  vierter  Ordnung,  welche 
durch  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  gehen. 

Von 

Emanuel  Czuber, 

ProfMsor  am  Poljtaehoiliiim  in  Brttnn. 


Hieran  Taf.  III  Fig.  1-10. 


Die  besonderen  Cnrven  dritier  nnd  yierter  Ordnung,  welche  vermöge 
des  ümstandes,  dass  sie  durch  die  unendlich  fernen  Ereispnnkte  gehen, 
unter  den  Linien  gleicher  Ordnung  eine  ähnliche  Stellung  einnehmen,  wie 
der  Kreis  unter  den  Kegelschnitten,  und  wie  dieser  durch  eine  Beihe  be- 
sonderer Eigenschaften  sich  auszeichnen,  sind  schon  wiederholt  aus  ver- 
*schiedenen  Gesichtspunkten  behandelt  worden.  Eine  analytische  Darstellung 
derselben  hat  Casey^)  gegeben.  Specielle  Formen  der  Curve  vierter  Ord- 
nung sind  von  Siebeck^  ebenfalls  auf  analytischem  Wege  untersucht 
worden.  Eine  Beihe  von  Eigenschaften  der  Curve  dritter  Ordnung  hat 
Eckard t^)  angegeben,  und  eine  besondere  Species  dieser  Curve  ist  wieder- 
holt auf  verschiedenen  Grundlagen  behandelt  worden,  so  von  Schröter,^) 
Dnröge,*)  Pelz,^),  Küpper,  zuletzt  von  Hermes')  und  Schonte^). 

In  den  folgenden  Blftttem  werden  die  genannten  Curven  aus  einem 
Gesichtspunkte  dargestellt,  welcher  in  einfacher  und  natürlicher  Weise  zur 


1)  On  Bidrcular  Quartics.    Transact.  of  the  Boyal  Irish  Academy.    Vol.  24 
pag.  457. 

2)  (Jeher  eine  Gattung  von  Curven  vierten  Grades,  welche  mit  den  ellipti- 
schen Functionen  zusammenhängen.   Jonrn.  Crelle,  Bd.  67  8  859  u.  Bd.  59  8. 173. 

8)  üeber  die  Curven  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  zwei  imaginären  un- 
endlich entfernten  Kreispunkte  gehen.    Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  14  8.  368. 

4)  üeber  eine  besondere  Curve  dritter  Ordnung  etc.   Math.  Annal.,    d.  5  8.  50. 

5)  Ueber  die  Curve  dritter  Ordnung,  welche  den  geometrischen  Ort  der  Brenn- 
punkte einer  Kegelsohnittschaar  bildet.    Ibid.,  8.  83. 

6)  Ueber  das  Problem  der  Glanzpunkte.    8itzung8ber.  d.  Wiener  Akademie, 
Bd.  64  8.  780. 

7)  Ueber  eine  gewisse  Curve  dritten  Grades.    Joum.  Cr  eile,  ^d.  97  8. 1J7. 

8)  Bemerkungen  zur  vorangehenden  Abhandl.    Ibid.,  Bd.  99  8.  98. 
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Erkennung  ihrer  besonderen  Eigenschaften  und  ihrer  mannigfaltigen  Formen 
führt,  nämlich  als  stereographische  Projectionen  der  sphärischen  Ourve  vierter. 
Ordnung.^) 

§1. 
Oemeinsame  Eigenschaften. 

1 .  Der  Kugel  %  sei  eine  Curve  vierter  Ordnung  C^*^  aufgeschrieben  und 
werde  mit  der  Kugel  stereographisch,  d.  i.  ans  einem  Paukte  O  der  Kngel- 
Oberfläche  auf  eine  der  zugehörigen  Tangentialebene  o>  parallele  Ebene  c 
projicirt.  Das  Bild  ist  eine  Curve  vierter  oder  dritter  Ordnung,  je  nach- 
dem das  Projectionscentrum  ausserhalb  oder  auf  C^*^  liegt,  aber  von  beson- 
derer Art.  Im  ersten  Falle  enthält  nämlich  die  Ebene  m  vier  imaginSre 
Punkte  J, ,  Jg;  J',,  I\  der  Raumcnrve  C^*\  welche,  paarweise  in  den 
imaginären  Inflexionstangenten  t,  i  der  Kugel  im  Punkte  0  liegend,  durch 
diese  in  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  3 ,  3'  ^^^  Ebene  €  projicirt  wer- 
den; die  letzteren  sind  demnach  Doppelpunkte  der  Projection  von  C^*K  Im 
zweiten  Falle  hat  die  Ebene  <»  mit  C^^^  ausser  zwei  in  0  vereinigten  reellen 
zwei  imaginäre  Punkte  7,  I'  gemein,  je  einen  in  jeder  der  beiden  Wende- 
tangenten^  i,  i\  und  diese  werden,  wie  früher,  in  die  unendlich  fernen 
Kreispunkte  3,  3'  von  e  abgebildet,  welche  also  der  Projection  von  C<*' 
angehören.    Wir  fassen  das  Resultat  so  zusammen: 

Bei  der  stereographischen  Projection  der  Kugel  bildet  sieb 
eine  ihr  aufgeschriebene  Curve  vierter  Ordnung  (7^*>  in  eine 
Curve  vierter  Ordnung  6<^>  mit  den  unendlich  fernen  Kreis- 
punkten als  Doppelpunkten  oder  in  eine  durch  die  unendlich  fer- 
nen Kreis  punkte  gehende  Curve  dritter  Ordnung  6<*^  ab,  je  nach- 
dem  das  Projectionscentrum  0  ausserhalb  oder  auf  C^*^  liegt 

Man  hat  für  eine  Curve  der  ersten  Art  die  Bezeichnung  bicirculare 
Curve  vierter  Ordnung,  für  eine  solche  der  zweiten  Art  die  Bezeichnung 
circulare  Curve  dritter  Ordnung  eingeführt. 

2.  Das  gemeinsame  Polartetraeder  der  Flächen  des  durch  C^^^  gelegten 
Büschels  zweiter  Ordnung  werden  wir  das  Fundamen taltetrae der  der 
Raumcurve  nennen  und  seine  Ecken  mit  Pj,  P^^  P^,  P^y  die  zugeordneten 
Ebenen  mit  9Ej,  ti;^,  9K3,  n^  bezeichnen.  Die  ersteren  sind  Inversionscentn 
von  C^^\  d.  i.  Punkte,  aus  welchen  die  Curve  mittels  reciproker  Radien  in 
sich  selbst  übergeführt  werden  kann;  die  letzteren  schneiden  aus  %  Kreise 
K^y  K^y  ^3,  Kj^  aus,  durch  welche  die  zu  x  orthogonalen  Directrixkugeln 
der  Inversionen  beziehungsweise  hindurchgehen ;  je  drei  dieser  Kreise  haben 
den  vierten  zum  gemeinsamen  Orthogonalkreis.  Für  die  Projection  ergiebt 
sich  hieraus  der  Satz: 

1)  Bezüglich  der  wichtigen  Stellung,  welche  die  hier  behandelten  Curven  in 
der  Kinemütik  einnehmen,  und  ihrer  mechanischen  Erzeugung  sei  auf  Dr.  L.  J3nr- 
moBtor'R  „Lohrbnch  der  Kiiiomatik"  hinj:^ewio»on. 
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Die  bicircalare  Curve  vierter  und  die  circulare  Curve 
dritter  Ordnung  besitzt  Tier  Inversiönscentra  ißj,  ^,,  $3,  $4, 
ans  welchen  sie  in  sich  selbst  übergefühaA  werden  kann;  die 
Seitenpaare  des  vollstftndigen  Vierecks,  in  welchem  diese 
Centra  die  Ecken  bilden  und  das  fortan  als  Fundamentalvier.- 
eckder  betreffenden  Plancurve  bezeichnet  werden  soll,  schnei- 
den sich  unter  rechtem  Winkel;  die  Inyersionskreise  ff,,  9^, 
ftji,  ^4  stehen  in  solcher  Beziehung  zu  einander,  dass  je  drei 
von  dem  vierten  orthogonal  geschnitten  werden. 

Ans  der  Lage  des  Polartetraeders  gegen  die  Kugel  folgt,  dass  drei 
dieser  Inversionskreise  reell,  der  vierte  imaginttr  sei;  den  letzteren  ersetzen 
wir  durch  jenen  reellen  Kreis,  welcher  von  den  drei  ersteren  diametral 
geschnitten  wird. 

3.  Wir  betrachten  einen  der  vier  Kegel  zweiter  Ordnung,  welche  der 
Raumcurve  C^*^  doppelt  umschrieben  sind,  beispielsweise  den  Kegel  mit  dem 
Mittelpunkt  P^ .  iTede  seiner  Tangentialebenen  schneidet  die  Kugel  nach  einem 
Kreise,  welcher  C^^>  doppelt,  und  zwar  in  zwei  bezüglich  P^  inversen  Punkten, 
berührt.  Die  Gesammtheit  dieder  Kreise  bildet  eine  durch  C^*^  eingehüllte 
Kreisschaar,  welche  dem  sphärischen  Ejreisbündel  mit  dem  Potenzcentrum  P^ 
and  mit  dem  Orthogonalkreis  K^  angehört,  und  der  Ort  der  Pole  der  Kreis- 
ebenen  in  Bezug  auf  die  Kugel  ist  ein  in  n^  liegender  Kegelschnitt  (7| .  Be- 
achtet man  wieder,  dass  der  Pol  eines  Kugelkreises  bei  stereographischer 
Projection  den  Mittelpunkt  des  Bildkreises  ergiebt,  so  schliesst  man: 

Die  bicirculare  Curve  vierter  und  die  circulare  Curve 
dritter  Ordnung  besitzt  vier  Schaaren  doppelt  berührender 
Kreise;  für  jede  Schaar  ist  einer  der  vier  Inversionskreise 
gemeinsamer  Orthogonalkreis  und  ein  Kegelschnitt  der  Ort 
der  Mittelpunkte. 

Die  aufgetretenen  vier  Kegelschnitte  mögen  in  Correspondonz  mit  den 
Inversionskreisen  mit  6|,  (S99  €3»  €4  bezeichnet  und  Centralkegel- 
tchnitte  oder,  aus  einem  später  nachzuweisenden  Grunde,  Focalkegel- 
schnitte  genannt  werden. 

4.  Der  in  Art  3  erw&hnte  Kegelschnitt  C,  und  die  Spur  C\  des  dop- 
pelt umschriebenen  Kegels  aus  P^  in  n^^  sind  polarreciproke  Figuren  bezüg- 
lich dee  Kreises  K^;  mithin  haben  alle  drei  Linien,  C^,  Ki  und  C\^  das- 
selbe gemeinsame  Tripel  conjugirter  Punkte,  nämlich  /s/s/4.  In  der  Pro- 
jection spricht  sich  das  folgendermassen  aus: 

Das  einem  Focalkegelschnitte  und  dem  zugehörigen  Inver- 
sionskreise gemeinsame  Tripel  harmonischer  Pole  fallt  mit  den 
Mittelpunkten  der  drei  anderen  Inversionskreise  zusammen. 

5.  Die  Beziehung  zwischen  der  Raumcurve  C(^>  und  den  vier  Kegel- 
schnitten C,,  C?y,  C,,  C4  kann  auch  in  der  Weise  ausgedrückt  werden,  dass 
man  die  Raumcurve  als  Ort  der  Berührungspunkte  der  durch  die  Tangenten 
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eines  der  Kegelschnitte  an  die  Kngel  gelegten  Berührungsebenen,  mit  an- 
deren Worl^n :  als  Selbstschattengrenze  der  Kngel  bei  der  Beleuchtung  der- 
selben aus  einem  der  Kegelschnitte  definirt.  Diese  Auffassung  zeigt,  dass 
die  in  einem  Punkte  von  C^^>  an  die  Kugel  gelegte  Tangentialebene  aUe 
vier  Kegelschnitte  gleichzeitig^  jeäe  andere  keinen  derselben  berCLhrt.  Dem- 
zufolge berührt  die  Ebene  oo,  im  Falle  das  Projectionsoentrum  ausserhalb 
C^^^  liegt,  keinen  der  Kegelschnitte,  und  im  Falle  es  auf  C^^^  Hegt,  alle 
vier  zugleich;  wir  schliessen  daraus  für  die  Projection: 

Die  Focalkegelschnitte  einer  bicircularen  Curve  vierter 
Ordnung  berühren  die  unendlich  ferne  Gerade  nicht,  sindalso 
Ellipsen,  Kreise  oder  Hyperbeln;  die  Focalkegelschnitte  einer 
circularen  Curve  dritter  Ordnung  sind  Parabeln. 

6.  Die  Anwendung  der  in  Art.  5  besprochenen  räumlichen  Beüehung 
auf  einen  der  Punkte  I  (Art.  1)  von  C<^>  ergiebt  folgendes  Resultat  Die 
Tangentialebene  der  Kugel  in  einem  solchen  Punkte  nimmt  die  betreffende 
Inflexionstangente  i  auf  und  geht  daher  durch  0,  sie  enthält  die  in  dem 
gedachten  Punkte  an  C^*^  gezogene  Tangente  und  berührt  die  Kegelschnitte 
Cj,  Cg,  Cj,  C4.  Ihre  Spur  in  £  ist  demnach  Tangente  an  die  Projection 
von  C(^)  in  einem  der  unendlich  fernen  Kreispunkte  und  gemeinschaftlicbe 
Tangente  der  Focalkegelschnitte  (S|,  Sg,  €3,  €4.  Daraus  folgt  einerseits, 
dass  die  Focalkegelschnitte,  da  sie  nach  den  unendlich  fernen  Kreispunkten 
gerichtete  gemeinsame  Tangenten  besitzen,  confocal  sind,  und  andererseits, 
dass  ihre  Brennpunkte  als  Schnittpunkto  conjugirter  Paare  der  in  den  nn- 
endlich  fernen  Kreispunkten  an  die  Curvenprojection  gezogenen  Tangenten 
Doppelbrennpunkte  der  letzteren  sind.     Hiermit  ist  der  Satz  erwiesen: 

Die  Focalkegelschnitte  einer  bicircularen  Curve  vierier 
(Trdnung  sind  confocale  Ellipsen,  oder  Hyperbeln,  oder  cos- 
centrische  Kreise,  diejenigen  einer  circularen  Curve  dritter 
Ordnung  confocale  (und  coaxiale)  Parabeln;  ihre  gemeinsamen 
Brennpunkte  sind  Doppelbrennpunkte  der  Curve. 

7.  Eine  beliebige  Tangente  t  an  den  Kegelschnitt  C^  und  die  ihrem 
Berührungspunkte  T  in  Bezug  auf  den  Kreis  K^  zugeordnete  Polare  i' 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  D  der  Doppelcurve,  welche  die  Ebene  », 
mit  der  Tangentenfläche  von  C<^>  gemein  hat.  Denn  t  ist  gemeinschaftliche 
Spur  der  Berührungsebenen,  welche  in  zwei  einer  Kegelkante  aus  P,  an- 
gehörenden Punkten  -ä,  Ä'  von  C^^^  an  die  Kugel  gelegt  werden,  und  t' 
die  Spur  der  Berührungsebene  des  Kegels  längs  der  nämlichen  Kante,  beide 
Spuren  auf  n^  bezogen,  und  es  schneidet  die  letztgenannte  Ebene  aus  dem 
erstgenannten  Ebenenpaar  dasjenige  Tangentenpaar  von  C^^^  aus,  dessen 
Berührungspunkte  A ,  Ä  sind.  Auf  die  Projection  von  CW  übertragen  giebt 
dies  den  Satz: 

Der  Ort  des  Schnittpunktes  zweier  Tangenten  der  bicircu- 
laren Curve  vierter  und  der  circularen  Curve  dritter  Ordnung, 
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deren  Berührungspunkte  durch  eine  der  vier  Inversionen  ein- 
ander zugeordnet  sind,  ist  eine  Curve  vierter  Ordnung  mit 
Inflexionsknoten  in  den  Centren  der  drei  anderen  Inversionen. 

8«  Aus  Art.  7  geht  weiter  hervor,  dass  auch  diejenigen  Punkte,  in 
welchen  C^  von  K^  oder  von  der  Kugel  geschnitten  wird,  der  erwähnten 
Doppelcurve  angehören.  Die  in  einem  solchen  Punkte  zusammentreffenden 
Tangenten  von  C^^^  sind  aber  von  besonderer  Art;  jede  derselben  hat  näm- 
lich mit  der  Kugel  ausser  diesem  Punkte  noch  die  im  Berührungspunkte 
mit  C^^^  vereinigten  zwei  (imaginären)  Punkte ,  im  Ganzen  also  drei  Punkte 
gemein,  ist  daher  eine  der  Inflexionstangenten  der  Kugel  in  dem  gedachten 
Punkte.  Da  nun  die  Projectionen  der  Inflexionstangenten  eines  beliebigen 
Punktes  der  Kugel  durch  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  der  Projections- 
ebene  s  hindurchgehen,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Jeder  Punkt,  in  welchem  ein  Focalkegelschnitt  von  dem 
zugehörigen  Inversionskreise  geschnitten  wird,  ist  Schnitt- 
punkt von  zwei  aus  den  unendlich  fernen  Kreispunkten  an  die 
Projection  von  G^*^  gezogenen  Tangenten,  also  ein  einfacher 
Brennpunkt  dieser  Projection.  Es  besitzt  daher  sowohl  die 
bicirculare  Curve  vierter,  als  die  circulare  Curve  dritter  Ord- 
nung 16  einfache  Brennpunkte,  welche  zu  je  vieren  auf  die 
Inversionskreise  und  auf  die  Focalkegelsc'^initte  vertheilt 
sind;  hierdurch  ist  auch  die  Benennung  dieser  Kegelschnitte 
gerechtfertigt. 

9.  Die  Schnittpunkte  von  C<^)  mit  der  Oberfläche  des  Fundamental- 
tetraeders oder,  was  dasselbe  bedeutet,  mit  den  Kreisen  Z^,  £"2,  £3,  K^ 
sind  Punkte  stationärer  Schmiegungsebenen  der  Raumcurve ;  durch  jede  Ecke 
des  Tetraeders  gehen  vier  solcher  Ebenen  und  jede  schneidet  die  Kugel  nach 
einem  Kreise,  der  mit  der  Curve  vier  aufeinander  folgende  Punkte  gemein 
ha|.  Die  Pole  der  durch  i\  gehenden  stationären  Schmiegungsebenen  sind 
die  Berührungspunkte  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  C^  und  K^  mit 
C|,  ihre  Schmiegungspunkte  die  Berührungspunkte  derselben  Tangenten 
mit  K^,    Für  die  Projection  ergiebt  sich  hieraus  der  folgende  Satz: 

Jeder  Punkt,  in  welchem  die  Projection  von  C^^^  von  einem 
der  Inversionskreise  geschnitten  wird,  ist  ein  cyklischer 
Punkt  oder  Scheitel  der  Projection,  d.  h.  ein  Punkt,  in  wel- 
chem sie  von  einem  Kreise  vierpunktig  berührt  wird.  Dem- 
nach besitzt  die  bicirculare  Curve  vierter  und  die  circulare 
Unrve  dritter  Ordnung  16  cyklische  Punkte,  welche  zu  je  vier 
auf  die  Inversionskreise  vertheilt  sind.  Sie  ergeben  sich  als 
Berührungspunkte  der  den  Inversionskreisen  und  den  zugeord- 
neten Focalkegelschnitten  gemeinsamen  Tangenten  mit  den 
ersteren,    während    die   Berührungspunkte   dieser    Tangenten 
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mit    den    Focalkegelschnitten    Mittelpunkte    der    vierpunktig 
osculirenden  Kreise  sind. 

10.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  Ä  von  0^^)  gehen  sieben  ausgezeich- 
nete Bisecanten:  vier,  welche  ihn  mit  den  Ecken  des  Fundamentaltetraders 
verbinden,  und  drei,  welche  die  Paare  conjagirter  Kanten  desselben  schnei- 
den; beide  Gruppen  hängen  derart  zusammen,  dass  die  Bisecanten  der  zwei- 
ten Gruppe  als  Diagonaldreikant  in  dem  durch  die  Bisecanten  der  ersten 
Gruppe  gebildeten  vollständigen  Vierkant  auftreten.  Hierdurch  sind  dem 
Funkte  Ä  sieben  Punkte  der  Curve  in  charakteristischer  Weise  zugeordnet, 
welche  mit  B^^  JSg,  J?,,  B^;  D|,  Dg,  D^  bezeichnet  werden  mögen. 

Der  ersten  Gruppe  der  Bisecanten  ist  bezüglich  der  Kugel  polar  zu- 
geordnet ein  Vierseit  h^Jf^h^b^^  welches  in  der  zum  Punkte  A  gehörigen 
Tangentialebene  a  der  Kugel  einerseits  und  in  der  Oberfläche  des  Funda- 
mentaltetraeders andererseits  liegt,  und  dessen  Seiten  die  Kegelschnitte  Cj, 
^8»  ^89  ^4  ^^  Punkten  1,  2,  3,  4  beziehungsweise  berühren,  die  in  einer 
Geraden,  nämlich  in  derjenigen  Kugeltangente  in  Ä  enthalten  sind,  welcbe 
der  daselbst  an  die  Curve  (7^^)  gezogenen  Tangente  reciprok  ist.  Den  Bi- 
secanten der  zweiten  Gruppe  ist  das  Diagonaldreiseit  d|(7,d3  jenes  Vierseits 
polar  zugeordnet. 

Während  1,  2,  3,  4  die  Pole  zu  denjenigen  Kugelkreisen  sind,  welche 
C^*^  in  den  Punktepaaren  ÄB^,  AB^^  AB^^  ÄB^  berühren,  entsprechen 
den  Ecken  des  Vierseits  h^^h^h^h^  Kreise,  deren  jeder  mit  der  Curve  ausser 
A  zwei  mit  B  und  einen  mit  D  bezeichneten  Punkt  gemein  hat,  und  seinen 
Diagonalpunkten  Kreise,  deren  jeder  ausser  A  zwei  mit  D  bezeichnete 
Punkte  aufnimmt. 

Für  die  Projecüon  ergeben  sich  aus  dieser  räumlichen  Betrachtung  fol- 
gende Beziehungen: 

Einem  beliebigen  Punkte  ^  der  bicircularen  Curve  vierter 
und  der  circularen  Curve  dritter  Ordnung  sind  sieben  Punkte 
der  Curve  in  bemerkenswerther  Weise  zugeordnet.  Vier  ^or- 
selben,  83^,  Sg,  Sai  ®4>  entsprechen  ihm  vermöge  der  vier  In- 
versionen und  bilden  die  zweiten  Berührungspunkte  der  durch 
91  gehenden  doppelt  berührenden  Kreise,  deren  Centra  (1),  (2), 
(3),  (4)  in  der  zu  91  gehörigen  Normale  der  Curve  und  auf  den 
Focalkegelschnitten  €|,  Cg,  €3,  €4  resp.  liegen,  auf  letzteren 
derart,  dass  die  zugehörigen  Tangenten  bj,  69,  63,  b«  ein  Vier- 
seit bilden,  dessen  Ecken  in  die  Seiten  des  Fundamentalvier- 
ecks fallen  [Ecke  (6|bs)  in  die  Seite  $3^4  n.  s.  w.]  und  dessen 
Seiten  auf  den  Strahlen  a[g$|,  %$,,  91^3,  SC^«  beziehungsweise 
senkrecht  stehen.  Die  aus  den  Ecken  dieses  Vierseits  als  Mit- 
telpunkten durch  9  beschriebenen  sechs  Kreise  nehmen  je 
zwei  mit  SB  bezeichnete  Punkte  auf  und  schneiden  sieh  in  drei 
weiteren   Punkten  S)^,  S)j,  1)3  der  Curve,   deren  Verbindungs- 
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liuien  mit  3(  auf  den  Diagonalen  b|,  b^,  b,  des  obigen  Vierseits 
beziehungsweise  senkrecht  stehen;  die  Kreise  endlich,  welche 
aas  den  Diagonalpunkten  durch  ^  beschrieben  werden,  gehen 
durch  je  zwei  mit  3)  bezeichnete  Punkte. 

11.  Zwischen  den  verschiedenen  Formen  der  Raumcurve  C^^)  und  den 
Formen  ihrer  Projection  besteht  ein  Zusammenhang,  der  nun  näher  be- 
trachtet werden  soll. 

a)  Bei  der  zweitheiligen  Raumcurve  C^^^  ist  das  Fundamental- 
tetraeder vollständig  reell.  Eine  seiner  Ecken  —  etwa  P^  —  liegt  inner- 
halb der  Kugel 9  die  zugeordnete  Ebene  te^  ausserhalb,  der  Kreis  K^  ist 
imaginär.  Von  den  drei  übrigen  Ecken  fällt  eine  —  etwa  P^  —  innerhalb 
Ci,  die  beiden  anderen,  P^  und  P^,  liegen  ausserhalb  dieses  Kegelschnittes; 
demzufolge  schneidet  n^  die  Curve  nicht  und  haben  C^  und  K^  keine  ge- 
meinsamen Tangenten,  daher  (da  C^^^  reell  vorausgesetzt  wird)  auch  keine 
gemeinsamen  Punkte,^)  es  wird  K^  von  C^  eingeschlossen;  dagegen  schnei- 
den »3  und  n^  die  Raumcurve  in  je  vier  Punkten,  C^  und  JTg,  ebenso  CJ, 
and  Kj^  haben  vier  gemeinsame  Tangenten,  das  eine  Linienpaar  vier,  das 
andere  keine  gemeinsamen  Punkte.     Wir  schliessen  daraus: 

Die  bicirculare  Curve  vierter  und  die  circulare  Curve 
dritter  Ordnung  wird  zweitheilig, 

1.  wenn  der  Inversionskreis  imaginär  ist;^ 

2.  wenn  Inversionskreis  und  Focalkegelschnitt  keine  ge- 
meinsamen Tangenten  haben; 

3.  wenn  sie  vier  Tangenten  und  Punkte, 

4.  wenn   sie   vier   Tangenten,    aber  keine   reellen   Punkte 
gemein  haben. 

Alle  vier  Fälle  treten  an  einer  solchen  Curve  neben  ein- 
ander auf,  sie  hat  acht  reelle,  zu  je  vier  auf  zwei  Inversions- 
kreise vertheilte  cyklische  Punkte  und  vier  reelle  auf  einem 
Kreise  liegende  einfache  Brennpunkte. 

h)  Von  dem  Fundamentaltetraeder  der  eintheiligen  Raumcurve  (7^^) 
sind  nur  zwei  Ecken,  /\  und  Pg,  nebst  den  zugeordneten  Ebenen  n^  und  tc^ 
reell.  Erstere  liegen  ausser  der  Kugel,  letztere  schneiden  die  Curve  in  je 
zwei  reellen  Punkten;  C^  und  JT^,  ebenso  Cg  und  K^  haben  je  zwei  reelle 
Tangenten  und  Punkte  gemein.     Daraus  folgt: 

Die  bicirculare  Curve  vierter  und  die  circulare  Curve 
dritter  Ordnung  wird  eintheilig,  wenn  Inversionskreis  und  Fo- 
calkegelschnitt zwei  reelle  gemeinsame  Tangenten  und  Punkte 


1)  Der  Fall,  dass  G  und  K  keine  Tangenten,  aber  vier  reelle  Paukte  gemein 
haben,  kann  nar  aus  einer  vollständig  imaginären  Kaumcnrve  entspringen. 

2)  An  die  Stelle  eines  imaginären  Inversions-  als  Orthogonalkreises  tritt  ein 
reoller  Diametralkreis. 
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gemein  haben,  und  es  erscheint  dieser  Fall  an  der  Curre 
zweimal;  sie  besitzt  vier  reelle  cyklische  Punkte  und  vier  reelle 
einfache  Brennpunkte,  beide  paarweise  auf  den  zwei  InTer- 
sionskreisen  liegend. 

c)  Hat  die  Baumcurve  C^^  einen  Knotenpunkt  P,  so  sind  zwei  Ecken 
des  Fundamentaltetraeders  in  diesem  und  die  zugeordneten  Ebenen  in  der 
zugehörigen  Tangentialebene  n  der  Kugel  vereinigt,  welche  die  beiden  an- 
deren Ecken  P^^  P^  enthält.  Von  den  Ebenen  »j,  n,  schneidet  eine  die 
Curve  ausser  im  Doppelpunkte  P  in  zwei  reellen,  die  andere  in  zwei  ima- 
ginär^  Punkten;  die  Kegelschnitte  (7|,  C^  werden  von  den  zugeordneten 
Kreisen  K^,  K^  in  P  einfach  und  zwar  auf  der  hohlen  Seite  berOhrt,  das 
eine  Linienpaar  hat  ausserdem  zwei  Tangenten  und  Punkte,  das  andere 
Linienpaar  keine  weiteren  Elemente  gemein.  Der  Kegelschnitt  C  ia  n  end- 
lich ist  so  angeordnet,  dass  aus  P  zwei  reelle  Tangenten  an  ihn  gehen, 
reciprok  zugeordnet  den  Tangenten  im  Knotenpunkte.  Auf  die  Projection 
ttbertrftgt  sich  dies  wie  folgt: 

Die  bicirculare  Curve  vierter  und  die  circulare  Curve  drit- 
ter Ordnung  hat  einen  Knotenpunkt, 

1*  wenn  der  Inversioxrskreis  den  Focalkegelschnitt  auf  der 
concaven  Seite  berührt  und  noch  zwei  Tangenten  und 
Punkte  oder 

2.  keine  weiteren  Elemente  mit  ihm  gemein  hat; 

3.  wenn  er  auf  einen  ausserhalb  des  Focalkegelschnitts 
liegenden  Punkt  sich  reducirt. 

Alle  drei  FftUe  sind  an  der  Curve  vereinigt,  sie  besitzt 
zwei  reelle  cyklische  Punkte  und  vier  reelle  einfache  Brenn- 
punkte, wovon  zwei  im  Doppelpunkt  vereinigt  sind. 

d)  Hat  die  Baumcurve  C7(^)  einen  isolirten  Doppelpunkt  P,  so  Sndern 
sich  die  Beziehungen  dem  Falle  c)  gegenüber  insofern,  als  beide  Ebenen  »i 
und  n^  die  Curve  ausser  im  Doppelpunkte  in  zwei  reellen  Punkten  schnei- 
den, als  femer  C^,  C^  von  den  zugeordneten  Kreisen  £j,  K^  auf  der  con- 
vexen  Seite  berührt  werden  und  eines  dieser  Linienpaare  ausserdem  zwei 
Tangenten  und  Punkte,  das  andere  blos  zwei  Tangenten  gemeinsam  hat; 
C  in  n  endlich  ist  so  angeordnet,  dass  aus  P  keine  reelle  Tangente  daran 
gezogen  werden  kann.     Demnach: 

Die  bicirculare  Curve  vierter  und  die  circulare  Curve 
dritter  Ordnung  hat  einen  isolirten  Doppelpunkt, 

1.  wenn  der  Inversionskreis  den  Focalkegelschnitt  auf 
der  convexen  Seite  berührt  und  ausserdem  zwei  Tan- 
genten und  Punkte,  oder 

2.  nur  zwei  Tangenten  mit  ihm  gemein  hat; 

3.  wenn  er  auf  einen  innerhalb  des  Focalkegelschnitts 
liegenden  Punkt  sich  reducirt. 
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Alle  drei  Fälle  treten  neben  einander  auf,  die  Curve  be- 
sitzt Tier  reelle  cjkliscbe  Punkte,  paarweise  auf  die  beiden 
Inversionskreise  vertheilti  nnd  vier  reelle  einfache  Brenn- 
punkte, zwei  davon  im  Doppelpunkt  vereinigt. 

e)  Von  dem  Fundamentaltetraeder  der  Baumcurve  C^^  mit  einem  sta- 
tionären Punkte  P  sind  drei  Ecken  in  diesem  und  die  zugeordneten  Ebenen 
in  der  zugehörigen  Berflhrungsebene  n  der  Kugel  vereinigt  Die  vierte  Ecke 
P^  liegt  in  n  und  die  ihr  zugeordnete  Ebene  n^  hat  mit  C^^^  ausser  dem 
stationären  und  dem  ihm  benachbarten  noch  einen  vierten  reellen  Punkt 
gemein,  C^  wird  durch  K^  im  Punkte  P  osculirt.  C  in  »  ist  so  angeord- 
net, dass  nur  eine  Tangente  durch  P  daran  gezogen  werden  kann  —  ent- 
sprechend der  einzigen  Tangente  der  Curve  im  stationären  Punkte.  Wir 
leiten  hieraus  ab: 

.Die  bicirculare  Curve  vierter  und  die  circulare  Curve  drit- 
ter Ordnung  hat  einen  Bttckkehrpunkt, 

1.  wenn    der   Inversionskreis    den  Focalkegelschnitt   os- 
culirt; 

2.  wenn  er  auf  einen  Punkt  im  umfange  des  Focalkegel- 
schnitts  sich  reducirt. 

Beide  Fälle  kommen  an  der  Curve  neben  einander  vor,  sie 
besitzt  nur  einen  reellen  cyklischen  Punkt  und  vier  reelle  ein- 
fache Brennpunkte,  drei  davon  im  stationären  Punkte  ver- 
einigt. 

f)  Mit  dem  Auftreten  von  zwei  Doppelpunkten  zerfällt  die  Baumcurve 
C<^)  in  zwei  Kreise  und  besitzt  unendlich  viele  Fundamentaltetraeder,  wei- 
chen zwei  Ecken  /'j,  P^  und  Ebenen  9S|,  Tt^  gemeinsam  sind.  Bei  reellen 
und  getrennten  Doppelpunkten  liegen  P|  und  P^  ausserhalb  der  Kugel,  K^ 
und  K^  sind  reell  und  in  reeller  Doppelberfihrung  mit  C|,  C^  respective. 
Fallen  die  Doppelpunkte  zusammen,  so  vereinigt  sich  mit  ihnen  einer  der 
Punkte  Pi%  P%  —  etwa  P^  —  und  (7,  wird  von  K^  in  einem  Scheitel  os- 
culirt Sind  die  Doppelpunkte  imaginär,  so  fällt  einer  der  Punkte  P^,  Pg 
innerhalb  der  Kugel  und  wird  einer  von  den  Kreisen  ITj,  K^  imaginär;  die 
letzteren  befinden  sich  in  ideeller  Doppelberührung  mit  den  zugehörigen 
Kegelschnitten.     Wir  schliessen  daraus: 

Die  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung  zerfällt  in  zwei 
Kreise,  die  circulare  Curve  dritter  Ordnung  in  einen  Kreis 
und  eine  Oerade,  wenn  der  Inversionskreis  den  Focalkegel- 
schnitt doppelt  berührt.^)  Die  beiden  Theile  der  Curve  schnei- 
den sich,  wenn  die  Doppelberührung  reell  ist,  sie  haben  keine 


1)  Diese  beiden  Grenzformen  haben  den  Grund  gegeben  zu  der  Bezeichnung 
«bicirculare  Curve**  einerseits  und  „circulare  Curve^n^lftrei^ieitg.  Vergl.  Casey, 
I.e.  8. 469.  ^^^.  — ^.  ^  T 
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reellen  Punkte  gemein,  wenn  sie  ideell  ist;  in  beiden  Fällen 
existiren  zwei  Inversionskreise  und  zwei  Focalkegelschnitte. 
Die  beiden  Theile  der  Curve  berühren  einander,  wenn  die  Dop- 
pelberührung (OsGulation)  in  einem  Scheitel  des  Focalkegel- 
Schnitts  stattfindet;  in  diesem  Falle  ezistirt  nur  ein  Inver- 
sionskreis  und  ein  Focalkegelschniti 

Die  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung  zerfällt  insbeson- 
dere in  einen  Kreis  und  einen  Punkt  (Nullkreis,  Doppelpunkt), 
die  circulare  Curve  dritter  Ordnung  in  eine  Gerade  und  einen 
Punkt,  wenn  der  Inversionskreis  sich  auf  einen  Brennpunkt 
des  Focalkegelschnittes  reduciri 

12.  Für  die  Curven  mit  singulärem  Punkte  hat  sich  im  vori<;^eQ 
Artikel  unter  c),  d),  e)  ein  gemeinsames  Entstehungsgesetz  ergeben;  sie 
sind  Enveloppen  eines  Kreises ,  dessen  Mittelpunkt  einen  Kegelschnitt  durch- 
läuft, während  sein  Umfang  durch  einen  festen  Punkt  geht.  Die  Natur 
des  singulären  Punktes  ist  von  der  Lage  des  festen  Punktes  gegen  den 
Kegelschnitt  und  die  Ordnung  der  Curve  von  der  Art  des  letzteren  abhängig. 

Nur  ein  veränderter  Ausdruck  dieser  Darstellungsweise  ist  es,  wenn 
man  die  genannten  Curven  definirt  als  Ort  der  Punkte,  welche  zu  einem 
festen  Punkte  "symmetrisch  liegen  in  Bezug  auf  die  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes. Aus  dieser  Auffassung  aber  geht  ihre  Identität  mit  den  Fuss- 
punktcurven  der  Kegelschnittslinien')  unmittelbar  hervor.  Denn 
ist  €  (Fig.  1)  ein  Kegelschnitt,  $  ein  fester  Punkt,  t  eine  beliebige  Tan- 
gente an  £,  31  der  zu  $  symmetrische  Punkt  bezüglich  t,  so  beschreibt 
der  Schnittpunkt  93  von  $^  und  t,  d.  i.  der  Fusspunkt  des  aus  $  zu  t 
gefällten  Lothes,  eine  Curve,  welche  der  von  31  beschriebenen  ähnlich  ist, 
weil  beständig  ^a3  =  ^iß^  ist. 

Aus  obiger  Definition  lässt  sich  für  die  in  Rede  stehenden  Curven  noch 
ein  bemerkenswerthes  gemeinsames  Entstehungsgesetz  nachweisen,  das  wie 
folgt  ausgesprochen  werden  kann:  Wenn  ein  Kegelschnitt  über  einen 
ihm  congruenten  festen  Kegelschnitt  derart  rollt,  dass  der 
Berührungspunkt  in  Bezug  auf  beide  beständig  gleiche  rela- 
tive Lage  hat,  so  beschreibt  ein  mit  dem  rollenden  Kegel- 
schnitt fest  verbundener  Punkt  eine  bicirculare  Curve  vierter 
oder  eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung,  je  nachdem  die 
Kegelschnitte  einen  Mittelpunkt  haben  oder  Parabeln  sind, 
und  zwar  eine  Curve  mit  Knotenpunkt,  mit  isolirtem  Doppel- 
punkt oder  mit  Bückkehrpunkt,  je  nachdem  der  beschreibende 
Punkt  ausserhalb,  innerhalb  oder  auf  dem  Umfange  des  rol- 
lenden Kegelschnitts  angenommen  wird.  Ist  S  (Fig.  2)  der  feste 
Kegelschnitt,   $   ein  fester  Punkt,   (S'  eine  beliebige  Lage  des  rollenden 


1)  Vergl.  A.  Ameseder,  Grunert's  Archiv,  Th.  64  S.  146. 
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Eegelsclmitts,  so  sind  unter  den  genuichten  Voraussetzungen  6  und  6'  in 
Bezug  auf  die  gemeinsame  Tangente  t  symmetrisch  angeordnet  und  irgend 
zwei  bezüglich  t  symmetrische  Punkte  9R,  SR'  haben  gegen  6  und  6'  resp. 
gleiche  relative  Lage.  Letzteres  gilt  auch  von  $  und  dem  symmetrisch 
zugeordneten  Punkte  %,  welch'  letzterer  dem  Früheren  zufolge  eine  Gurve 
von  der  oben  bezeichneten  Art  beschreibt,  und  da  $  in  Bezug  auf  S  fest 
bleibt,  so  steht  auch  %  mit  &  während  des  BoUens  von  (§!  in  fester  Ver- 
bindung. 

13.  Li  weiterer  Ausführung  der  Ergebnisse  des  Art.  5  soll  nun  die  A  r  t 
der  Focalkegelschnitte  einer  bicircularen  Curve  vierter  Ordnung  und  ihre 
gegenseitige  Lage  bei  einer  circularen  Curve  dritter  Ordnung  bestimmt 
werden. 

a)  Die  Spuren  der  Berührungsebenen,  welche  durch  das  Projections- 
centrum  0  an  die  der  Baumcurve  C^^^  doppelt  umschriebenen  Eegel  zweiter 
Ordnung  gehen,  haben  für  die  Projection  6^^^  zweifache  Bedeutung:  sie 
sind  Doppeltangenten  derselben  und  vertreten  gleichzeitig  diejenigen  doppelt 
berührenden  Kreise,  deren  Centra  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Focal* 
kegelschnitte  sind.     Daraus  folgt: 

Die  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung  besitzt  acht  Doppel- 
tangenten; welche  sich  paarweise  in  den  Inversionscentren 
schneiden  und  auf  den  Asymptoten  der  zugeordneten  Focal- 
kegelschnitte senkrecht  stehen. 

Die  Anzahl  der  reellen  (reell  oder  ideell  berührenden)  unter  ihnen 
hSngt  von  der  Lage  des  Projectionscentrums  gegen  C^*^  ab. 

Wir  betrachten  zuerst  die  zweitheilige  Baumcurve.  Ihre  doppelt 
umschriebenen  Eegel  scheiden  sich  in  zwei  Paare:  die  Eanten  der  Eegel 
des  einen  Paares  gehen  durch  je  einen  Punkt  des  einen  und  einen  Punkt 
des  andern  Astes;  die  Eanten  der  Kegel  des  andern  Paares  verbinden  je 
zwei  Punkte  desselben  Astes.  Die  Eegel  eines  jeden  Paares  sind  wieder 
dadurch  von  einander  unterschieden ,  dass  bei  dem  einen  beide  Aeste  von  0^^) 
einem  Mantel  angehören,  während  bei  dem  andern  auf  jedem  Mantel  ein 
Ast  der  Curve  liegt.  Wird  nun  0  innerhalb  eines  Astes  von  C^*^  angenom- 
men, so  liegt  es  innerhalb  beider  Eegel  des  ersten  Paares  und  innerhalb 
des  einen  Eegels  aus  dem  zweiten  Paare,  so  dass  nur  an  einen  der  vier 
Eegel  reelle  Tangentialebenen  gehen;  die  beiden  Aeste  von  6<^)  sind  bei 
dieser  Lage  von  0  derart  angeordnet,  dass  der  eine  von  dem  andern  ein- 
geschlossen wird.  Wählt  man  das  Projectionscentrum  zwischen  den  beiden 
Aesten  von  C^^\  so  liegt  es  ausserhalb  beider  Eegel  des  ersten  und  auch 
ausserhalb  des  einen  Eegels  des  zweiten  Paares,  so  dass  an  drei  Eegel  reelle 
Tangentialebenen  gehen;  die  beiden  Aeste  von  6^^^  sohliessen  einander  bei 
dieser  Wahl  des  Centrums  aus.    Denmach: 

Die  beiden  Ovale  einer  zweitheiligen  bicircularen  Curve 
vierter  Ordnung   liegen  entweder   so,   dass   eines   das   andere 
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einschliesst  oder  dass  sie  sich  gegenseitig  ausschliesaen«  Im 
ersten  Falle  hat  die  Curve  ein  Paar  reeller  Doppeltangenten, 
und  drei  ihrer  Focalkegelschnitte  sind  Ellipsen,  die  yierte 
eine  Hyperbel;  im  zweiten  Falle  besitzt  die  Curve  drei  Paare 
reeller  Doppeltangenten,  und  drei  der  Focalkegelschnitte  sind 
Hyperbeln,  der  vierte  eine  Ellipse. 

Bei  der  eintheiligen  Baumcurve  gehen,  wo  auch  das  Projections- 
centrum  angenommen  werden  mag,  nur  an  einen  der  beiden  doppelt  um- 
schriebenen Kegel  reelle  Tangentialebenen  durch  dasselbe;  wir  schliessen 
daraus: 

Die  eintheilige  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung  besitzt 
ein  Paar  reeller  Doppeltangenten;  von  den  Focalkegelschnit- 
ten  ist  einer  eine  Ellipse,  der  andere  eine  Hyperbel. 

Bei  der  Baumcurve  mit  einem  Doppelpunkt  hat  man  zwischen 
den  beiden  doppelt  umschriebenen  Kegeln  und  dem  dreifach  umschriebenen 
Kegel  aus  dem  Doppelpunkt  zu  unterscheiden.  Wo  auch  das  Projections- 
centrum  angenommen  wird,  immer  gehen  durch  dasselbe  nur  an  einen  der 
erstgenannten  Kegel  reelle  Tangentialebenen;  bezüglich  des  letzterwähnten 
Kegels  sind  solche  nur  dann  vorhanden ,  wenn  das  Projection8ce^trum  ausser- 
halb der  Curvenschleifen ,  resp.  mit  dem  isolirten  Doppelpunkt  auf  einerlei 
Seite  des  Curvenastes  angenommen  wird.     Hieraus  ergiebt  sich: 

Die  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung  mit  Doppelpunkt 
hat  ein  Paar  reeller  Doppeltangenten;  zwei  ihrer  Focalkegel- 
schnitte sind  Hyperbeln,  der  dritte  eine  Ellipse  oder  umge- 
kehrt, je  nachdem  die  Schleifen  der  Curve  einander  ausschlies- 
sen  oder  nicht,  beziehungsweise  je  nachdem  der  isolirte  Punkt 
ausserhalb  oder  innerhalb  des  Ovals  liegt. 

Auch  bei  der  Baumcurve  mit  Bückkehrpunkt  ist  zwischen  dem 
einzigen  doppelt  umschriebenen  und  dem  dreifach  umschriebenen  Kegel  aus 
der  Curvenspitze  zu  unterscheiden;  je  nachdem  das  Projectionscentrum  auf 
der  einen  oder  der  andern  Seite  des  Curvenaates  angenommen  wird,  gehen 
durch  dasselbe  an  den  ersten  oder  den  zweiten  Kegel  reelle  Tangential- 
ebenen.    Wir  drücken  dies  so  aus: 

Die  beiden  Doppeltangenten  der  bicircularen  Curve  mit 
Bückkehrpunkt  sind  imaginär  oder  reell,  je  nachdem  durch 
den  stationären  Punkt  reelle  oder  imaginäre  Tangenten  an  die 
Curve  gehen;  von  ihren  Focalkegelschnitten  ist  einer  eine 
Ellipse,  der  andere  eine  HyperbeL 

h)  Einfacher  gestalten  sich  die  Verhältnisse  bei  der  circularen  Curve 
dritter  Ordnung.  Hier  gehen  Ellipsen  und  Hyperbeln  in  Parabeln  über  und 
der  Gegensatz  drückt  sich  nur  noch  in  der  Lage  aus.  Die  bezüglichen 
Resultate  lassen  sich  demnach  so  zusammenfassen: 
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Bei  der  zweitheiligen  circnlaren  Cnrve  dritter  Ordnung 
sind  drei  Focalparabeln  nach  der  einen,  die  vierte  nach  der 
entgegengesetzten  Seite  offen;  bei  der  eintheiligen  nnd  ebenso 
bei  der  Cnrve  mit  Rttckkehrpunkt  haben  die  beiden  Focalpara- 
beln entgegengesetzte  Lage;  bei  der  Curve  mit  Doppelpunkt 
sind  zwei  Focalparabeln  der  dritten  entgegengesetzt. 


§2. 
Besondere  Formen  der  bieironlaren  Cnnre  vierter  Ordnung. 

14.  Für  drei  specielle  Lagen  des  Projectionscentrums  nimmt  (S.^^  be- 
sondere Merkmale  an,  und  zwar:  a)  wenn  0  in  einer  Seitenfläche ,  h)  in 
einer  Kante  des  Fandamentaltetraeders ,  und  c)  wenn  es  in  weiterer  Spe- 
cialisirung  des  ersten  Falles  in  einem  der  Punkte  angenommen  wird ,  welche 
der  in  jener  Ebene  liegende  Kegelschnitt  C  mit  dem  zugehörigen  Kreise  K 
gemein  hat. 

a)  Einfach  symmetrlgche  Cnrren. 

15.  Gehört  das  Projectionscentrum  0  einer  Seitenflftche  des  Fundamen- 
taltetraeders an,  so  f^lt  die  zugeordnete  Ecke  in  die  Ebene  cd;  ihre  Pro- 
jection  rückt  daher  ins  unendliche  in  der  zur  Spur  jener  Seitenfläche  senk- 
rechten Richtung,  die  bezügliche  Inversion  von  (S^^^  verwandelt  sich  in 
orthogonale  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  eben  genannte  Spur,  welche  gleich- 
zeitig einen  Inversionskreis  und  den  ihm  zugeordneten  Focalkegelschnitt 
vertritt,  gemeinsame  Axe  der  anderen  Focalkegelschnitte  ist  und  die  übrigen 
Inversionscentra  enthält.  Die  Anordnung  der  reellen  einfachen  Brennpunkte 
und  der  cyklischen  Punkte  hängt  davon  ab,  in  welcher  Seitenfläche  des 
Tetraeders  das  Projectionscentrum  gewählt  worden  ist;  in  dieser  Richtung 
können  folgende  Fälle  unterschieden  werden: 

a)  Bei  der  zweitheiligen  Curve  liegen  die  Brennpunkte  entweder  in  der 
Sjmmetrieaxe  oder  in  einem  Kreise;  im  ersten  Falle  enthält  diese  nothwen- 
dig  auch  vier  cyklische  Punkte,  im  zweiten  Falle  nur  bedingungsweise. 

ß)  Bei  der  eintheiligen  Curve  liegen  zwei  Brennpunkte  nnd  zwei  cyk- 
lische  Punkte  in  der  Symmetrieaxe ,  die  zwei  anderen  Paare  zu  beiden 
Seiten  derselben. 

y)  Bei  der  Curve  mit  Knotenpunkt  fiallen  ausser  den  beiden  mit  ihm 
vereinigten  Brennpunkten  entweder  zwei  cyklische  und  die  beiden  anderen 
Brennpunkte  in  die  Symmetrieaxe,  oder  es  gehört  ihr  keiner  dieser  Punkte  an. 

6)  Bei  der  Curve  mit  isolirtem  Punkt  enthält  die  Symmetrieaxe  ausser 
den  zwei  dort  vereinigten  noch  die  zwei  anderen  Brennpunkte  und  zwei 
cyklische  Punkte,  oder  nur  dip  letzteren. 

t)  Bei  der  Curve  mit  stationärem  Punkt  liegen  die  vier  einfachen 
Brennpunkte  und  der  einzige  cyklische  Punkt  in  der  Symmetrieaxe. 
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•Eine  einfach  symmetrische  Cnrye  ergiebt  sich,  wenn  der 
Mittelpunkt  des  Inyersionskreises  in  einer  Axe  des  Focal- 
kegelschnitts  angenommen  wird. 

b)  Zweifaeh  symmetriselie  Cnrreiu 

16.  Liegt  das  Projectionscentnim  in  einer  Kante  des  Fnndamentaltetra- 
eders ,  so  gehört  es  zwei  Seitenflächen  zugleich  an.  Die  den  letzteren  gegen- 
überliegenden Ecken  fallen  in  die  Ebene  (»,  ihre  Projectionen  rücken  daher 
ins  Unendliche  nnd  es  gehen  zwei  der  Inversionen  von  S^^^  in  orthogonale 
Symmetrie  in  Bezug  auf  die  zu  einander  rechtwinkligen  Sparen  der  oben 
erwähnten  Seitenflächen  über.  Diese  Spuren  fallen  mit  den  Axen  der  Focal- 
kegelschnitte  zusammen ,  und  jede  vertritt  die  Stelle  eines  Focalkegelschnitts 
und  des  zugeordneten  Inversionskreises;  in  ihrem  Schnittpunkte,  dem  Cen- 
trum der  Focalkegelschnitte  und  der  bicircularen  Curvci  vereinigen  sich  die 
im  Endlichen  verbliebenen  Inversionscentra.  um  eine  üebersicht  über  die 
Curven  dieser  Gattung  zu  erlangen,  unterscheiden  wir  folgende  Fälle. 

a)  Die  Curve  ist  zweitheilig,  in  ihrem  Mittelpunkte  sind  zwei  Inver- 
sionscentra vereinigt.  Schliesst  ein  Ast  den  andern  ein ,  so  li^en  die  vier 
einfachen  Brennpunkte  in  einer  Symmetrieaxe ;  schliessen  die  Aeste  einander 
aus,  so  liegen  die  Brennpunkte  entweder  in  einer  Symmetrieaxe  oder  in 
einem  Kreise;  im  ersten  Falle  enthält  jede  Symmetrieaxe  vier  cjklische 
Punkte ,  im  zweiten  Falle  nur  die  eine ,  während  die  anderen  vier  auf  einem 
Kreise  liegen.        ^ 

Curven  dieser  Art  entstehen,  wenn  Inversionskreis  und 
Focalkegelschnitt  concentrisch  sind. 

ß)  Die  Curve  ist  eintheilig;  jede  der  beiden  Symmetrieaxen  enthält 
zwei  einfache  Brennpunkte  und  zwei  cyklische  Punkte.  Ein  eigentlicher 
Focalkegelschnitt  und  Inversionskreis  ist  nicht  vorhanden. 

Bei  Curven  dieser  Art  entfällt  die  Erzeugung  durch  einen 
variablen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  einen  Kegelschnitt  durch- 
läuft 

y)  Die  Curve  hat  einen  Doppelpunkt;  zwei  Brennpunkte  sind  mit  diesem 
vereinigt,  die  beiden  anderen  liegen  mit  zwei  cyklischen  Punkten  in  einer 
Symmetrieaxe,  während  die  andere  ausser  dem  Doppelpunkt  keinen  weiteren 
Punkt  der  Curve,  beziehungsweise  zwei  cyklische  Punkte  enthält,  je  nach- 
dem der  Doppelpunkt  ein  Knotenpunkt  oder  isolirt  ist 

Curven  dieser  Art  besitzen  einen  Focalkegelschnitt,  dessen 
Mittelpunkt  den  Inversionskreis  vertritt;  sie  sind  identisch 
mit  den  Fusspunktcurven  der  Hyperbel  und  der  Ellipse  in 
Bezug  auf  den  Mittelpunkt  —  der.  Hyperbel  entspricht  die 
Curve  mit  Knotenpunkt,  der  Ellipse  die  Curve  mit  isolirtem 
Punkt 
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Die  Lemniscate  des  Bernoulli  zählt  als  specieller  Fall  hierher, 
sie  entspringt  aus  der  gleichseitigen  Hyperbel.^) 

c)  Cartesisehe  Canren. 

17.  Das  Projectionscentrum  werde  in  einen  der  (reellen)  Punkte  ver- 
legt, wo  die  Kugel  von  den  Kegelschnitten  Cj,  Cj,  C3,  C^  getroffen  wird. 
In  Art.  8  ist  gezeigt  worden,  dass  die  Inflexionstangentcn  der  Kugel  in 
einem  solchen  Punkte  Tangenten  an  C^^^  sind;  es  vereinigen  sich  also  die 
Pankte  J,  I^  in  i  und  I\  I\  in  %  (s.  Art.  1)  in  je  einen  Punkt,  und 
wendet  man  die  Betrachtungen  des  Art.  6  auf  diesen  Fall  an,  so  ergiebt 
sieh,  dass  erstens  die  Brennpunkte  der  Focalkegelschnitte  und  zweitens  die 
Tangenten  in  jedem  der  beiden  unendlich  fernen  imaginären  Doppelpunkte 
von  6(^>  zusammenfallen,  so  dass  diese  Doppelpunkte  den  Charakter  von 
Spitzen  annehmen  und  die  Focalkegelschnitte  concenti'ische  Kreise  werden. 
Man  bezeichnet  diese  Gattung  bicircularer  Curven  alsCartesischeCurven. 

Die  eben  hervorgehobenen  Eigenschaften  von  6<^)  lassen  sich  auch  in 
folgender  Weise  begründen.  Die  Polare  einer  beliebigen  Tangente  von  C^^^ 
in  Bezug  auf  die  Kugel  hat  mit  jedem  der  Kegelschnitte  (7^,  C^,  C^,  O4 
einen  Punkt  gemein  (s.  Art.  5);  da  nun  bei  der  getroffenen  Wahl  von  0 
die  Inflexionstangenten  t,  i'  sowohl  Tangenten  von  C^^\  als  auch  polarreci- 
prok  bezüglich  der  Kugel  sind,  so  enthalten  sie  die  Schnittpunkte  der 
Ebene  a>  mit  den  drei  Kegelschnitten,  welche  nicht  durch  0  gehen;  infolge 
dessen  gehen  die  Projectionen  dieser  Kegelschnitte  durch  die  unendlich  fernen 
Kreispunkte,  sind  also  Kreise,  während  die  Projection  des  vierten  durch  0 
gehenden  Kegelschnitts,  welche  mit  der  Spur  seiner  Ebene  —  der  Sym- 
metrieaxe  von  G<^^  —  zusammenföllt,  als  Hyperbel  aufzufassen  ist.  Aus 
der  so  erwiesenen  Coiucidenz  der  Brennpunkte  der  Focalkegelschnitte  folgt 
die  Vereinigung  der  Doppelbrennpunkte  von  6^**^  zu  einem  dreifachen 
Brennpunkt,  sowie  das  Zusammenfallen  der  Tangenten  in  den  imaginären 
Doppelpunkten,  also  die  Verwandlung  dieser  in  Spitzen. 

Den  beiden  Punkten,  welche  der  durch  0  gehende  Kegelschnitt  mit 
der  Ebene  a>  gemein  hat,  als  Polen  entsprechen  die  beiden  doppelt  berüh- 
renden Ebenen  vonC^"^^,  welche  0  enthalten  und  deren  Spuren  Doppeltan- 
genten von  S<^)  sind;  eine  dieser  Ebenen  ist  a>  selbst,  die  in  ihr  befind- 
lichen Tangenten  i,  %  projiciren  sich  in  die  unendlich  fernen  Kreispunkte 
(Spitzen),  deren  Verbindungslinie,  d.  i.  die  unendlich  ferne  Gerade,  als 
Doppeltangente  nur  im  übertragenen  Sinne  gelten  kann.  Es  besitzt  dem- 
nach jede  Cartesische  Curve  nur  eine  zu  ihrer  Symmetrieaxe 
senkrechte  Doppeltangente., 


1)  Die  in  diesem  Artikel  betrachteten  Curven,  mit  Ausnahme  der  unter  a) 
angeführten  Species,  bei  welcher  die  Brennpunkte  in  einem  Kreise  liegen,  sind 
von  Siebeck,  I.e.,  behandelt  worden. 
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Bei  der  folgenden  Anfzfthlung  der  einzelnen  Formen  wird  der  Kegel- 
schnitt, anf  welchem  0  liegt,  mit  C  und  der  Engelkreis,  den  seine  Ebene 
ausschneidet,  mit  K  bezeichnet. 

a)  Die  Baumcurve  sei  zweitheilig.  C  und  K  schneiden  sich  in  vier 
reellen  Punkten,  von  welchen  einer  das  Projectionscentrum  0  selbst  ist 
(Fig.  3);  die  aus  diesem  nach  den  drei  anderen  gerichteten  Strahlen  gehen 
durch  die  Ecken  des  den  beiden  Linien  gemeinsamen  Polardreiecks,  ihre 
Schnittpunkte  mit  der  Projectionsebene  sind  also  einfache  Brennpunkte  und 
Inversionscentra  von  (S^^  zugleich.     Mithin: 

Die  zweitheilige  Cartesische  Curye  hat  drei  reelle  ein* 
fache  Brennpunkte,  welche  in  der  Sjmmetrieaxe  liegen  und 
mit  den  drei  Inversionscentren  zusammenfallen. 

Diese  Curvenform,  von  Descartes  eingeführt,  ist  unter  der  speciellen 
Bezeichnung  Cartesisches  Oval  vermöge  ihrer  optischen  Eigenschaften 
vielfach  studirt  worden.^) 

ß)  Die  Baumcurve  sei  eintheilig.  C  und  K  schneiden  sich  in  zwei 
Punkten ,  wovon  der  eine  0  selbst  ist ;  der  aus  0  nach  dem  andern  geführte 
Strahl  geht  auch  durch  die  reelle  Ecke  des  Polardreiecks,  das  C  und  K 
gemein  haben,  giebt  also  in  seiner  Spur  einen  einfiachen  Brennpunkt  und 
das  im  Endlichen  verbleibende  Inversionscentrum  von  S^^\     Daher: 

Die  eintheilige  Cartesische  Curve  hat  drei  reelle  einfache 
Brennpunkte;  davon  liegt  einer  in  der  Sjmmetrieaxe  und  fällt 
mit  dem  einzigen  Inversionscentrum  zusammen,  die  beiden 
anderen  sind  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  der  Aze. 

y)  Die  Baumcurve  habe  einen  Doppelpunkt  C  und  K  berfihren 
einander  und  schneiden  sich  überdies  in  zwei  Punkten,  deren  einer  O  ist; 
der  aus  0  nach  dem  andern  gezogene  Strahl  enthftlt  eine  Ecke  des  den 
Linien  gemeinsamen  Polardreiecks.     Wir  schliessen  also  wie  vorhin: 

Die  Cürtesisohe  Curve  mit  Doppelpunkt  hat  drei  reelle 
einfache  Brennpunkte,  die  in  der  Sjmmetrieaxe  liegen;  zwei 
derselben  sind  mit  dem  Doppelpunkte  vereinigt,  der  dritte  ist 
zugleich  Centrum  der  einzigen  Inversion. 

Diese  unter  dem  Namen  Pascarsche  Schnecke  oder  Lima^on 
bekannte  Curve  ist  nach  den  Erörterungen  des  Art.  12  identisch  mit  der 
Fusspunktcurve  des  Kreises  und  jene  besondere  Form  der  Epitrochoide, 
welche  entsteht,  wenn  der  rollende  Kreis  gleich  ist  dem  Orundkreise;  sie 
besitzt  einen  Knotenpunkt  oder  einen  isolirten  Punkt,  je  nachdem  der  Pol 
im  ersten,  der  beschreibende  Punkt  im  zweiten  Falle  ausserhalb  oder  inner- 
halb des  betreffenden  Kreises  angenommen  wird. 

d)  Die  Baumcurve  habe  einen  stationftren  Punkt  K  osculirt  C 
und  schneidet  es   in  einem  Punkte,  der  als  Projectionscentrum  zu  wlüilen 


1)  Gbasles,  Aper9n  histor.,  p.  161  und  Note  XXI  p.  350  flg. 

Digitized  by  ^^jOOQIC 


Von  E.  CzüBBB.  273 

iat.  Der  ans  0  nach  dem  Osculationspankte  gerichtete  Strahl  trifft  die  Projec- 
tionflehene  in  einem  Punkte ,  der  ebenso  als  Vereinigung  dreier  einfachen  Brenn-  . 
punkte,  wie  dreier  (uneigentlichen}  Inyersionscentren  anzusehen  isi    Mithin: 

Die  Gartesische  Curve  mit  fittckkehrpunkt  hat  drei  mit 
dem  letzteren  vereinigte  einfache  Brennpunkte;  eine  eigent- 
liche Inversion  besteht  hier  nicht. 

Diese  unter  dem  Namen  Cardioide  bekannte  Curve  ist  nach  Art  12 
Fusspunktcurve  des  Kreises  in  Bezug  auf  einen  Punkt  seines  IJmfanges> 
zugleich  Epicykloide  fOr  den  speciellen  Fall,  dass  die  Halbmesser  des  rol- 
lenden und  des  Orundkreises  gleich  gross  sind. 

§3. 
Groulaie  Cnrven  dritter  Ordnung. 

18.  Unter  den  Kanten  des  Kegels  dritter  Ordnung,  welcher  die  sphä- 
rische Curve  C^*^  aus  einem  ihrer  Punkte  projicirt,  befinden  sich  auch  die 
von  diesem  Punkte  ausgehenden  ausgezeichneten  Bisecanten,  von  welchen 
in  Art.  10  die  Bede  war,  nSmlich  die  vier,  welche  nach  den  Ecken  des 
Fundamentaltetraeders  gehen,  und  die  drei,  welche  die  Paare  gegenüber- 
liegender Kanten  desselben  schneiden.  Für  die  Projection  ergiebt  slbh  dar- 
aus der  Satz: 

Die  circulare  Curve  dritter  Ordnung  geht  durch  die  Ecken 
$1,  $S9  $3}  $4  uiid  durch  die  Diagonalpunkte  Di«  D^,  D3  ihres 
Fundamental  Vierecks. 

19.  Die  Tangente  an  0^^)  im  Punkte  0  heisse  u,  die  ihr  co^jugirte  Kugel- 
tangenie  sei  v.  Die  Spur  der  ersteren  ist  der  reelle  unendlich  ferne  Punkt  U 
von  (S^>;  die  letztere  geht  durch  die  Punkte,  in  welchen  die  Ebene  m  von 
den  K^^chnitten  (7|,  C,,  C3,  C^  bertthrt  wird,  und  bezeichnet  daher  in  s 
die  Axenrichtung  93  der  Focalparabeln.  Die  den  eben  erwähnten  Berühr- 
ungspunkten bezüglich  der  Kugel  zugeordneten  Polarebenen  sind  die  vier 
den  Punkt  0  enthaltenden  doppelt  berührenden  Ebenen  von  (7<^>  und  gehen 
durch  tf,  ihre  Spuren  sind  Tangenten  an  €<*>  in  den  Inversionscentren  und 
gehen  durch  U.  Die  Schmiegungsebene  tf  von  C^^^  in  0  endlich,  welche 
ausser  u  die  benachbarte  Tangente  der  Curve  enthält  und  sie  überdies  in 
einem  Punkte  fi^  schneidet ,  ergiebt  als  Spur  eine  Oerade  iS,  welche,  da  sie 
S'^  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  U  berührt,  eine  Asymptote  der  Curve 
ist  und  zum  Unterschied  von  den  beiden  imaginären  Asymptoten, 
deren  Berührungspunkte  2[  und  2l'  sind,  als  reelle  Asymptote  bezeichnet 
werden  soll;  sie  schneidet  die  Curve  im  Punkte  @.  Wir  fassen  diese  Er- 
gebnisse so  zusanunen: 

Die  in  den  Inversionscentren  an  die  circulare  Curve  drit- 
ter  Ordnung  gezogenen  Tangenten  und  ihre  reelle  Asymptote 
sind  rechtwinklig  zur  gemeinsamen  Aze  der  Focalparabeln. 

ZMchrifl  t  Mmtbe»»iik  ..  Pl.,.lk  XXm,  6.  J|^,^^,  .^  ^OOgle 
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19.  Die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  -4,  B  von  C<*>  werde  zur  Aze 
eines  Ebenenbttschels  gemaoht;  dasselbe  schneidet  aus  der  Kugel  ein  Bflseliel 
von  Kreisen  und  aus  der  Gurve  eine  Schaar  von  Bisecanten  aus,  deren  Ort 
eine  der  Begelflftchen  aus  dem  Flftchenbfischel  zweiter  Ordnung  ist,  das  C^*^ 
zur  Grundeurve  hat.    Im  Weiteren  sind  zwei  Fftlle  zu  unterscheiden. 

a)  Geht  die  Gerade  AB  durch  eine  Ecke  des  Fundamentaltetraeders, 
so  ist  die  Segelfläche  developpabel ,  ein  Kegel  mit  jener  Ecke  als  Mittel- 
punkt; der  hieraus  resultirende  Satz,  nur  ein  anderer  Ausdruck  für  die 
Eigenschaft  der  Inversion,  lautet:  , 

Die  Kreise  eines  Büschels,  welches  zwei  mit  einer  Ecke 
des  Fundamentalvierecks  in  gerader  Linie  liegende  Punkte 
9[,  iB  der  circularen  Curve  dritter  Ordnung  zu  Grundpunkten 
hat,  schneiden  die  Curve  in  Punktepaaren,  deren  Verbindungs- 
linien in  derselben  Ecke  zusammenlaufen, 

Yermöge  der  eindeutigen  Zuordnung  der  Kreise  des  Büschels  und  der 
Punktepaare  von  6^)  folgt  daraus: 

Ein  Kreisbüschel  und  ein  ihm  projectivisohes  Strahlen- 
büschel aus  einem  Punkte  derPotenzaxe  erzeugen  eine  circu- 
lare  Curve  dritter  Ordnung,  für  welche  der  Mittelpunkt  des 
Strahlenbüschels  Inversionscentrum  ist;  der  dem  unendlich 
grossen  Kreise  entsprechende  Strahl  berührt  die  Curve  in 
diesem  Inversionscentrum  und  bezeichnet  damit  die  Richtung 
der  reellen  Asymptote. 

h)  Bei  allgemeiner  Lage  der  Punkte  Ä ,  B  wird  die  RegelflSohe  wind- 
schief, und  da  sie  das  Prqjectionscentrum  0  enthält,  so  projiciren  sich  ihre 
beiden  Begelschaaren  in  Strahlenbüschel.  Mittelpunkte  dieser  Büschel  sind 
zwei  Punkte  S,  2'  von  €^^  nämlich  die  Spuren  der  durch  0  gehenden 
Regelstrahlen  I,  l\  und  da  Ebene  (IV)  als  Berührungsebene  der  R^elfläche 
im  Punkte  0  die  Tangente  u  aufnimmt,  so  läuft  die  Gerade  S,  S'  durch  U. 
Nehmen  wir  An^  AB  gehöre  zur  Regelschaar  Z,  so  können  wir  das  Ergebniss 
dieser  Betrachtung  so  aussprechen: 

Die  Kreise  eines  Büschels,  das  zwei  beliebige  Punkte  9,  S 
der  circularen  Curve  dritter  Ordnung  zu  Grundpunkten  hat, 
schneiden  die  Curve  in  Punktepaaren,  deren  Verbindungs- 
linien durch  einen  festen  Punkt  £'  der  Curve  gehen;  dieser  mit 
dem  Punkte  £,  wo  31^  die  Curve  zum  dritten  Mal  schneidet, 
verbunden  giebt  eine  Parallele  zur  reellen  Asymptote. 

Daraus  schliesst  man  wie  vorhin: 

Ein  Kreisbüschel  und  ein  ihm  projectivisohes  Strahlen- 
büschel erzeugen  eine  circnlare  Curve  dritter  Ordnung;  der 
dem  unendlich  grossen  Kreise  entsprechende  Strahl  bezeichnet 
die  Richtung  der  reellen  Asymptote. 
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Angenommen,  die  Punkte  91,  9  iSgen  selbst  in  einer  Parallelen  zur 
Asymptote;  dann  ftllt  S  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  U,  folglich  £' 
mit  @  zusammen,  und  die  Anwendung  des  obigen  Satzes  auf  diesen  be- 
Bondem  Fall  giebt  den  Satz: 

Ist  die  Verbindungslinie  der  Grundpunkte  St,  83  parallel  zur 
Asymptote,  so  laufen  die  Verbindungslinien  der  ausgeschnit. 
tenen  Punktepaare  in  dem  Punkte  9  zusammen,  in  welchem 
die  Curve  von  der  Asymptote  geschnitten  wird. 

umgekehrt:  ' 

Geht  die  Verbindungslinie  der  Grundpunkte  %,  SB  durch 
den  Punkt  @,  so  sind  die  Verbindungslinien  der  ausgeschnit- 
tenen Punktepaare  parallel  zur  Asymptote. 

Werden  zwei  Inversionscentra  als  Grundpunkte  des  Büschels  gewählt, 
z.  B.  $,,  $2  {^'^S'  '^)i  ^^  ^^  ^®  ^  $1^8  liegende  Ecke  Q3  des  Diagonal- 
dreiecks  an  die  Stelle  von  2;  und  da  unter  den  Kreisen  des  Büschels  einer 
durch  Dj  und  O,  geht,  weil  die  Winkel  ^iDj^^j  und  ^lOj^  rechte 
sind,  so  tritt  der  dritte  in  O^Qg  liegende  Curvenpnnkt  O's  an  die  Stelle 
von  2'.     Daraus  schliesst  man  zunSchst:  / 

Die  Parallelen  zur  Asymptote,  welche  durch  die  Ecken  des 
Diagonaldreiecks  OiDaDs  gezogen  werden,  treffen  die  Gegen- 
seiten dieses  Dreiecks  in  Punkten  der  Curve  D'i,  O'g,  OV 

Im  Folgenden  werden  D\,  d>\i  £x\  kurz  die  Gegenpunkte  zu  Di,  O2 
Os  genannt. 

Femer  folgt  aus  dem  Obigen: 

Die  Kreise  eines  durch  zwei  Inversionscentra  gelegten 
Büschels  schneiden  die  Curve  in  Punktepaaren,  deren  Verbin- 
dungslinien durch  den  Gegenpunkt  desjenigen  Diagonalpunk- 
tes gehen,  welcher  in  der  Potenzaze  des  Büschels  liegt. 

Endlich: 

Die  Kreise  eines  durch  zwei  Diagonalpunkte  gelegten  Bü- 
schels schneiden  die  Curve  in  Punktepaaren,  deren  Verbin- 
dungslinien durch  den  dritten  Diagonalpunkt  laufen. 

20«  Die  ümkehrung  des  ersten  unter  Ari  19b)  bewiesenen  Satzes  führt 
in  ihrer  Anwendung  auf  specielle  Fülle  zu  bemerkenswerthen  Eigenschaften 
der  Curve;  sie  lautet: 

Zieht  man  durch  zwei  Punkte  2,  2'  der  circularen  Curve 
dritter  Ordnung,  deren  Verbindungslinie  der  Asymptote  pa- 
rallel ist,  zwei  beliebige  Strahlen,  welche  die  Curve  in  den 
Punkten  H  und  S,  beziehungsweise  in  9i'  und  83'  schneiden, 
80  liegen  die  vier  Punkte  21,  93,  91',  ©'  jedesmal  in  einem 
Kreise. 

a)  Zunächst  m5gen  die  Punkte  eines  Paares,  etwa  fl  und  SB,  zusam- 
men&llen;  der  entsprechende  Satz  lautet:  ^  j 


276  Die  Curven  dritter  und  vierter  Ordnnng  etc. 

Berührt  ein  Kreis  die  Curvein  %  und  schneidet  sie  in  %\  S', 
so  treffen  die  Tangente  in  9L  nnd  die  Gerade  %' fß'  mit  der 
Cnrve  in  Punkten  S,  2'  zusammen,  deren  Verbindungslinie  der 
Asymptote  parallel  ist. 

h)  Wir  lassen  nun  in  beiden  Paaren  die  Punkte  zusammen&Uen  und 
werden  so  zu  dem  Satze  gefUhrt: 

Die  Tangenten,  welche  ein  die  Curye  doppelt  berührender 
Kreis  mit  ihr  gemein  hat,  schneiden  die  Gurve  in  zwei  Punk- 
ten S,  S',  deren  Verbindungslinie  der  Asymptote  parallel  ist. 
Oder  auch;  Die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  irgend 
zweier  aus  £,  S'  an  dieCurve  geführten  Tangenten  geht  durch 
ein  Inversionscentrum. 

Ein  specielles  Pnnktepaar  S,  S'  bilden  die  auf  der  Asymptote  selbst 
liegenden  Punkte  U  und  @;  da  nun  die  aus  U  an  die  Curve  geführten  Tan- 
genten sie  in  den  Inversionscentren  berühren ,  so  müssen  die  aus  @  gezoge- 
nen Tangenten  in  den  Diagonalpnnkten  berühren.     Mithin: 

Die  in  den  Diagonalpunkten'0|»  D^«  Os  des  Fundamental- 
vierecks an  die  Curve  gelegten  Tangenten  vereinigen  sich  in 
dem  Punkte  @,  wo  sie  von  der  Asymptote  geschnitten  wird. 

Hieraus  folgt,  dass  ein  Kreis,  welcher  die  Curve  in  einem  der  Diago- 
nalpunkte berührt,  sie  in  zwei  Funkten  schneidet,  deren  Verbindungslinie 
der  Asymptote  parallel  ist. 

c)  Es  falle  femer  der  Punkt  93  mit  S,  ebenso  fß'  mit  S'  zusammen;  die 
beiden  Strahlen  berühren  dann  die  Curve  in  £,  2'  und  schneiden  sie  in  %,  91' 
beziehungsweise.  Mit  Beziehung  auf  einen  in  Art.  19  bewiesenen  Satz 
ergiebt  sich  hieraus: 

Zwei  Punkte  S,  2',  deren  Verbindungslinie  der  Asymptote 
parallel  ist,  liegen  mit  ihren  Tangentialpunkten  91,  S'  in 
einem  Kreise  und  die  Verbindungslinie  der  letzteren  geht 
durch  den  Punkt  @  der  Curve. 

Wird  Ol,  0\  für  2,  S'  genommen,  so  geht  91  in  @  und  somit  %'  in 
den  Tangentialpunkt  %  von  ®  über;  dasselbe  gilt  für  Dji  O'g  und  Q„  D3. 
Daher: 

Die  in  £X\y  O'g,  O's  »ä  die  Curve  gezogenen  Tangenten  ver- 
einigen sich  im  Tangentialpunkte  X  von  @. 

d)  Wenn  9L  und  ^'  sich  vereinigen,  so  berührt  der  durch  die  vier 
Punkte  91,  89,  91',  93'  gelegte  Kreis  die  Curve  in  91  und  schneidet  sie  in 
den  Punkten  93, 93';  der  unter  a)  gefundene  Satz  erfllhrt  folgende  Erweiterung: 

Berührt  ein  Kreis  die  Curve  in  9(  und  schneidet  sie  in  93,  93', 
so  treffen  die  Strahlen  9193,  9193'  die  Curve  in  zwei  Punkten 
fi,  S',  deren  Verbindungslinie  der  Asymptote  parallel  läuft. 

e)  Fallen  endlich  drei  von  den  vier  Punkten  91,  93,  9l\  93' zusammen, 
etwa  93  und  93'  mit  91,  so  verwandelt  sich  der  durch  sie  gelegte  Kreis  in 

Digitized  by  VJV/l^V  IV^ 


Von  E.  CzuBBR.  277 

den  Erümmungskreis  der  Gurre  im  Punkte  91  und  der  Strahl  S91S  geht  in 
die  Tangente  desselben  Punktes  über.  Hiermit  ergiebt  sich  der  Satz,  der 
eine  einfache  Construction  der  Krttmmungskreise  von  &^^  gestattet: 

Osculirt  ein  Kreis  die  Curve  im  Punkte  ^  und  schneidet 
sie  im  Punkte  ^\  so  treffen  die  Tangente  in  %  und  der  Strahl 
Ä91'  die  Curve  in  zwei  Punkten  2,  S',  deren  Verbindungslinie 
der  Asymptote  parallel  ist. 

Seine  Anwendung  auf  ein  Inversionscentrum  and  auf  einen  Diagonal- 
punkt  des  Fundamental  Vierecks  beweist  die  Satze: 

DerErümmungskreis  in  einemlnversionscentrum^^schnei- 
det  die  Curve  dort,  wo  sie  von  dem  Strahl  $,•©  getroffen  wird. 

Der  Krümmungskreis  in  einem  Diagonalpunkte  O;  des  Fun- 
damentalvierecks  schneidet  die  Curve  in  dem  Oegenpunkt  O'i. 

21.  Nach  den  Ausführungen  des  Art.  19  gehört  zu  jeder  Bisecante  der 
Raamcurve  C^^^  eine  bestimmte  durch  0^^^  gehende  Begelfläche  zweiter  Ord- 
nung; das  reciproke  Gebilde  der  letzteren  in  Bezug  auf  die  Kugel  ist  eine 
FlSche  derselben  Art,  deren  Begelstrahlen  denjenigen  der  ersten  Fläche 
polar  zugeordnet  sind.  In  der  stereographischen  Projection  bilden  sich  zwei 
Polaren  der  Kugel  in  ein  Paar  rechtwinkliger  Geraden  ab,  und  die  Ent- 
fernung der  Kugelpunkte,  welche  in  der  einen  enthalten  sind,  wird  im  Bilde 
durch  die  andere  halbirt  Im  Zusammenhange  mit  den  Ergebnissen  des 
Art.  19  folgt  hieraus  der  Satz: 

Zieht  man  durch  zwei  Punkte  £,  8'  der  circularen  Curve 
dritter  Ordnung,  deren  Verbindungslinie  der  Asymptote  pa- 
rallel ist,  beliebige  Strahlen,  welche  die  Curve  weiter  in  % 
und  93,  beziehungsweise  in  %'  und  S'  schneiden  mögen,  so 
werden  die  Mittellothe  der  Sehnen  9IS3  und  91^93^  durch  ein  und 
denselben  Kegelschnitt  eingehüllt. 

Die  Punkte  S,  2'  können  nur  zusammenfallen,  indem  sie  sich  mit  einem 
Inversionscentrum  vereinigen;  dann  decken  sich  auch  die  beiden  Strahlen- 
büschel um  £,  S'  und  der  sie  einhüllende  Kegelschnitt  geht  in  die  dem 
betreffenden  Inversionscentrum  zugeordnete  Focalparabel  über. 

Es  «giebt  aber  einen  Fall,  wo  die  Begelschaaren  der  polaren  Fläche 
sich  ebenso  wie  die  der  ursprünglichen  in  zwei  Strahlenbüschel  projiciren 
und  der  diese  Projectionen  einhüllende  Kegelschnitt  demgemftss  in  ein  Punkte- 
paar ausartet.  Offenbar  tritt  dies  dann  ein,  wenn  an  die  Stelle  von  £,  £' 
das  specielle  Pnnktepaar  U,  ®  gesetzt  wird;  denn  da^alle  Sehnen  9L83, 
welche  durch  U  gehen ,  parallel  sind ,  so  werden  auch  ihre  Mittellothe  parallel 
und  haben  den  unendlich  fernen  Punkt  3J  gemein.  Es  handelt  sich  also 
noch  um  den  Punkt,  in  welchem  die  Mittellothe  der  Sehnen  ^'fö'  aus  @ 
sich  vereinigen.  Die  Strahlenbüschel  aus  U  und  @  projiciren  diejenige  durch 
C<^  gehende  Begelfläche  zweiter  Ordnung,  welche  das  Ebenenbüschel  durch 
die  Tangente  u  (s.  Art.  19)  bestimmt;  die  Ebene  o  enthält  zwei  Erzeugende       j 
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dieser  Fläche,  nämlich  u  nnd  die  Gerade  //',  folglich  gehen  zwei  Erzea- 
gende der  polarreciproken  Fläche  durch  das  Centrum  0  der  Projection. 
Diejenige,  welche  u  entspricht,  ist  v  und  giebt,  wie  oben  schon  erwftbni, 
den  Punkt  C  als  Mittelpunkt  des  zu  U  gehörigen  Strahlenbfischels;  die- 
jenige, welche  II'  entspricht,  geht  dem  Art.  6  zufolge  durch  den  Doppel- 
brennpunkt ^  von  S^')  und  dieser  also  ist  Mittelpunkt  des  zweiten  Strahlen- 
büschelsy  welches  dem  Sehnenbüschel  aus  6  zugeordnet  ist. 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  zugeordneter  Strahlen  aus  den  Büscheln  U 
und  IB  ist  ein  Kegelschnitt,  und  zwar  eine  gleichseitige  Hyperbel,  weil  ihm 
der  unendlich  ferne  Punkt  der  Asymptote  von  C^^  (als  Halbimngspunkt 
der  in  ihr  enthaltenen  Sehne)  und  die  Richtung  S  der  gemeinsamen  Aze 
der  Focalparabeln  (als  Mittelpunkt  der  durch  die  unendlich  fernen  Kreis- 
punkte begrenzten  Sehne)  angehört;  6(')  wird  von  dieser  Hyperbel  in  den 
Inversionscentren  geschnitten. 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  zugeordneter  Strahlen  aus  den  Büscheln  6 
und  %  ist  der  über  ®Sf  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis;  er  schneidet 
g(3)  in  den  Diagonalpunkten  des  Fundamentalvierecks. 

Diese  Ergebnisse  können  in  den  Sätzen  zusammengefasst  werden: 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  zur  reellen  Asymptote 
parallelen  Sehnen  einer  circularen  Gurve  dritter  Ordnung, 
oder  die  auf  die  Curve  bezogene  erste  Polare  ihres  unendlich 
fernen  Punktes  U  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche  die 
Asymptote  der  Curve  und  die  Axe  ihrer  Focalparabeln  zu  Asym- 
ptoten hat;  sie  schneidet  die  Curve  in  den  Inversionscentren. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Sehnen,  welche  durch  den 
Schnittpunkt  S  der  Curve  mit  ihrer  Asymptote  laufen,  ist 
jener  Kreis  fto>  welcher  die  Verbindungslinie  von  @  mit  dem 
Doppelbrennpunkt  %  zum  Durchmesser  hat;  er  schneidet  die 
Curve  ausser  in  @  in  den  Diagonalpunkten  des  Fundamental- 
vierecks.^) 

22.  An  den  letzten  Satz  lässt  sich  eine  wichtige  Folgerung  knüpfen. 
Die  vier  Punkte  D|,  O«,  0$  und  @>,  welche  der  Kreis  fto  mit  S^'^  gemein 
hat,  bilden  die  Projectionen  von  vier  Punkten  der  Baumcurve  C^i\  welche 
dem  Punkte  0,  der  als  Projectionscentrum  gewählt  worden,  in  besonderer 
Weise  zugeordnet  sind :  die  ersten  drei  bestimmen  mit  0  die  Transversalen 
der  Gegenkantenpaare  des  Fundamentaltetraeders  und  vertreten  für  ihn  die 
in  Art.  10  mit  2)|,  Dj,  D^  bezeichneten  Punkte;  der  vierte,  S^  bestimmt 
mit  der  Tangente  u  die  Osculationsebene  von  C^^^  in  0,  welche  ans  der 
Kugel  den  zugehörigen  Krümmungskreis  ausschneidet.     Dem  obigen  Satze 


1)  Auf  diesen  und  den  dritten  in  Art.  195)  aufgestellten  Satz  gründet  nch 
die  von  H.  Dur^ge  im  14.  Bande  der  Zeitschrift  f.  Math.  n.  Phys.,  8.  368  mit- 
getheilte  Construction  ciroularer  Curven  dritter  Ordnung. 
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zufolge  liegen  nun  die  Punkte  Diy  D^j  D^^  S  in  einem  Kreise  der  Kugel 
and  diese  Beziehung  gilt,  wie  für  0,  so  fttr  alle  Paukte  der  C(*).  Da  end- 
lich der  osculirende  Kreis  der  Baumcurve  sich  in  den  osculirenden  Kreis 
des  zugeordneten  Punktes  der  Frojection  abbildet,  so  schliessen  wir: 

Bestimmt  man  zu  einem  beliebigen  Punkte  %  der  circula- 
ren  Curve  dritter  Ordnung  (oder  der  biciroularen  Curve  vier- 
ter Ordnung)  die  Punkte  S)i,  ^£,  S)s  und  legt  durch  dieselben 
einen  Kreis,  so  schneidet  dieser  die  Curve  zum  vierten  Male 
in  demjenigen  Punkte,  wo  sie  von  dem  zu  31  gehörigen  Oscu- 
lationskreis  geschnitten  wird. 

Fällt  %  mit  einem  Inversionscentrum  zusammen,  so  wird  die  zugehö- 
rige Punktgrappe  ^i,  ^g*  ^s  ^^^ch  die  drei  anderen  Inversionscentra  ver- 
treten.    Mithin: 

Der  durch  drei  Inversionscentra  der  circularen  Curve 
dritter  Ordnung  gelegte  Kreis  schneidet  die  Curve  nochmals 
dort,  wo  sie  von  dem  zum  vierten  Inversionscentrum  gehörigen 
Krümmungskreise  geschnitten  wird. 

Lfisst  man  %  mit  0|  zusammenfallen,  so  treten  Dg»  0$  an  die  Stelle 
zweier  S) -Punkte  und  der  durch  die  letzteren  gelegte  Kreis  artet  in  die 
Gerade  O^Qs  aas;  mithin  schneidet  der  in  O^  osculirende  Kreis  die  Curve 
im  zugehörigen  Gegenpunkte  0\,  ein  Besultat,  das  am  Schlüsse  des  Art.  20 
auf  anderem  Wege  gefunden  worden  ist. 

23.  Aus  der  räumlichen  Betrachtung,  welche  zu  den  Schlusssätzen  des 
Art.  21  geftlhrt  hat,  geht  hervor,  dass  die  Ebenen  eines  durch  IT  gelegten 
Büschels  mit.  der  Kugel  ein  Büschel  von  Kreisen,  deren  Pole  auf  dem  Strahl 
0%  liegen,  und  mit  der  Baumeurve  C^^^  eine  Schaar  von  Bisecanten  be- 
stimmen, welche  den  Strahl  0@  schneiden;  das  Kreisbüschel  bildet  sich  ste- 
reographisch  in  eine  Schaar  concentrischer  Kreise  um  S  als  Centrum,  die 
Schaar  der  Bisecanten  in  ein  Strahlenbüschel  um  den  Punkt  @  ab ,  und  aus 
der  eindeutigen  Zuordnung  zwischen  Kreisen  und  Strahlen  folgt: 

Ein  Büschel  concentrischer  Kreise  und  ein  ihm  projecti- 
visches  Strahlenbüschel  erzeugen  eine  circulare  Curve  drit- 
ter Ordnung,  für  welche  der  Mittelpunkt  des  ersteren  der 
Doppelbrennpunkt  ist  und  welche  im  Mittelpunkt  des  letzte- 
ren von  der  reellen  Asymptote  geschnitten  wird;  diese  selbst 
ist  der  dem  unendlich  grossen  Kreise  entsprechende  Strahl. 

24.  Einem  bekannten  Satze  zufolge  fällt  der  Mittelpunkt  des  Kreises, 
der  einem  beliebigen  Polardreieck  einer  Parabel  umschrieben  wird,  in  die 
Lmtlinie.  Da  nun  irgend  drei  Inversionscentra,  z.  B.  $,,  $3,  $4  (Fig.  5), 
ein  Tripel  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  die  dem  vierten  Centrum  $j 
zugeordnete  Focalparabel  bilden,  so  geht  die  Leitlinie  der  letzteren  durch 
den  Mittelpunkt  d  des  durch  die  erstgenannten  Punkte  gelegten  Kreises.  ' 
Es  ist  aber  leicht  zu  erkennen,  dass  die  Punkte  Oi,  $1  mit  dem  Mittelpunkt 
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SDto  <le8  Kreises  fto,  welcher  dem  Diagonaldreieck  DiDsO,  umschrieben  ist, 
in  einer  Geraden  und  derart  liegen,  dass  Oi9Ro  =  9Ro$i  ^^  Daraas 
schliesst  man: 

Die  Leitlinien  der  Focalparabeln  einer  circularen  CurYe 
dritter  Ordnung  gehen  durch  die  Ecken  eines  Vierecks 
O1O2OSO4,  das  symmetrisch  ist  zu  dem  Fundamentalviereck  in 
Bezug  auf  den  Mittelpunkt  des  durch  seine  Diagonalpunkte 
gelegten  Kreises, 

§4. 

Besondere  Formen  der  oircnlaren  Cnrve  dritter  Ordnung. 

a)  Symmetrische  Corren« 

25.  Von  den  drei  besonderen  Lagen  des  Projectionscentrums,  welche 
in  Art.  14  angefGLhrt  worden  sind,  kann  hier,  wo  dasselbe  auch  der  Gurre 
angehören  muss,  nur  die  erste  platzgreifen;  indem  aber  das  Projections- 
centrum  auf  der  Baumcurve  C^*^  und  in  einer  Seitenfifiche  des  Fundamental' 
tetraeders  zugleich  Uegt,  f&llt  es  mit  einem  der  Punkte  stationSrer 
Schmiegungsebenen  zusammen.  Dies  hat  zur  Folge,  dass  die  Asym- 
ptote zur  Wendetangente  im  unendlich  fernen  Punkte  U  der  Curve  wird 
'und  dass  die  Zahl  der  cyklisohen  Punkte  sich  um  Eins  verringert  Als 
besondere  Eigenschaft  ist  demnach  zunächst  hervorzuheben: 

Die  symmetrische  circulare  Curve  dritter  Ordnung  besitzt 
eine  Inflexionsasymptote. 

Die  Symmetrieaze  vertritt  die  Stelle  einer  Focalparabel  und  des  zugeord- 
neten Inversionskreises  y  enthält  die  im  Endlichen  verbliebenen  Inversions- 
centra,  die  nun  gleichzeitig  cyklische  Punkte  der  Ourve  und  Diagonalpunkte 
ihres  Fundamentalvierecks  sind,  und  ist  gemeinsame  Aze  der  übrigen  Focal- 
parabeln.    Auf  ihr  liegen: 

a)  bei  der  zweitheiligen  Curve  ausser  den  drei  Inversionscentren  eventuell 
die  vier  einfachen  Brennpunkte,  wenn  sie  nicht  einem  Kreise  angehören; 
h)  bei  der  eintheiligen  Curve  ausser  dem  Inversionscentrum  zwei  einfache 
Brennpunkte  —  die  beiden  anderen  sind  symmetrisch  angeordnet; 

c)  bei  der  Curve  mit  Knotenpunkt  nebst  dem  Inversionscentmm  die  vier 
einfachen  Brennpunkte,  zwei  davon  mit  dem  Doppelpunkt  vereinigt; 

d)  bei  der  Curve  mit  isolirtem  Punkte  ausser  dem  Inversionscentrom 
eventuell  die  beiden  getrennt  liegenden  einfachen  Brennpunkte,  wenn 
sie  nicht  symmetrisch  angeordnet  sind; 

e)  bei  der  Curve  mit  stationärem  Punkte  die  vier  einfachen  Brennpunkte, 
drei  davon  mit  der  Spitze  vereinigt. 

Eine  symmetrische  Curve  entsteht,  wenn  der  Mittelpunkt 
des  Inversionskreises  in  der  Aze  der  Focalparabel  angenom- 
men wird. 
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Die  unter  e)  angeführte  Form,  die  Cissoide,  ist  dem  Art  12  zufolge 
Fosspunktcurve  einer  Parabel  in  Bezug  auf  den  Scheitel  als  Pol  und  kann 
auch  in  der  dort  näher  angegebenen  Weise  als  BoUcurve  erzeugt  werden, 
wenn  Grundeurre  und  rollende  Gurre  congruente  Parabeln  sind  und  der 
Scheitel  der  zweiten  als  beschreibender  Punkt  gew&hlt  wird. 

b)  Carren,  bei  welchen  die  unendlich  fernen  Kreispnnkte 
ooi^ugirte  Punkte  sind.') 

26.  Eine  besondere  Gattung  bilden  diejenigen  circularen  Cnrven  dritter 
Ordnung,  bei  welchen  der  Doppelbrennpunkt  ein  Punkt  der  Curve  ist,  mit 
anderen  Worten,  deren  imaginäre  Asymptoten  auf  der  Curve  sich  schneiden, 
die  unendlich  fernen  Ereispunkte  also  das  Merkmal  conjugirter  Punkte 
aufweisen. 

Dem  am  Schlüsse  des  Art  21  ausgesprochenen  Satze  zufolge  liegt  der 
Doppelbrennpunkt  %  mit  den  Punkten  Dx,  O2)  O3  und  6  in  einem  Kreise 
^0,  dem  letztgenannten  Punkte  diametral  gegenüber;  fällt  er  in  die  Curve, 
so  mu88  er  also  nothwendig  mit  einem  der  Punkte  Oi,  Ot»  Os  coincidiren 
—  es  geschehe  dies  mit  D3,  so  dass  fortan  Os^fJ«  l^es  hat  zur  Folge, 
dass  für  jede  Focalparabel  eine  Seite  des  ihr  zugeordneten,  von  drei  Seiten 
des  Fundamentalvierecks  gebildeten  Polardreiecks  durch  den  Brennpunkt 
geht,  die  gegenüberliegende  Ecke  also  auf  der  Leitlinie  liegt.  Daraus  leitet 
sieh  der  Satz  ab: 

Bei  einer  circularen  Curve  dritter  Ordnung,  welche  durch 
ihren  Doppelbrennpunkt  geht,  liegen  die  Inversionscentra  in 
den  Leitlinien  der  Focalparabeln,  mit  anderen  Worten,  die  aus 
dem  reellen  unendlich  fernen  Punkte  einer  solchen  Curve  an 
dieselbe  gezogenen  Tangenten  sind  die  Leitlinien  ihrer  Focal- 
parabeln. 

Die  Yergleichung  dieses  Satzes  mit  dem  in  Art.  24  bewiesenen, «wel- 
eher  von  der  Lage  der  Leitlinien  bei  der  allgemeinen  Curve  handelt,  zeigt, 
dass  bei  der  speciellen  Curve  die  Inversionscentra  sich  in  zwei  Paare  son- 
dern, derart,  dass  die  Punkte  jedes  Paares  auf  entgegengesetzten  Seiten 
und  in  gleichen  Entfernungen  von  dem  zur  Asymptote  parallelen  Durch- 
messer des  Kreises  fi^  liegen;  und  die  Leitlinie  der  dem  einen  von  beiden 
zugeordneten  Focalparabel  geht  durch  den  andern. 

Die  Bedingung,  unter  welcher  die  circulare  Curve  dritter  Ordnung 
durch  ihren  Doppelbrennpunkt  geht,  besteht  dem  Obigen  zufolge  darin, 
dass  eine  Seite  des  der  Focalparabel  und  dem  Inversionskreis  gemeinsamen 
Polardreiecks  durch  den  Brennpunkt  der  ersteren  gehen,  eine  Ecke  also  auf 
ihrer  Leitlinie  liegen  muss.  Zieht  sich  der  Inversionskreis  auf  einen  Punkt 
zusammen,  so  ist  der  Bedingung  nur  dann  entsprochen,  wenn  dieser  Punkt 
entweder  der  Leitlinie  angehört,  oder  mit  dem  Brennpunkt  zusammenfällt 


1)  YergL  die  in  der  Einleitung  anter  4)  bis  8)  citirten  Arbeiten. 
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In  letzterem  Falle  zerftJlt  die  Curye  in  eine  (xerade  und  einen  doppelt 
zählenden  Punkt;  es  bleibt  also  als  einzig  mOgliche  Singularit&t 
der  Doppelpunkt  (als  Knotenpunkt)  übrig. 

Da  die  Tangenten  der  Punkte  D|t  O^,  O3  siob  in  @  vereinigen ,  so 
folgt  für  die  specielle  Form  der  Curve  der  Satz: 

Der  Durchmesser  des  Kreises  ftg,  welcher  @  mit  g  verbin- 
det, berührt  die  Curve  in  dem  letzteren  Punkte. 

27.  Es  ist  früher  gezeigt  worden  (Art.  19),  dass  ein  Kreis,  der  durch 
zwei  Diagonalpunkte  geht,  die  Curve  ausserdem  in  zwei  Punkten  schneidet, 
deren  Verbindungslinie  durch  den  dritten  Diagonalpunkt  Ifiufk.  Auf  den 
vorliegenden  besondern  Fall  angewendet,  führt  dies  zu  dem  Resultat,  dass 
die  Kreise  eines  Büschels  mit  den  Grundpunkten  0|,  O^  die  Curve  in 
Punktepaaren  schneiden,  deren  Verbindungslinien  ein  Strahlenbüachel  um 
den  Doppelbrennpunkt  %  bilden.  Es  handelt  sich  um  die  Zuordnung  der 
Kreise  und  Strahlen. 

Behufs  Erledigung  dieser  Frage  mögen  drei  besondere  Kreiae  ans  dem 
Büschel  herausgehoben  werden:  deijenig8|  welcher  die  Curve  in  D|  berührt, 
dann  jener,  welcher  sie  in  O2  berührt,  endlich  der  Kreis  Sto  (Fig.  6).  Der 
erste  schneidet  die  Curve  ausser  in  Dg  im  Punkte  D  s  [s*  Schlussbemerkong 
Art.  206)],  ihm  ist  also  der  Strahl  0|$0'«  zugeordnet,  welcher,  da  Winkel 
®OiS  ein  rechter  ist,  dui'ch  seinen  Mittelpunkt  90t^  geht;  der  zweite  Kreis 
schneidet  die  Curve  ausser  in  D^  im  Punkte  £x\,  der  ihm  zugeordnete 
Strahl  O^^^O'i  geht  aus  dem  analogen  Grunde  durch  seinen  Mittelpunkt 
äR«;  der  dritte  Kreis  schneidet  die  Curve  in  den  Punkten  %  und  ®,  deren 
Verbindungslinie  gleichfalls  durch  den  zugehörigen  Mittelpunkt  9Ro  g^^ 
Daraus  aber  folgt,  dass  dieselbe  Beziehung  bei  allen  Paaren  zugeordneter 
Elemente  stattfindet;  denn  die  Mittelpunkte  der  Kreise  bilden  auf  der  Cen- 
trallinie  des  Büschels  eitfe  Punktreihe,  welche  zu  derjenigen,  die  das  Strahlen- 
büschel um  %  auf  dieser  Linie  bestimmt,  projectivisch  ist,  und  da  drei 
Elemente  beider  Reihen  sich  decken,  so  geschieht  dies  mit  allen. 

Die  Centrallinie  des  Kreisbüschels  ist,  da  sie  die  Mittelpunkte  von  OiO'2 
und  DgD'i  verbindet,  der  Asymptote  parallel,  seine  Axe  O2O2  steht 
somit  auf  der  Asymptote  senkrecht. 

Hiermit  ist  die  einfachste,  von  Küpper  zuerst  angegebene  Erzeugungs- 
weise der  speciellen  Curve  nachgewiesen,  die  wir  so  aussprechen  können: 

Ein  Kreisbüschel  und  das  Büschel  der  durch  einen  festen 
Punkt  gehenden  Durchmesser  erzeugen  eine  circulare  Carve 
dritter  Ordnung,  für  welche  die  unendlich  fernen  Kreispunkte 
conjugirte  Punkte  sind;  der  Mittelpunkt  des  Durchmesser- 
büschels ist  ihr  Doppelbrennpunkt  und  bestimmt  mit  den 
Grundpankten  des  Kreisbüschels  das  Diagonaldreieck  des  Vier- 
ecks ihrer  Inversionscentra. 
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Daraus  ergiebt  sich  uiuniitelbari  dass  die  so  erzeugte  Curye  zweitheilig 
ist«  wenn  das  Ereisbüschel  reelle  Orundpunkte  hat;  dass  sie  eintheilig  wird, 
wenn  das  Büschel  ein  solches  mit  Orenzpunkten  ist;  dass  sie  einen  Doppel- 
punkt aufweist  I  wenn  die  Kreise  des  Büschels  einander  berühren. 

Es  möge  noch  ein  zweiter  Beweis  des  letzten  Satzes  Platz  finden, 
welcher  auf  die  Baumcurve  C^^^  zurückführt. 

In  der  Ebene  o  werde  eine  gerade  Punktreihe  p  angenommen  und  aus 
derselben  in  einer  beliebigen  Geraden  p'  eine  projectivische  Punktreihe  der- 
art abgeleitet,  dass  jedem  Punkte  in  p  der  ihm  bezüglich  der  Kugel  con- 
jugirte  Punkt  in  p'  zugeordnet  wird.  Den  beiden  Punktreihen  entsprechen 
in  Bezug  auf  die  Kugel  zwei  projectiyische  Büschel  von  Polarebenen,  welche 
aus  der  Kugel  zwei  projectivische  Kreisbüschel  ausschneiden,  deren  Erzeug- 
niss  eine  Curve  vierter  Ordnung  C^^  ist,  die  durch  das  Projectionscentrum  0 
als  einen  der  Orundpunkte  des  aus  J9  entspringenden  Büschels  hindurchgeht. 
Je  zwei  zugeordnete  Kreise  der  beiden  Büschel  schneiden  sich,  den  gemach- 
ten Voraussetzungen  gemäss,  orthogonal. 

Nun  gehe  man  zur  Projection  über.  Die  Projection  von  C^*^  ist  eine 
circulare  Curye  dritter  Ordnung,  die  Projection  des  aus  p'  entsprungenen 
Kreisbüschels  wieder  ein  Kreisbüschel,  dagegen  die  Projection  des  der  Pol- 
reihe p  entsprechenden  Kreisbüschels  ein  Strahlenbüschel ,  und  da  zusammen- 
gehürige  Elemente  auch  in  der  Projection  sich  rechtwinklig  schoeiden,  so 
sind  die  Strahlen  Durchmesser  der  zugeordneten  Kreise.  Die  circulare  Curve 
dritter  Ordnung,  welche  die  Projection  von  C^^^  bildet,  erscheint  also  als 
Erzeugniss  eines  Kreisbüschels  und  der  in  einem  festen  Punkte  zusammen- 
lanfenden  Durchmesser. 

Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  dass  sie  durch  ihren  Doppelbrennpunkt  geht 
Der  Beweis  hierfür  gründet  sich  auf  die  Bemerkung,  dass  die  Polarebenon 
deijenigen  Punkte  in  p  und  p\  welche  der  Kugelfläche  angehören,  diese 
sowohl,  als  die  Curve  C^^^  in  eben  diesen  Punkten  berühren.  Demzufolge 
sind  die  Spuren  der  Polarebenen  der  beiden  imaginären  Punkte  J,  1%  welche 
p  mit  der  Kugel  gemein  hat,  Tangenten  der  Projection  von  C^^^  in  den  un- 
endlich fernen  Kreispunkten,  und  da  sie  sich  auf  der  Curve,  nämlich  im 
Mittelpunkt  des  Durchmesserbüschels,  schneiden,  so  ist  &^  thatsächlich  von 
der  bezeichneten  speciellen  Art 

Die  Centrallinie  m  des  Kreisbüschels  OiO^  (Fig.  6)^halbirt  die  durch 
%  laufenden  Sehnen  der  Curve;  einem  für  die  allgemeine  Curve  bewiesenen 
Satze  (Schlusssatz  des  Art.  21)  zufolge  werden  die  durch  @  laufenden  Sehnen 
von  dem  ümfimge  des  Kreises  fto  halbiri  Wenn  demnach  die  Asymptote  d 
(Fig.  7),  ihr  Schnittpunkt  @  mit  der  Curve,  der  Doppelbrennpunkt  %  und 
ein  beliebiger  Punkt  %  der  Curve  gegeben  sind,  so  lassen  sich  weitere 
Punkte  in  beliebiger  Anzahl  wie  folgt  ableiten.  Man  verzeichne  den  Kreis 
Sq,  der  &%  zum  Durchmesser  hat,  und  führe  durch  seinen  Mittelpunkt  SDto 
die  Parallele  m  zu  |.    Der  auf  dem  Strahl  @  9  zu  9  in  Bezug  auf  den 
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umfang  von  Sq  symmetrisch  liegende  Punkt  S  sowohl,  als  der  auf  dem 
Strahl  %%  zu  9[  in  Bezug  auf  m  symmetrisch  liegende  Punkt  6  gehören 
der  Curve  an,  und  von  93,  €  aus  lassen  sich  auf  demselben  Wege  neue 
Punkte  gewinnen.  Nur  wenn  %  mit  einem  der  Schnittpunkte  von  Sq  und 
m  zusammenfKllt,  führt  die  unmittelbare  Anwendung  dieses  Yerfidurens  zu 
keinem  Ziele;  da  aber  %  nun  Doppelpunkt  der  Curve  wird,  so  gehört  ihr 
auch  derjenige  Punkt  an,  wo  die  Parallele  zu  m  aus  f$  und  die  Senkrechte 
zu  m  aus  %  sich  schneiden,  und  dieser  kann  zum  Ausgangspunkt  genommen 
werden. 

28.  Die  Betrachtungen  des  vorigen  Artikels  geben  die  Mittel  an  die 
Hand,  um  ftir  eine  nach  dem  Küpper 'sehen  Verfahren  erzeugte  Curve  die 
Asymptote,  das  Fundamental viereck ,  die  Focalparabeln  und  Inversionskreise 
zu  construiren. 

Mit  Beibehaltung  der  früheren  Beiaichnungen  seien  jQ^ ,  D^  (Fig.  8)  die 
Grundpunkte  des  KreisbUschels  und  $  der  Mittelpunkt  des  Durchmesser- 
büschels. Die  Richtung  der  Asymptote  d  ist  durch  die  Centrallinie  m  des 
Kreisbüschels  gegeben  und  ihre  Lage  dadurch  bestimmt,  dass  sie  von  m 
ebenso  weit  entfernt  ist  wie  $  und  auf  der  entgegengesetzten  Seite  liegt 
Der  durch  %  gelegte  Kreis  des  Büschels  schneidet  d  im  Punkte  @,  die  ans 
€  nach  den  Punkten  D^,  Og,  S  geführten  Strahlen  berühren  hier  die 
Curve.  Die  Verbindungslinien  von  %  mit  den  Punkten  2,  91,  welche  ft^ 
mit  m  gemein  hat,  bestimmen  die  in  %  sich  schneidenden  Seiten  des  Fnn- 
damentalvierecks,  welche  ihre  Begrenzung  durch  die  aus  £,  91  resp.  beschrie- 
benen Kreise  des  Büschels  erhalten;  hiermit  sind  die  Inversionscentra  $,,  $s, 
$89  $«  bestimmt.  Auch  fUr  die  Focalparabeln  liegen  die  nöthigen  Ele- 
mente bereits  vor;  ^  ist  ihr  gemeinsamer  Brennpunkt,  die  durch  §  za  m 
gezogene  Senkrechte  x  ihre  gemeinsame  Aze,  und  ihre  Leitlinien  gehen  durch 
die  Inversionscentra  —  die  Zuordnung  ist  aus  Art.  26  zu  entnehmen. 
Endlich  sind  noch  die  Inversionskreise  anzugeben.  Zu  ihrer  Construction 
führt  die  Bemerkung,  dass  die  Kreise  St^  ft^  mit  dem  Kreise  2  zu  einem 
Büschel  mit  der  Potenzaxe  $3^4  und  die  Kreise  ^3,  ^4  mit  dem  Kreise  9t 
zu  einem  Büschel  mit  der  Potenzaxe  $|$2  gehören. 

Die  Construction  erleidet  eine  unwesentliche  Aenderung,  wenn  die  Grund- 
punkte  Dl,  Dg  imaginär  sind;  die  aus  %  nach  den  Grenzpunkten  des  Kreis- 
büschels gezogenen  Strahlen  berühren  die  Curve  in  den  letzteren.  Von  den 
beiden  Kreisen  2,  91  wird  nur  einer  und  demgemSss  nur  ein  Paar  von 
Inversionscentren  etc.  reell.  * 

29.  Die  Anwendung  des  eben  besprochenen  Verfahrens  auf  den  Fftll, 
wo  0|,  O)  zu  einem  Punkte  O  (Fig.  9)  sich  vereinigen,  führt  in  sehr  ein- 
facher Weise  zu  einigen  bemerkenswerthen  Eigenschaften  der  Curve 
mit  Doppelpunkt^) 


1)  Veigl.  die  eingangs  unter  7)  und  8)  dtirten  Arbeiten.   ^^  . 
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Darch  den  Anblick  der  Figur  erkennt  nnan  unmittelbar: 

Die  Entfernung  des  Doppelpunktes  D  von  der  Asymptote  d 
ist  halb  so  gross  als  jene  des  Doppelbrennpunktes  ^,  und  die 
Dreiecke,  welche  er  mit  den  Punkten  ©,  $  einerseits  und  mit 
den  Inversionscentren  $i,  ^^  andererseits  bestimmt,  sind  recht- 
winklig bei  O.*) 

Geht  man  von  einem  beliebigen  Kreise  des  Büschels  aus ,  verbindet  die 
auf  demselben  liegenden  Punkte  91,  S3  der  Curve  mit  O  und  schreitet  nun 
zu  immer  kleineren  Kreisen  des  Büschels  fort,  so  sind  die  Grenzen,  wel- 
chen die  Strahlen  SlO»  930  dabei  sich  nähern,  die  Tangenten  der  Curve 
im  Doppelpunkte;  da  nun  der  Winkel  SO 93  beständig  ein  rechter  bleibt, 
so  folgt  hieraus: 

Die  Tangenten  im  Doppelpunkt  stehen  aufeinander  senk- 
recht 

Zu  ihrer  näheren  Bestimmung  führt  die  Bemerkung,  dass  jeder  durch 
ein  Inversionscentrum  gesogene  Strahl  die  Curve  in  zwei  weiteren  Punkten 
gleichwinklig  schneidet;  dies  gilt  auch  von  den  Strahlen  $,D,  ^^D 
und  läset,  wenn  man  den  ersten  Satz  dieses  Artikels  beachtet,  erkennen: 

Die  Tangenten  im  Doppelpunkte  halbiren  die  Winkel  der 
nach  den  beiden  Inversionscentren  gezogenen  Strahlen. 

Die  Focalparabeln  (S|,  Sg,  deren  Leitlinien  durch  $2?  $i  beziehungs- 
weise gehen,  schneiden  sich  in  O  rechtwinklig  und  berühren  dort  die  zu- 
geordneten Inversionskreise  fij,  St^;  die  dritte  Focalparabel,  welcher  der 
punktförmige  Inversionskreis  D  zugehört,  hat  m  zur  Leitlinie  und  berührt 
die  Doppelpunktstangenten  der  Curve. 

30.  Es  ist  in  Art  25  erwähnt  worden,  dass  bei  der  allgemeinen  Curve, 
wenn  sie  symmetrisch  wird,  die  Diagonalpunkte  des  Fundamentalvier- 
ecks mit  den  Inversionscentren ,  und  zwar  in  der  Sjmmetrieaxe  zusammen- 
fallen.    Daraus  folgt: 

Wird  die  circulare  Curve  dritter  Ordnung,  bei  welcher 
die  unendlich  fernen  Kreispunkte  conjugirte  Punkte  sind, 
symmetrisch,  so  ist  ihr  Doppelbrennpunkt  zugleich  Inver- 
sionscentrum und  cyklischer  Punkt 

Die  Bedingung  für  das  Entstehen  einer  solchen  Curve,  wenn  sie  als 
Enveloppe  eines  Kreises  erzeugt  wird,  besteht  darin,  dass  der  Inversions- 
kreis ausser  der  in  Art.  26  ausgesprochenen  Forderung  auch  noch  die  er- 
fllllen  muss,  dass  sein  Mittelpunkt  in  der  Axe  der  Focalparabel  liege.  Wird 
die  Curve  nach  dem  Kupp  er 'sehen  Verfahren  erzeugt,  so  tritt  Symmetrie 
ein,  sobald  der  Mittelpunkt  des  DurchmesserbUschels  in  der  Potenzaxe  des 
Kreisbttschels  angenommen  wird;  sowohl  dieser,  als  auch  die  Grundpunkte 
des  Kreisbflschels  sind  Inversionscentra  der  Curve. 


1)  Von  dem  Dreieck  $,%0  gilt  Letzteres  auch  bei  der  allgemeinen  Curve. 
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Die  symmetrische  Cnrve  mit  Doppelpunkt  ist  unter  dem  Namen  Stro- 
phoide  bekannt* 

31.  Zum  Schluss  mögen  noch  die  beiden  IKUe  Erw&hnung  finden,  wo 
die  specielle  Curve  in  Linien  niederer  Ordnung  zerftUl 

Einmal  geschieht  dies,  wenn  der  Mittelpunkt  %  des  Durchmesserbfischels 
in  der  Centrallinie  m  des  Ereisbflschels  angenommen  wird  (Fig.  10);  die 
Curve  zerf&llt  dann  in  die  Gerade  m  und  den  aus  %  als  Mittelpunkt  be- 
schriebenen Kreis  des  Büschels,  die  Schnittpunkte  beider  sind  Doppelpankte 
der  Oesammtcurve;  das  in  Art  28  erörterte  Verfahren  liefert  die  InTerdons* 
centra  und  die  Inversionskreise.  Aus  ^j,  $,  wird  der  Kreis  %  in  die 
Gerade  m  und  umgekehrt  übergeführt,  aus  den  Punkten  $„  $4  werden 
beide  in  sich  selbst  transformirt.  Die  zu  $^,  $,  gehörigen  Focalparabeb 
berflhren  die  zugehörigen  Inversionskreise  in  den  Endpunkten  der  kürzesten 
Brennpunktssehne ,  die  beiden  anderen  fallen  mit  der  Axe  x  zusammen.  Man 
entnimmt  daraus,  dass  die  Einhüllende  eines  Kreises,  dessen 
Mittelpunkt  eine  Parabel  durchlauft  und  dessen  umfang  den 
diese  Parabel  in  den  Endpunkten  ihrer  kürzesten  Brennpunkts- 
sehne doppelt  berührenden  Kreis  orthogonal  schneidet,  ans 
dem  über  dieser  Sehne  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise 
und  der  ins  Unendliche  verlängerten  Sehne  selbst  sich  zusam- 
mensetzt. 

Der  zweite  hierher  zählende  Fall  wird  herbeigeführt,  wenn  man  den 
Mittelpunkt  des  Durchmesserbüschels  mit  einem  der  Grundpunkte  des  Kreis- 
büschels zusammenfallen  lässt;  die  Curve  löst  sieh  in  einen  doppelt  zählen- 
den Punkt  und  eine  Gerade  auf.  Diese  bildet  die  Leitlinie,  jener  den 
Brennpunkt  der  Focalparabel.  Es  spricht  sich  darin  der  bekalmte  Satz  aus, 
dass  die  ans  den  Punkten  einer  Parabel  durch  ihren  Brennpunkt  beschrie- 
benen Kreise  von  der  Leitlinie  eingehüllt  werden. 
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XVI. 

Zur  Theorie  der  bin&ren  quadratischen  Formen 
von  positiver  Determinante, 

Von 

J.  VlVANTl 
in  M »Htm. 

Zweite  Mitlheilitng.* 


1.  Die  Yorliegende  Note  ist  der  üntersaehung  der  anbestimmten  Oleich- 

Ton  dem  Siandpankte  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  aus  besonders 
gewidmet  Es  mögen  jedoch  einige  Bemerkungen  über  Nullformen  voran- 
gehen, die  vielleicht  bei  den  nachfolgenden  Entwickelungen  von  Nutzen 
sein  werden. 

2.  Eine  Nullform  kann  keine  uneigentliche  Form  sein.  Denn 
dazu  mflsste  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  a ,  c  in  &  nicht  auf- 
gehen, was  unmöglich  ist. 

3.  Eine  primitive  Nullform  (a,  5,  — c)  ist  stets  und  nur 
dann  eine  ambige  Form,  wenn  a=l  oder  a  =  2. 

Dass  in  diesen  lallen  die  Form  ambig  ist,  zeigt  sich  von  selbst.  Ist 
umgekehrt  (a,  5,  —  c)  eine  ambige  Form,  so  muss  h  durch  a  oder  durch 
^a  theilbar  sein;  es  ist  aber  c  =  a  +  by  folglich  haben  a,  b,  c  den  gemein- 
schaftlichen Theiler  a  oder  ^a,  und  die  Form  ist  nicht  primitiv,  wenn  nicht 
0=1  oder  a  =  2  ist. 

4.  Die  Werthe  von  D,  für  welche  primitive  ambige  Null- 
formen (a,  5,  — c)  ezistiren,  sind  dadurch  charakterisirt,  dass 
die  Oleichung  A)  für  flp=l  oder  für  x  =  2  einen  ganzzahligen 
Werth  von  y  liefert. 

Ist  erstens  (a,  5,  — e)  eine  ambige  Form,  so  ist  a  =  l  oder  a=2,  und 
2)  =  5S  +  6  +  l   bezw,  =5<  +  26  +  4; 
durch  Einsetzung  in  A)  folgt: 

ir«(6«+6  +  l)-3=^j^  bezw.  »«(ft«  +  26  +  4)-3  =  y«. 

*  Die  vorangehende  Arbeit  ist  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  XXXI  S.  273—282 
erschieiien.    Sie  möge  im  Folgenden  als  Z.  T.  I  citirt  werden. 

**  Diese  Oleichung  werden  wir  von  nun  an  als  Qieichang  A)  bezeichnen^ 
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Setzt  man  ap»2  bezw.  t=  1,  so  folgt: 

y= +(26  +  1)  bezw.  =±(5+1). 
Hat  zweitens  A)  eine  ganzzahlige  Lösnng  (1,  y)  oder  (2 ,  ^) ,  so  folgt: 
D=::j^  +  3  bezw.  42)  =  y»+3. 
Setzt  man  nun  yssh+1  bezw.  &=:2&  +  l  (da  y  im  zweiten  Falle  offenbar 
ungerade  sein  muss),  so  erbiflt  man: 

Ds5«+2ft  +  4  bezw.  «6«+6  +  l, 
so  dass  man  die  ambigen  primitiven  NuUformen  hat: 

(2,  ft,  -(6+2))  bezw.  (1,  5,  -(6  +  1)). 

5.  Für  geradzahlige  Werthe  Ton  D  giebt  es  keine  primiti- 
ven Nullformen;  denn  aus 

D^a^  +  ab  +  V 

erhellt y  dass,  wenn  D  gerade  ist,  a  und  6  ebenfidls  gerade  sein  mfissen. 

6.  Besitzt  die  Oleichung  A)  ganzzahlige  Lösungen,  so  folgt 
dasselbe  für  jede  andere  Gleichung 

bei  welcher  D' aus  der  Division  vonD  durch  ein  vollständiges 

Quadrat  entsteht.    Denn  setzt  man  If^r:*  so  entspringt  aus  derL5- 

n 

sung  (x^y)  vdh  A)  die  LOsung  (hx,y)  unserer  Gleichung. 

7.  Die  Frage  nach  den  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
für  die  Lösbarkeit  der  Gleichung  A)  in  ganzen  Zahlen  iSsst  sich  bis  jeiit 
nicht  vollständig  erledigen.  Von  der  praktischen  Auflösung  des  Problems, 
sowie  von  der  Aufsuchung  der  Werthepaare  {x^y),  welche  die  Gleichung  A) 
befriedigen,  wird  weiter  unten  gehandelt.  Hier  möge  nur  gezeigt  werden, 
dass  A)  stets  und  nur  für  diejenigen  Werthe  von  D  rational  auf- 
lösbar ist,  welche  Nullformen  zulassen. 

Ist  g^  das  grösste  in  D  enthaltene  Quadrat,  und  setzt  man: 

SO  geht  A)  in: 

«)  iyz*-r*-3z»=o 

über;  jeder  rationalen  Lösung  von  A)  entspricht  eine  ganzzahlige 
Lösung  von  a),  und  umgekehrt.  Nun  ist  bekanntlich  (Dirichlet,  Zahlen- 
theorie, 3.  Aufl.,  §  157)  die  Gleichung: 

aa?  +  6y*  +  ci5«  =  0 
stets  und  nur  dann  in  relativen  Primzahlen  Xj  y^  $  lösbar,  wenn: 

(^')='.  (=^)-i.  (=r)-'. 

und  a,  6,  6  nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen  haben.  Wenden  wir  den  Sais 
auf  die  Gleichung  a)  an,  so  reduciren  sich  die  obigen  Bedingungen  auf: 
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&')=-.  (5)= 


Wegen  der  zweiten  Bedingung  xnnss  If  die  Form  3n  oder  3fi  +  l 
haben;  wegen  der  ersten  moss  (Ganss,  Disq.  Ar.  120)  D'  angerade  sein 
imd  keinen  Theiler  von  der  Form  6fi  +  5  1>e8itzen*  Folglich  müssen  in  D 
der  Factor  2  nnd  die  Primzahlen  von  der  Form  6fi  +  5  mit  geraden  Ex- 
ponenten auftreten.  Dies  ist  aber  (Z.  T.  I,  5)  die  nothwendige  und  hin- 
raichende  Bedingung  ftir  die  Existenz  von  Nnllformen  Yon  der  Determinante 
D;  also  ist  unsere  Behauptung  gerechtfertigt. 

8.  Bevor  wir  zur  praktischen  Lösung  der  Gleichung  A)  übergehen, 
mOgen  einige  numerische  Resultate  angegeben  werden. 

Dia  Anzahl  der  Werthe  von  D,  welche  primitive  Nullformen  zulassen,  ist 
zwischen         1  und      1000:   147, 
1001     „       2000:  139, 
5001     „       6000:  126, 
«     42001    „     43000:   121, 
,      99001     ,    100000:  117. 
Von  den  zwischen  1  und  1000  enthaltenen  D-Werthen,  welche  Nullformen 
zolassen,  giebt  es  nur  25,  ftLr  welche  die  Gleichung  A)  unlösbar  ist. 

9.  Wir  fiftnden  früher  (Z.  T.  I,  7)  als  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  ftir  die  Lösbarkeit  der  Gleichung  A)  die  eigentliche  Aequivalenz 
zweier  primitiven  reciproken  Nullformen 

(a,  5, -c),  %a^-^ 
von  der  Determinante  D.  Fragt  man  sich  umgekehrt,  ob  die  Gleichung  A) 
f&r  einen  angegebenen  Werth  von  D  lösbar  ist,  so  kann  man  eine  primitive 
Nnllform  (a,  5,  —  c)  von  der  Determinante  D  bestimmen,  und  untersuchen, 
ob  die  Formen  (a,  &,  —  (j),  (6,  a,  —  c)  eigentlich  äquivalent  sind.  Dadurch 
erhält  man  zugleich  eine  Lösung  von  A),  falls  eine  solche  existirt. 

10.  Was  die  Aufsuchung  einer  primitiven  Nullform  von  der  Determi- 
nante D  betrifft,  so  können  wir  ähnlich  wie  in  Z.  T.  I,  5c)  verfahren.  Üa 
die  Determinante  2)  primitive  Nullformen  zulässt,  so  darf  in  2>  weder  2, 
noch  9,  noch  irgend  eine  Primzahl  von  der  Form  6n  +  5  aufgehen.  Dann 
ist  aber  2>  (Gauss,  D.  Ar.  120, 182)  in  ein  einfaches  und  ein  dreifaches  Qua- 
drat zerlegbar:  jy  ^^  ^  g^,^ 

derart,  dass  p  und  q  relative  Primzahlen  sind.     Setzt  man: 

2g  =  a,     p-q^l  - 
oder 

je  nachdem  p'^q^  oder  p  <  $,  so  ist: 

D  =  a«  +  a5  +  5« 


*  Also  mnfosst  die  erste  Bedingung  die  zweite.  ^  j 
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und  a,  h  sind  relative  Primzahlen;*  daher  ist  (a,  6,  —  c),  wo  c=^a+ht 
eine  primitive  NoUform  von  der  Determinante  D. 

11.  Entwickelt  man  die  Periode  (Oanss,  D.  Ar.  186 flgg.)  der  Form 
(a,  &,  —  c),  so  ist  die  Gleichung  A)  stets  und  nur  dann  lösbar»  wenn  in 
dieser  Periode  die  Form  (&,  a^—c)  vorkommt.     Ist  in  diesem  Falle 

(a,  b,  ^a')^(r-a\  h\  a'')  =  ...  =  (-a(»),  &<«),  5)  =  (5,  a,  -a)  =  ... 

die  Periode  von  (a,  h^  —  c)  (wo  a  statt  c  der  Symmetrie  halber  geseilt 
wurde),  (  '  x)  die  hieraus  entstehende  Substitution,  welche  {a^h^—e) 
in  (2),  a^—c)  überführt ,  und  setzt  man 

80  ist  (Ganss,  D.  Ar.  189): 

«  =  ±  [Ä",  h"\  . . .,  Ä(»)]  =  +  p,     y  =  ±  [*',  Ä",  . . .,  *<•)]  =  ±q, 
wo  i),  g  positive  Zahlen  bezeichnen.**    Nun  ist  (Z.  T.  I,  7): 

also  ist: 

eine  Lösung  von  A). 

12.  Wir  werden  x  stets  als  positiv  annehmen,  also: 

"^ — r^ 

dann  muss  y  denjenigen  von  den  zwei  Werthen  +j/Dx^  —  S  erhalten,  wel- 
cher =  (a  — 5)«  {modS)  ist  [siehe  die  Formel  t)  in  Z.  T.  I,  7,  wo  x  statt  r 
im  ZShler  zu  setzen  ist]. 

13.  Es  handelt  sich  jetzt  darum,  alle  Lösungen  der  Gleichung  A)  auf- 
zufinden. Ist  JPe=  (ul,  J9,  C)  eine  eigentlich  primitive  Form  der  Determi- 
nante D,  welche  durch  eine  Substitution  (^'  ^j  in  eine  andere  Form  F^ 

übergeht,  so  sind  alle  Substitutionen  (  '^'  ^^U  welche  F  in  J\  überführen, 
durch  die  Formeln  (Gauss,  D.  Ar.  203): 

Yr=-rtr  +  {aÄ+yB)ur,     ir  ==  itr  +  {ß  Ä  +  ö  B)Ur 
gegeben,  wo  ^,  u,  alle  ganzzahligen  Lösungen  der  Gleichung: 
«)  ^»-Du«=l 

*  Die  Zahlen  q+p,  q—p  können  keinen  andern  gemeinschaftlichen  Theiler 
besitzen,  als  2;  so  auch  die  Zahlen  2g,  j9  — g.  Sie  besitzen  auch  thataächlich 
diesen  gemeinschaftlichen  Theiler,  wenn  p  und  q  ungerade  sind;  das  kann  aber  in 
unserem  Falle  nicht  geschehen,  da  D  ungerade  sein  muss. 

**  Denn  da  a  und  b  dasselbe  Vorzeichen  haben,  ist  n-f  1  gerade,  und  da 
ausserdem  a  positiv  ist,  haben  a  und  7  stets  dasselbe  Vorzeichen. 
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darstellt  —  Da  also  (a ,  &,  —  c)  eine  primitive ,  and  zwar  eine  eigentlich 
primitiYe  (§2)  Form  ist,  so  geht  dieselbe  in  die  reciproke  Nnllform  (5,  a,  —  c) 

durch  jede  Substitution  f  *"'  ^ij  über,  wenn  (^ *  J)  ®^®  solche  Substitution 
ist,  und: 

: ytr  +  («a  +  yh)ur.  dr  =»  ttr  +  (/Ja  +  d6)Ur . 

Es  ergiebt  sich  aber  aus  Z.  T.  I,  7: 
^^  f   «  =  *{(a  +  2&)«-yj,    /3  =  il(a-&)x+2yj, 

'^^  l   y  =  i{(2^-a)«+y},       «  =  i{(2a  +  &)a:+yj5 

durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  ß)  erhält  man: 

«r  =  i[(a+25)(^.Ä  +  t*,y)-    (^y+2)ur«)], 
,ßr^i[(a-'h)(trX  +  Ury)+2{try  +  Durxi], 

[    ^r  =  i[(2fl  +  t)(fr»  +  t*ry)+     («r^ +  Dt*r«)]. 

Offenbar  werden  die  6)  aus  den  y)  dadurch  erhalten,  dass  man  trX  +  Ury 
l^w.  Uy  +  ^fhX  statt  X  bezw«  j(  setzt.  Hieraus  folgt,  dass  unendlich  viele 
Ij((8ungen  der  Gleichung  A)  durch  die  Formeln: 

i)  Xr^trX  +  Uryt      yr^trV  +  DUrX 

gegeben  sind,  wo  (^n  t^)  aUe  Losungen  der  Gleichung  .a)  darstellt* 

Bezeichnet  man  durch  (T,  U)  die  kleinste  Lösung  von  a)  (von  der 
Losung  ^  =  1,  u  =  0  abgesehen),  und  setzt  man  +j/D=sq^  so  werden 
bekanntlich  alle  LOsungen  von  a)  durch  die  Formel: 

g^ben.     Aus  e)  folgt: 

yr+9Xr^(f/  +  QX){tr  +  QUr)^(y  +  (>x){T+QUYi 

es  ergeben  sich  auch,  wegen  der  bekannten  Belationen: 

^+l  +  ^r-l=2T^,      Wr  +  l  +  Ur-l=2TWr, 

die  Becursionsformeln : 

a?r+i  +  a?r-i=»2rav,    yr+i+yr-i  =2Tyr. 
14.  Die  unendlich  vielen  Losungen  der  Gleichung  A) ,  welclie  aus  einer 
derselben  durch  die  obige  Methode  erhalten  wurden,  kOnnen  offenbar  direct 
ermittelt  werden,  indem  man  in  die  Formel: 

^_«+y 

h 
nach  und  nach  die  Coefficienten  aller  Substitutionen  einsetzt,  durch  welche 
(a,  &,  —c)  in  {hy  a,  —  c)  übergeht.  Wir  bezeichnen  der  Kürze  halber  diese 
zwei  Formen  durch  F  bezw.  f,  entwickeln  die  Periode  von  F  und  stellen 
uns  dieselbe  als  ins  Unendliche  wiederholt  vor.  Jede  der  zwei  Formen 
werden  wir  mit  den  Indices  1,  2,  ...,  r,  ...  behaften,  je  nachdem  sie  in 

*  ir  und  Ur  werden  stete  als  positiv  angenommen.  ^^  1 
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der  nnendlichen  Formenreihe  ftir  das  erste,  zweite,  ...,  r^,  ...  Mal  wieder 
erscheint,  so  dass  sowohl  JP,  F|,  JP,,  ...^  Fry  ...,  ein  und  dieselbe  Form 
bedeuten,  als  auch  /|  f^^  f^y  ...,  fr,  ...  Die  betrachtete  Formenreihe  ist 
also  folgende: 

a)  F...f...F^...f,...F^...f^... 

Die  Formeln  ß)  des  vorigen  Paragraphen  stellen  die  Substitution  dar, 
durch  welche  F  in  fr  übergeht;  hieraus  folgt  leicht,  dass  (nv»  ^r)  0^^ 
di^'enige  Lösung  von  A)  ist,  welche  aus  der  F  m  fr  überführenden  Sub- 
stitution entspringt. 

Setzen  wir  die  Reihe  auch  rückwärts  fort: 
. . .  JF— 2  •  •  •  /--2  •  •  •  F^t  ...  /Li . . .  F .../*...  l'*! ...  ^  ...  J^j  ...  /j  .. ., 
80  wird  (rcr;  y~r)  deijcnigen  Substitution  entsprechen,  durch  welche  Fm 
/!.,  übergeht    Da  ^T+9U)-'=.iT-ffUY, 

also  t^r'^Ui  u^r=^Uri  SO  ist: 

X^r  =»  trX  —  Ury,      ^-r  =  fry  —  2>ttr«. 

Da  X  stets  als  positiv  angenommen  wird  (§  12),  so  sind  Xrj  x^r  Alf  alle 
Werthe  von  r  ebenfalls  positiv.     Aus  den  Formeln: 

folgt  nämlich:  ^^^^rX  +  Ury.      X^r^trX^Urff 

nun  ist  offenbar  Xr>0  für  y>0,  x^r>0  für  y<0,  also  in  jedem  Falle: 

av>0,    «_r>0. 
Man  beachte  auch  Folgendes: 
Ist  y  >  0,  so  ist  yr  >  0;  ist  y  <  0,  so  ist  y_r  <  0. 

15.  Aus  jedem  Paare  von  reciproken  Nullformen  von  der  Determinante  D 
ergiebt  sich  eine  uifendliche  Reihe  von  Lösungen  der  Gleichung  A).  Be- 
trachtet man  insbesondere  das  umgekehrte  Paar  des  vorigen,  nämlich  /*,  F, 

und  ist  (  '*"'  ff^j  die  Substitution,   welche  f  ux  Fr  überfahrt,   so  muss 

aus  der  Zu'sammensetzung  der  Substitutionen  (y' a)'  fy'*^*  g'^)  die  Sub- 
stitution : 

ftr  —  hUr      {a+h)Ur\ 
\      aUr  t  +  lUr  ) 

entstehen,  durch  welche  F  in  Fr  übergeht.     Es  muss  also  sein: 

tr-lUr^aa'r  +  ßyr,      {a+h)Ur=  aprr  + ß^rj 
aUr=  ya'r  +  «/r,         tr  +  hUr  =  yß^r  +  Ä^rJ 

durch  Anwendung  der  Relationen  (Z.  T.  I,  7): 

a  =  —  y  +  &a?,  ß  =  2y+  (a— 6)ir, 


(p-a)x+y 

'  = ä »      ö^y  +  aXj 


3 
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y^=  3 *    Or^yr-rOXr 

ergiebt  sich: 

woraus  folgt:  ,  ^ 

also  , 

Aus  dem  Formenpaare  Fy  f  and  ans  dessen  ümkehrung  entspringen  also 
zwei  Beiben  von  Lösungen  der  Gleichung  A),  nämlich: 
«)  (iCr,  Vr)  nnd  (a?r ,  —  ^r)  (r  s=3—  00  . . .  +  QO). 

16.  Nunmehr  wollen  wir  sehen,  ob  die  von  anderen  etwa  existirenden 
Paaren  von  Nnllformen  von  der  Determinante  D  herrührenden  Lösungen 
von  A)  von  den  vorher  gefundenen  verschieden  sind.  Sei  (Z,  Y)  eine 
irgendwie  ermittelte  Lösung  von  A).  Durch  dieselbe  in  Z.  T.  I,  7  (am  Ende) 
durchgeführte  Schlussweise  zeigt  sich ,  dass  durch  Einsetzung  in  die  dortige 
Formel  *)  wenigstens  eines  von  den  zwei  Werthen  +.^  ^  V^  7  ^^^ 
folglich  a^  ß^  8  ganzzahlige  Werthe  annehmen.  Diese  Werthe  von  a,  /3, 
Yy  6  bilden  eine  Substitution,  durch  welche  F  ia  f  übergeht.  Da  aber  alle 
derartigen  Substitutionen  in  der  Beihe: 

enthalten  sind,  so  ist  auch  die  Lösung  (Z,  +Y)  in  der  Beihe: 

{Xryyr)  (r  =  — CX>...+Q0) 

enthalten.  Gilt  das  obere  Zeichen,  so  ist  damit  bewiesen,  dass  (X^  Y)  keine 
neue  Lösung  ist;  im  entgegengesetzten  Falle,  wo  nämlich  (Z,  —  T)  in  der 
Reihe  (Xn  yr)  enthalten  ist',  gehört  (Z,  Y)  der  Beihe: 

(i»r,  -yr)  (r  =  -QO...+O0) 

und  bildet  folglich  keine  neue  Lösung. 

Die  zwei  Eeihen:       ^^^^  ^^^  ^^  ^^^^  _^^^  (r  =  -  oo  . . .  +  oo) 

enthalten  also  alle  Lösungen  der  Gleichung  A),  bei  welchen  x^O  ist. 
Die  übrigen  Lösungen  sind: 

(— «r,  yr)   und    (— «r,  — yr)  (r  =  —  CX>  . . .  +  Qo). 

Wegen  der  Belationen  a) ,  §  15,  kann  man  auch  alle  Lösungen  von  A), 
bei  welchen  x  positiv  ist,  durch  die  vier  Beihen  (wo  x^,  y^  mit  x^  y  iden- 
tUch  sind)  darstellen :  ^^^  ^^^  (r  =  0  . . .  oo), 

(a?r,  -yr)  (r  =  0...    oo), 

{Xr.yr)  (r=l...<X)), 

{X'r,-yr)  (r=l...QQ). 

17.  Da  ar^  yr  gleiches  Vorzeichen  haben  und  mit  r  wachsen,  so  wächst 
auch  Xr  mit  r,  und  dasselbe  findet  ftlr  Xr  statt.  Da  nun  yr  mit  Xry  y'r  mit 
x'r  wegen  der  Belationen: 
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'   absolut  zunimmt,  so  kOnnen  wir  sagen,  unter  den  Lösungen: 

(xr.yr)  (r=0...oo) 

sei  (^,  y),  unter  den  Lösungen: 

(«'r.y'r)  (r=l...a)) 

sei  (x\j  y\)  die  absolut  kleinste.  Wir  wollen  aber  auch  beweisen,  daas 
(x^  y)  absolut  kleiner  als  {x\^  y\)^  dass  {x\f  y\)  absolut  kleiner  als  {x^^yi) 
ist,  dass  also  {x^y)^  (^n^'i)  ^^  absolut  kleinsten  Lösungen  von  A) 
sind.     Es  wird  dazu  genügen,  zu  zeigen,  dass: 

Wir  entwickeln  zwei  ganze  Perioden  der  Form  F,  also: 
F,  F\  F'\  ...,  J^(— 1),  JP(«),  iP("+«   .,.,  JPC-«,  JFX'),  J^^,  F\,  r\,  ..., 

wo : 

jp(« + 1)  =  Fj(«+ 1)  =  /^  und  F/^)  =  F«»") «  {af^\  U''\  -  a<''+ ^>) , 

und  sei: 

80  dass  num  die  Folge  der  Zahlen  Af)  hat: 

Ä',  Ä",  ....  Ä<">,  äC+1) AW,  »''+•),  Ä'i,»",,  ...,»,<•>,  V"+".  —.»I**- 

Man  beaohte  Folgendes: 

a)  Ist  V,  1",  ...  eine  Beihe  von  positiTen  Zahlen,  so  ist  allgemeiii: 

[i<'> i<«>]<[iW,  ...,  iW]   ftr  p>p„ 

[i»),  ...,  i<«)]<[iW,    ....  A<«.»]  fttr  g<g„ 
[iW, ....  i<»+"]  =  [l*), ...,  lW]i(»+«)  +  [iW, ....  i(«-«))>[AW,...,  iH)]iH+'». 

h)  Da  sSmmtliche  ft**"*  von  0  verschieden  sind  und  6<»+')  =  a,  at"+''=6| 

so  ist:  X 

A(»+i)>J?.,     Ä,("+"  =  *<"+•' >T- 
a  6 

Nach  diesen  Vorbemerkongen  können  wir  zum  Beweise  nnserer  Be- 
hauptungen übergehen. 
Es  ist  (§  11): 
«)  &«=[»"....,»<-)]       +[*'....,»(->], 

ß)  »«,  =  [»",  ...,V"']       +[»' V"'], 

r)  a*', = [«•+«,  ...,»«]+  [*<"+«»,  . . . ,  »W] , 

«)  a*',  «  [»<"+»),  . . . ,  »,W]  +  [»("+»>, ....  *,(•»]. 

Nun  ist: 

.)  [A",  ....  AW]  =  [A"„  ....  Ä,<-)]  <  [Ä(-+»>,  ...,  A,(-)] 

<[A(-+^  ....  ^<-+«]pl^,< [Ä(-+«  ...,  A,<-+»)]  |<[A<-n ....  V''j} * 
und  ähnlich: 


*  Da  nftmlidi  a  and  a(*+*> =d  gleiches  YorseidLen  haben,  so  mmt  F^»^*^^f 
von  F|  =F  mindestens  um  zwei  Steilen  abstehen,  woraus  folgt  n+l^«-l. 
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0  [V,  ...,*'•']  <[V-+^...,V"] ^; 

All    IRb    ftllAn  * 

,)        [AC+»),  ....  äW]  <  [Ä",  ....  äWJ  <  |Ä",  ....  AC+i)J  p^, 

<[r, ....  äc+«)]|<[ä''.  ...,v"]| 

und  fthnlich: 

*)  [Ä<-+«),  ....  A<')]<[A',  ...,  V->]|- 

Durch  Addition  von  e)  und  £)  becw.  von  tj)  nnd  ^)  and  Anwendung 
der  Gleichungen  a)  und  i)  bezw.  ^  und  y)  ergiebt  sich: 

bx^ax\—f   ax\<'bx.-ry 

w.  z.  b.  w. 

18.  Der  in  Z.  T.  I,  10  flgg.  untersuchte  besondere  Fall  zeigibe  uns, 
wieviel  die  Lösung  einer  unbestimmten  Gleichung  zu  zwei  Variabelen  er- 
leichtert wird,  wenn  sie  symmetrisch  ist.  Wir  fragen  uns  nunmehr,  in 
welchen  Fftllen  die  Gleichung  A)  auf  eine  symmetrische  Gleichung  zurück- 
geführt werden  kann.  Dass  dies  in  einigen  Fällen  möglich  ist,  zeigt  uns 
das  folgende  Beispiel. 

IstDgleich  einem  um  eine  Einheit  verminderten  Quadrate,  also  D  =  m'-1, 
80  geht  durch  die  Substitution  y  =  inx+0  die  Gleichung  A)  in  die  sym- 
metrische Gleichung: 

af  +  ifl  +  2mxz^--S 
Aber. 

19.  Wir  wollen  nun  sehen,  ob  nuin  im  Allgemeinen  eine  lineare  ganz- 
zahlige Substitution: 

a)  ß^ax+hy^    io  =  cX'\'dy 

bestimmen  darf,  welche  die  Gleichung  A)  in  eine  in  z  und  w  symmetrische 
Gleichung  [die  als  Gleichung  B)  bezeichnet  werden  möge]  überführt.  Ist 
dies  möglich,  so  sind  die  Lösungen  («;,  z)  der  Gleichung  B)  so  beschaflfen, 
dass  die  Reihe  der  Werthe  von  to  mit  der  Beihe  der  Werthe  von  e  zusam- 
menf&llt;  sind  also: 

^01  ^''n  •••!  ^r»  •••?    ^o>  ^1»  •••»  ^ry  •••       ♦ 
die  Beihen  der  Werthe  von  to  bezw.  z^  der  Grösse  nach  geordnet,  so  kann 
man  sich  vorsetzen,  es  müsse 

sein  (vergL  den  in  Z.  T.  I  behandelten  Fall).    Da  aber  (§13): 

ov+i  =  2Tav— Är-i,      yr+i  =  2Tyr— yr-i, 
also:  ^ 

ist,  so  werden  alle  Gleichungen  ß)  erfüllt,  sobald  zwei  von  ihnen  befriedigt 
sind.    Unsere  Substitution  o)  mnss  also  den  zwei  Gleichungen: 
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«'o-^i>     «'l  =  ^«l 
d.  i«: 

y)  aXi  +  hy^^cXf^  +  dy^, 

8)  ax^  +  hy^^cxi  +  dy^^ 

genügen,  wo  (§  13): 

yt-^DUx^  +  Ty^, 

x,^Tx,+  Uy,^{T^  +  DU^)Xo  +  2TUyo, 

y^^DUx,  +  Ty,^2DTUx^  +  {T*  +  DU*)yo, 

Schreiben  wir.  der  Einüeushheit  wegen  i>,  g  statt  x^^  yQy  und  setzen  uns 
▼or,  a,  &,  c,  d  als  lineare  homogene  Functionen   von  p,  q  zu  bestimmen: 

c—c^p  +  c^q,    d  =  diP  +  d^q. 
Durch  Einsetzung  der  Werthe  von  a,  5,  c,  d,  x^,  j(|  in  y)  eigiebt  sich: 

{a,T+b,l)U)p^+{a^T+a,U+b,T+b^DU)pq  +  {h^T+a^UW 
-=o,p'+^c^  +  d^)pq  +  d,^. 
Diese  Gleichung  ist  identisch  erfüllt,  wenn: 

d,^h^T+a,U 
ist    Man  erhttlt  aus  S)  auf  dieselbe  Weise: 

c^T+d^DU=^ai{2T*-l)  +  2hiDTU, 
c,U+d^T+c^T+d^DU^a^{2T^'-l)  +  2h^DTU+2a^TU+h,{2T*-l\ 

c^U+d^T^2a^TU+b^{2T^^l). 
Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  nach  leichten  Umformungen: 

d^=^a,U+b^T,       d^^a^U+b^T. 
Die  Determinante  der  Substitution  a)  ist  also: 

Dieser  Ausdsuck  wird  beträchtlich  yereiniacht,  wenn  es  mOglich  ist,  Oi^a^^ 
&i,  b^  derart  zu  bestimmen,  dass  sie  den  folgenden  drei  Gleichungen  ge- 
nügen: 

dann  ist: 

Qnadrirt  man  t)  nncl  benotst  die  dank  t),  i})  gegebenen  Wertiie  Ton  o,', 
DV.  «>  wild:  «,.D(ft,._i)  =  6,.i>(fl,._,), 
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wonos  o^'ssb^^  Nimmt  man  5^  =  03  an  and  setzt  in  £)  ein,  so  erhüi 
man  (iis=z})^D,  Es  kommt  also  Alles  darauf  an,  o^  and  b^  der  Gleichung 
17)  gemäss  zu  bestimmen.    Dazu  kann  man  einCach: 

a,  =  T,  6,=  £r 
nehmen;  dann  ist 

a,=^DU,  &i  =  r, 

Ci  =  22>TCr,  di=^T^+DU\ 

C8  =  T«  +  DCr»,  d,  =  2TCr. 
Aus  «)  folgt  wegen  ^): 

also: 

3  =  I)««-y«  =  g^[(I)d«-c«)iEr«  +  (I)6«-a«)t(7«--2(2)M--ac)jE?«;]. 

Nun  findet  man  leicht: 

D5«-a«  =  (T«-Dl7«){Dp«-^«)  =  3, 
2>(p-c«  =  (T«-DCr«)(D6«-a*)  =  3, 

die  vorige  Gleichung  reducirt  sich  also  auf: 

welches  die  gesuchte  symmetrische  Gleichung  B)  ist 

20.  Da  wir  x  stets  als  positiv  annehmen  (§  12)  und  die  gefundenen 
Werthe  von  a^  h^  c^  d  positiv  sind,  so  sind  «?,  g  wegen  der  Formeln  a), 
§  19,  ebenfalls  positiv. 

Durch  Auflösung  von  B)  ergiebt  sich: 

a)  io::=Te±U/We^+9 

oder  , 

0^Tfo+UyDw*+9, 
also 


gr±l  =  T0r  ±  UyDer^  +  9,      tür±i  =  Ttür  ±  Uj/DWr*  +  9, 

Hieraus  erhält  man  die  Werthereihen: 

•''o»  ^If  •••>  ^r^  •••»     ^0»  ^11  •••>  ^'■j  •••> 
sobald  die  kleinste  Lösung  (iTq,  iff^)  von  B)  bekannt  ist 
Aus  a)  folgt: 

dto  UJDb 

—  =  !r+  ■ 

d»  —  j/^?+9 

Dass  3— >0,  wenn  man  das  obere  Vorzeichen  annimmt,  ist  einleuchtend; 
a0 

wir  wollen  aber  auch  zeigen,  dass  diese  Ungleichung  selbst  im  entgegen- 
gesetzten Falle  besteht  Da  nflmlich,  wie  aus  der  Gleichung  T^—I)U^=^\ 
folgt: 

t>>u/d 

ist,  und  ausserdem: 

yDtfl+9y»yD, 
so  ist  im  betrachteten  Falle: 
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Kennen  wir  also  eine  Lösung  (TT,  Z)  von  B)  und  wissen,  dass  der 
Werth  Z  von  0  der  kleinstmOgliche  ist,  so  können  wir  behaupten^  dass 
(W,  Z)  die  kleinste  Lösung  ist,  bei  welcher  (wegen  der  angenommenen 
Belation  0r  =  Wr^i)  to^e  ist*  Nun  ist  B)  ftlr  ir  =  317,  0  =  0  befriedigt; 
man  muss  also  tv^^Sü,    z^^O 

setzen ,  und  es  giebt  zwischen  0  und  3  U  keinen  Werth  yon  lo,  der  irgend 
einer  Lösung  gehöre,  bei  welcher  sf  positiv  und  kleiner  als  w  ist. 

Lässt  sich  für  einen  angegebenen  positiven  Werth  W  von  f(7,  der  nicht 
der  Weiihereihe  Wr  angehört,  die  Gleichung  B)  in  ganzen  Zahlen  auflösen 
und  sind  Z,  Z'  die  zwei  aus  B)  für  «;  =  W  entspringenden  Werthe  von  «, 
wo  Z<  Tr<Z'  ist,**   so  muss,    wenn  W  zwischen  tVr  und  Wr+i  üögt, 

Z  zwischen  0r  luid  jEfr+i  (wegen  ^>0J  liegen;  folglich,  da  die  Beihen 

der  Werthe  von  w  und  sf  identisch  sind  und 

schiebt  sich  ein  neuer  Werth  von  to  in  die  Reihe  der  ir -Werthe  zwischen 
f^r—i  tind  Wr  ein.  Fährt  man  so  fort,  so  findet  man  schliesslich,  dass 
zwischen  0  und  317  ein  Werth  von  to  hegen  muss.  Solcher  Werthe  kann 
es  mehrere  geben:  ^.^  ^-^     ^  ^„. 

jedem  von  diesen  entsprechen,  wie  überhaupt  jedem  Werthe  von  ir,  zwei 
Werthe  von  0^  der  eine  ist  negativ  und  interessirt  uns  darum  nicht,  da 
zweite  liegt  zwischen  5^  und  0^.  Jedem  dieser  Werthe,  die,  als  «(7-Wertike 
angenommen,  zwischen  tc^Q  und  w^  liegen,  entsprechen  zwei  ier -Werthe;  der 
eine  coincidirt  der  Grösse  nach  mit  einem  der  Werthe  w\  vTy  ...,  ist  also 
zwischen  0^  und  e^  enthalten,  der  zweite  liegt  zwischen  0^  und  j?,,  folglich, 
als  IT -Werth  angenommen,  zwischen  Wy  und  te?,.  Man  sieht  ein,  dass  jeder 
der  Werthe  fo\  ¥)\  ...  eine  unendliche  Werthereihe  erzeugt,  welche  sich 
in  die  Reihe 

/5)  «7oj  «^1,  ..M  Wr^  •.. 

derart  einschiebt,  dass  ein  Element  jeder  neuen  Reihe  in  jedem  Intervalle 
der  Reihe  /3)  liegt.  Solche  Reihen  sind  offenbar  nur  in  endlicher  Anzahl 
vorhanden. 


*  Dass  Z<  TT  sein  moss,  ist  einleuchtend,  da  sonst  eine  andere  Lösung 
t(;  =  Z,  0^W  existirte,  bei  welcher  der  Werth  von  z  Meiner  w&re  als  bei  der 
Lösung  (WfZ),  was  der  Annahme  widerspricht. 
••  Es  ist;  ^___^ 

Z'=  TW+  üVdW^^>  TT. 

Z=  TW-  üVDW^T9<TW-  ÜWVS={T-  UyD)  W; 
da  aber:  

(T-'üV^){T+UVD)^l,  0<T-UVD<T'hüVD, 
so  ist  Z<W. 
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Wir  bezeichnen  im  Folgenden  die  Beihe  ß)  durch  P,  die  Beihen,  welche 
ans  iff\  fo\  ...  entstehen,  dnrch  P\  P'\  ... 

21.  Es  möge  nunmehr  untersucht  werden,  ob  alle  den  Lösungen  von 
B)  entsprechenden  Lösungen  Yon  A)  ganzzahlig  sind.  Da  aber  ganzzahligen 
Werihen  Yon  x  ganzzahlige  Werthe  von  y  wegen  A)  entsprechen,  so  können 
wir  unsere  Untersuchungen  auf  die  Werthe  von  x  beschränken. 

Die  Werthe  der  Beihe  P  sind  sSrnrnÜich  durch  3  U  theilbar.  Aus  der 
Gleichung:  ^ 

Wr+i^TWr+Uj/DWr  +  9 

ersieht  man  nSmlich,  dass,  wenn  Wr  durch  3U  theilbar  ist,  dasselbe  für 
«V+i  stattfindet;  nun  ist  to^ssSU^  also  sind  sSmmtliche  Elemente  der 
Seihe  P  durch  SU  theilbar.     D&  aber  (§  19): 

ß)  aj  =  g^{— c?£i  +  5«7}, 

80  sind  alle  den  Werthen  der  Beihe  P  eutsprechenden  Werthe  von  x  ganzzahlig. 

22.  Fassen  wir  jetzt  die  übrigen  Beihen  ins  Auge,  so  ersehen  wir  vor 
Allem,  dass  der  Factor  U  im  Nenner  der  rechten  Seite  von  a),  §  21,  ver- 
schwindet.   Es  ist  nfimlich: 

a)  3üx^-[{T*  +  I)U*)p  +  2TUg]e+[Tp+Uq]io 

da  aber  ^-TV+Tp«.    (modü), 

ff)       T^=l  (modU),    0:=:^Tio±Uj/Dic^  +  9  =  Tw  {modU), 

80  ist: 

3Ux=^p{Ti€^z)  {modU)  =  0  {modU) 

und  Sx  ist  ganz. 

13.  Um  zu  untersuchen,  ob  auch  x  ganz  ist,  schicken  wir  drei  ein- 
&ehe  Bemerkungen  Yoraus. 

a)  Ist  (Z,  T)  eine  Lösung  der  Gleichung  A),  so  ist  weder  Z,  noch 
7  durch  3  theilbar;  denn  sonst  mttsste 
durch  9  theilbar  sein.  DZ» -  Y«  =  3 

h)  Sind  «11,  n  zwei  durch  3  nicht  theilbare  Zahlen,  so  geht  3  entweder 
in  m+t»  oder  in  m-^n  auf. 

c)  Ist  ein  Element  einer  Beihe  P^*^  durch  3  theilbar,  so  findet  dasselbe 
für  alle  Elemente  der  Beihe  statt.     Denn  zwei  benachbarte  Elemente  von 

p(**)  sind  durch  die  Gleichung: 

verbunden.   Wir  können  dann  kurz  sagen,  die  Beihe  P^^^  sei  durch  3  theilbar. 
Nun  ist  wegen  a),  ß),  §22: 

3üx^      [Tp+Uq^T\{T*  +  I)U^p  +  2TUq\]to 
+  [{T*+DU*)p+2TUq]Uyi)to»+9 

^■^[2DTU*p  +  iT^  +  DU^Uq]w 

^[{T^+DU*)p  +  2TUq']UyDw*  +  9, 

also  mit  Hinzuziehung  der  Formeln  in  §  19: 
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oder,  da  es  nur  auf  den  absoluten  Werth  von  x  ankommt  (yergL  §  12): 

a)  dx  =  y^w  +  x^j/l)i€*  +  9. 

Gehört  nun  w  einer  durch  3  theilbaren  Reihe  an ,  so  sind  die  beiden  durch 
a)  gegebenen  Werthe  von  x  ganzzahlig;  gehört  aber  i€  einer  durch  3  nicht 
theilbaren  Reihe  an^  so  ist  jedenfalls  der  eine  jener  beiden  Werthe  ganz- 
zahlig. 

24.  Aus  §  19  erhält  man:  

.  Sy^Dx^w  +  y^yDi€*  +  q. 
Drücken  wir  x  und  y  durch  p  und  g  aus  Lud  setzen  wieder  x^,  y^  statt 
Pf  q 9  so  erhalten  wir  schliesslich: 

3x^[2TDUxo  +  (T^  +  DU^yo]i€±l{T^+DU*)Xo  +  2TUyo]V^+9, 
Sy^[{T^+I)U*)x^+2TUy^]Div±[2TDUx^  +  {T*+I)U^)y^j/Di^9. 

25.  Fassen   wir    sämmtliche  in  den  letzten  Paragraphen  entwickelte 
Resultate  zusammen,  so  können  wir  schliessen: 

Sind 
«)  h\  r,  ...,  V*\  &(•+!)  =  3  P 

alle  zwischen  0  und  dU+l   (die  Orenzwerthe  ausgeschlossen)  enthaltenen 

ganzzahligen  Werthe,  welche,  in  die  Gleichung: 

ß)  ff^  +  w^-2T0u>^9U^ 

eingesetzt y  ganzzahlige  Werthe  für  z  geben,  so  bildet  jeder  der  Werthe  a\ 

z.  B,  J[^^\  das  erste  Glied  einer  unendlichen  Reihe  P^''^  von  ganzen  Zahlen: 

tc-),  fc,«,  V' 

welche  dem  Gesetze: 

y)  Äi'ii  =  Tk'!^  +  uVDkr  +  9 

gemäss  fortfahren.  Aus  jedem  Elemente  kP  entspringen  zwei  Lösungen  der 
Gleichung  ß),  nämlich: 

und 

ö)  w=^kV,    B^ktU. 

Die  Lösungen  der  Gleichung: 

a)  Da?«-3  =  »« 

hängen  von  denjenigen  der  Gleichung  ß)  durch  die  Relationen  zu  §  24  ab. 
Aus  jedem  Elemente  kV  entspringen  zwei  Lösungen  von  e)  oder  nur  eine« 
je  nachdem  die  Reihe  P^**^  durch  3  theilbar  ist  oder  nicht.  Es  entsprechen 
nämlich  den  beiden  Lösungen  y),  j)  im  ersten  Falle  und  nur  einer  der- 
selben im  zweiten  ganzzahlige  Werthe  ftlr  x  und  y, 
Mantua,  den  21.  April  1887. 
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üeber  Sohnitt  und  Schein  eines  windschiefen  Vierecks. 

Von 

Dr.  C.  Beyel 

in  Zfliioh. 


merzQ  Taf.  lU  Fig.  11. 


1. 

Wir  gehen  you  einem  Kegel  zweiten  Grades  K^  und  zwei  windschiefen 
Geraden  g^ ,  g^  aus ,  welche  K*  berühren.  Indem  wir  die  Tangentialebenen 
des  Kegels  mit  den  Geraden  g^,  g^  schneiden,  erhalten  wir  anf  diesen  zwei 
projective  Pnnktreihen.  Die  Verbindungslinien  ihrer  entsprechenden  Punkte 
bilden  eine  Begelschaar  eines  Hyperboloids  H^,  Bei  dieser  Entstehung  von 
H*  sind  die  Tangentialebenen  des  Kegels  zugleich  Tangentialebenen  des 
Hyperboloids.  Folglich  müssen  sich  Kegel  und  Hyperboloid  in  einem  Kegel- 
schnitt T^  berühren.  Seine  Ebene  E  ist  die  Polarebene  von  der  Spitze  C 
des  Kegels  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid,  Sind  \^  h^  zwei  Gerade  der 
erwfthnten  Begelschaar,  so  schneiden  sie  Pi^  g^  und  berühren  E*  in  T'. 
^1,  ^2  berühren  k^  ebenfalls  in  Punkten  von  TK   Wir  schliessen  daher: 

Sind  zwei  gegenüberliegende  Seitenpaare  ^j^i»  ^g^  eines 
windschiefen  Vierecks  Tangenten  eines  Kegels,  so  liegen  ihre 
Berührungspunkte  in  einer  Ebene. 

2. 

Schneide  eine  beliebige  Ebene  E  die  Geraden  gik^f  g^\  in  den  resp. 
Punkten  (r^Hi,  Gr%S^^  so  können  wir  durch  dieselben  einen  Kegelschnitt  T' 
legen.  Dieser  bestimmt  mit  einem  der  Geradenpaare  ^x^2)  ^i^  ^^^  Hyper- 
boloid H^^  auf  dem  das  andere  Paar  liegt.  Lassen  wir  jetzt  T^  das  Kegel- 
schnittbüschel durchlaufen,  welches  (r^,  H^,  (r,,  H^  zu  Grundpunkten  hat, 
80  erhalten  wir  für  jede  Lage  von  T'  ein  Hyperboloid  H^.  Alle  diese 
Hyperboloide  haben  das  windschiefe  Viereck  gi\g%\  gemeinsam;  sie  bilden 
folglich  ein  Büschel.  Für  jedes  Hyperboloid  des  Büschels  giebt  es  zwei 
reelle  Stellungen  von  Ebenen,  welche  das  Hyperboloid  nach  Kreisen 
schneiden.  Also  werden  die  Geraden  gi^\^  g%^  \  von  einer  solchen  Ebene 
in  vier  Punkten  eines  Kreises  geschnitten.  Wir  bezeichnen  dieselbe  als  eine 
Kreisschnittebene  des  windschiefen  Vierecks, 
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Nun  sind  im  Büschel  unendlich  viele  Hyperboloide,  also  giebt  es  un- 
endlich viele  Stellungen  von  Ereisschnittebenen  des  windschiefen  Vierecks. 
Sei  dann  P  ein  beliebiger  Punkt  des  Baumes,  so  geht  durch  P  und  eine 
reelle  Stellung  eine  reelle  Ebene.    Wir  sagen  daher: 

Durch  einen  reellen  Punkt  des  Baumes  gehen  unendlich 
viele  reelle  Ebenen,  welche  zwei  gegenüberliegende  Seiten- 
paare eines  windschiefen  Vierecks  in  Punkten  eines  Kreises 
schneiden. 

3. 

Wir  wenden  uns  zur  Construction  der  Kreisschnittebenen.  Der  Eüne 
halber  wollen  wir  die  Ebenen  ^x^i'  g2^  i^^  ^i«  ^s  bezeichnen.  A^^^A^ 
seien  die  Schnittpunkte  von  ^j^t,  g%\'^  A^^y  A^^  seien  diejenigen  vonpiAj, 
^2^-  9  Bei  die  Schnittlinie  der  Ebenen  Ej,  E,.  A  sei  die  Verbindungs- 
linie der  Punkte  ^|,,  A^^  (Fig.  11)*.  Wir  gehen  von  einem  Punkte  P  mg 
aus  uHd  suchen  die  Kreise  K^  der  Ebene  E|,  welche  ^^  in  (t|(t'|,  Aj  in 
S[^H\  so  tre£fen,  dass  OjBii  G\H\  auf  Geraden  ^,,  q\  durch  P  liegen. 
Für  diese  Kreise  hat  P  die  nSmliche  Polare  jp^ .  Es  ist  diejenige  Gerade 
durch  ^jj,  welche  von  P  durch  g^\  harmonisch  getrennt  wird.  Ffillen  wir 
aus  P  die  Normale  m^  zu  p^ ,  so  liegen  in  t»|  die  Mittelpunkte  M^  der  Kreise 
K^.  Sei  X  ein  Punkt  von  einem  dieser  Kreise,  so  geht  letzterer  auch 
durch ,  den  Punkt  X^ ,  welcher  durch  P  und  p^  von  X  harmonisch  getrennt 
wird.  XX^  bestimmen  den  Kreis.  Wir  können  also  durch  jeden  Punkt 
der  Ebene  einen  Kreis  E^  legen.  Folglich  bilden  die  Bereise  K^  ein  Bü- 
schel J9j*«  Die  Geraden  gi ,  \  schneiden  dasselbe  in  Paaren  einer  Involution, 
mithin  sind  auch  die  Geraden  p^,  9' j^,, welche  diese  Paare  mit  P  verbin- 
den, entsprechende  Strahlen  einer  Involution  /|.  Jedes  Paar  derselben 
schneidet  g^\  in  vier  Punkten  eines  Kreises  K^.  Nun  führen  wir  einen 
analogen  Gedankengang  für  die  Ebene  E,  durch.  Wir  bestimmen  die  Kreise 
/C^^  welche  g^h^  in  Punkten  G^Q\^  ^s^s  schneiden,  von  denen  6,^, 
Q\H\  auf  Geraden  9,,  q\  durch  P  liegen.  Diese  Kreise  bilden  ein  Bü- 
schel B^  und  haben  ihre  Mittelpunkte  M^  auf  einer  Geraden  m,  durch  A 
welche  zu  p^  —  der  vierten  harmonischen  von  PA^  in  Bezug  auf  ^,^  — 
senkrecht  steht.  Die  Geraden  g^^  \  schneiden  die  Kreise  E^  in  Paaren 
einer  Involution,   also  bilden  auch  die  Geraden  ^g,  q\  eine  Involution  /g. 

Die  Linie  g  tri£Ft  die  E[reise  der  Büschel  B^ ,  B^  in  Paaren  von  Invo- 
lutionen. Beide  haben  den  Punkt  Pund  den  Schnittpunkt  der  Linien /^^jP, 
zu  Doppelelementen;  folglich  fallen  die  zwei  Involutionen  in  eine  —  J  — 
zusammen.  Je  ein  Kreis  K^  schneidet  einen  Kreis  E^  in  einem  Paare 
dieser  Involution.  Durch  dieselbe  sind  also  die  Kreise  K^y  K^  und  somit 
auch  die  Paare  der  Involutionen  «f^,  /,  einander  eindeutig  zugeordnet 

*  In  der  Figur  ist  angenommen,  dase  Et  die  AufriBeebene  und  Et  die  Grund- 
rissebene  sei. 
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4. 

Wir  ziehen  aus  den  obigen  üeberl^gnngen  einige  Schlüsse  für  die 
Ereisschnittebenen. 

Sei  in  der  Ebene  Ej  eine  Gerade  ^|  gezogen,  welche  ^  in  P,  gi\  in 
ff|J3j  treffe  (Fig.  11),  so  geht  durch  die  letzteren  zwei  Punkte  ein  Kreis  K^K 
Derselbe  schneidet  g  in  zwei  Punkten  Pi,  P%»  Durch  sie  geht  ein  KxeiB  K^. 
Seine  Schnittpunkte  mit  ^g,  \  seien  G^Q-'^y  n^H\.  Von  diesen  liegen 
ffgj?,,  G'^H\  auf  Geraden  q^^  q\  durch  P  und  es  ist 

pa,.PH,==pp^.pp^^pa^.PH^  =  pa\.pn\. 

Daraus  folgt,  dass  die  Punkte  (r^,  H^^  0-^y  H^  auf  einem  Kreise  liegen 
und  ebenso  die  Punkte  (t|  ,  fi^ ,  G\ ,  H\ .  Also  sind  die  Ebenen  q^  q^  und 
q^q\  Kreisschnittebenen.  In  analoger  Weise  erhalten  wir  die  Kreisschnitt- 
ebenen  durch  eine  Gerade  der  Ebene  E^  oder  der  Ebenen  ^i^,  9%^i'  ^'^t^ 
Bcbliessen  daher: 

Durch  eine  beliebige  Gerade  einer  Ebene  des  windschie- 
fen Vierecks  gx\g^\  können  wir  zwei  Ebenen  legen,  welche 
xwei  gegenüberliegende  Seitenpaare  in  Punkten  eines  Kreises 
schneiden. 

Die  gegebene  Construction  der  Kreisschnittebenen  versagt,  wenn  die 
Gerade,  durch  welche  wir  die  Ebenen  legen  wollen,  parallel  zu^  oder  zu  h 
ist  Sei  z.  B.  ^|  parallel  zu  ^,  so  giebt  uns  folgender  Gedankengang  eine 
Ereisschnittebene  durch  q^i  die  gesuchte  Ebene  wird  jedenfalls  E,  in  einer 
Geraden  ^  schneiden,  welche  zu  g  parallel  ist.  Somit  sind  q^^  q^  zwei 
parallele  Sehnen  des  Kreises  der  Ebene.  Also  muss  die  Gerade,  welche  die 
Mitten  der  Sehnen  verbindet,  zur  Richtung  derselben  senkrecht  stehen. 
Legen  wir  daher  durch  die  Mitte  8^  der  Punkte  (t|,  IT^,  in  denen  ^^  die 
Geraden  g^^  \  trifft,  die  Normalebene  ^  zu  ^j,  so  muss  diese  q^  in  der 
Mitte  8^  der  Punkte  &,,  H^  schneiden,  welche  q^  mit  ^,,  \  gemeinsam 
hat  Nun  liegen  die  Mitten  z?rischen  allen  Punkten,  in  denen  Parallele 
zu  g  die  Geraden  ^,,  \  treffen,  auf  einer  Linie  5g,  welche  A^  mit  der 
Mitte  8  von  J.^^,  Ä^  verbindet.  N  schneidet  5,  in  einem  Punkte  S^\  durch 
diesen  geht  die  gesuchte  Gerade  q^^  welche  mit  q^  in  einer  Kreisschnitt- 
ehene  liegt. 

Verschieben  wir  jetzt  q^  parallel  zu  sich  selbst,  so  erhalten  wir  für 
jede  Lage  von  q^  eine  Kreisschnittebene,  welche  zu  g  parallel  ist.  Bei  dieser 
Verschiebung  bewegt  sich  8^  auf  der  Mittenlinie  Aii8  —  sagen  wir  auf  8^. 
Die  Normalebenen  in  den  Punkten  8^  zu  den  Geraden  q^  sind  zueinander 
parallel  und  schneiden  die  Ebene  8^8^  in  den  resp.  Verbindungslinien  8^^  8^, 
Folglich  sind  auch  diese  zueinander  parallel  und  durch  ihre  Bichtung  müssei^ 
die  in  Bede  stehenden  Ejreisschnittebenen  gehen.  Die  Bichtung  8^8^  wird 
am  einfachsten  als  Bichtung  der  Transversalen  durch  8  zu  h  construirt, 
welche  in  iS  zu  ^  senkrecht  steht.  ^  j 
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Indem  wir  das  Analoge  für  Ejreisschnittebenen  zeigen,  welche  zu  h 
parallel  sind,  schliessen  wir: 

Sollen  zwei  gegenüberliegende  Seitenpaare  eines  wind- 
schiefen Vierecks  von  einer  Ebene,  die  zn  einer  fünften  Seite 
parallel  ist,  in  Punkten  eines  Kreises  geschnitten  werden,  so 
muss  diese  Ebene  auch  zn  der  Transversalen  der  fünften  und 
sechsten  Seite  parallel  sein,  welche  in  der  Mitte  der  fünften 
Seite  auf  dieser  senkrecht  steht 


5. 

Wir  knüpfen  wieder  an  die  ErOrtemngen  an,  welche  am  Anfang  von  4. 
stehen« 

Schneide  K^^  die  (Geraden  g^^  h^  ausser  in  G^Hi  noch  in  G\H\f  90 
liegen  diese  zwei  Punkte  auf  einer  Geraden  q\  durch  P  (Fig.  11)  und  es  ist 

Folglich  sind  auch  die  Ebenen  q\q^  und  q'iq\  E[rei8schnittebenen  des 
windschiefen  Vierecks.  Bemerken  wir,  dass  Qiq\,  ^PsP't  P^uure  der  Iuto* 
lutionen  J^ ,  Jf  sind ,  welche  durch  das  Paar  P^  P^  der  Involution  J  einander 
zugeordnet  werden,  so  sagen  wir: 

Die  Ebenen,  welche  je  durch  einen  Strahl  der  Involution 
Ji  und  einen  Strahl  des  entsprechenden  Paares  der  Involution 
c7|  gehen,  sind  Ereisschnittebenen  des  windschiefen  Vierecks. 

Wir  wollen  die  vier  Ebenen  ^^p,,  p^p'^*  QiQf  ^^^  q\q\  ein  Qua- 
drupel von  Ereisschnittebenen  durch  P  nennen.  Dann  fragen  wir 
nach  ihrer  Enveloppe.  Sie  wird  durch  die  Ebenen  gebildet,  welche  durch 
entsprechende  Paare  von  zwei  einander  eindeutig  zugeordneten  Strahleninvo- 
Intionen  an  demselben  Scheitel  gehen.  Im  Allgemeinen  erzeugen  nach  einem 
Satze  von  Joncquidres*  zwei  solche  Involutionen  einen  Eegel  vierter 
Classe.  In  unserem  Falle  erleidet  aber  die  Zuordnung  der  Involutionen  eine 
Specialisirung.  Setzen  wir  nämlich  an  Stelle  von  q^  die  Gerade  ^,  so  geht 
durch  die  Punkte  Ä^^j  Ä^^  auf  g  ein  Ereis  ICj^  und  ein  fi[rei8  K^^.  Daraus 
folgt,  dass  sich  g  in  der  Zuordnung  der  Involutionen  selbst  entspricht.  Also 
ist  jede  Ebene  durch  g  ein  Theil  unseres  allgemeinen  Erzeugnisses.  Dasselbe 
zerf&llt  daher  in  ein  Ebenenbüschel  durch  g  und  einen  Eegel  dritter  Classe. 

Indem  wir  in  analoger  Weise  die  Ereisschnittebenen  durch  einen  Punkt 
von  h  untersuchen,  schliessen  wir: 

Die  Ebenen,  welche  zwei  gegenüberliegende  Seitenpaare 
eines  windschiefen  Vierecks  in  Punkten  eines  Ereises  schnei- 


^Joncquiöreg,  Th^or^mes  g^n^ranx  concemant  les  oourbes  g^mdtriqDefl 
planes  d'nn  ordre  quelconque  (Journal  de  Liouville  1861,  p.  117).  Vergl.  Cre- 
men a,  Introduzione  ad  una  teoria  geometrica  delle  curve  piane,  186B,  p.64. 
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den  und  durch  einen  Punkt  einer  fünften  Seite  des  Vierecks 
gehen»  umhüllen  einen  Kegel  dritter  Classe. 

Liegt  P  auf  g  unendlich  fem,  so  zerfiült  dieser  Kegel  in  das  Büschel 
von  Parallelebenen,  welches  wir  unter  4.  nachgewiesen  haben,  und  in  zwei 
Ebenenbüschel,  deren  Scheitelkanten  die  Stellungen  von  E|  und  E^  sind. 
Lassen  wir  P  die  Gerade  g  durchlaufen,  so  erhalten  wir  zu  jeder  Lage  von  P 
einen  Kegel  dritter  Classe.  Wir  können  boweeisen,  dass  alle  diese  Kegel 
sich  in  der  nämlichen  Curve  dritter  Classe  Q»  auf  der  unendlich  fernen 
Ebene  schneiden.  Seien  nämlich  q^  q\  ,  q^  q\  wieder  zwei  entsprechende 
Paare  der  Involutionen  J^  J^  am  Scheitel  P  und  ziehen  wir  durch  einen 
Punkt  P*  auf  g  zu  diesen  Strahlen  die  Parallelen ,  so  folgt  aus  der  Aehn- 
lichkeit  der  entstehenden  Figuren,  dass  die  resp.  Schnittpunkte  der  Paral- 
lelen mit  gi\i  g%\  auf  fi[reisen  liegen,  deren  Potenzen  in  Bezug  auf  P* 
die  idbnliohen  sind.  Also  bestinunen  diese  Parallelen  Kreisschnittebenen  des 
windschiefen  Vierecks,  welche  den  Ebenen  QiJ^^^  9iQ%y  q\9%^  QiQt  parallel 
sind.  Es  ist  folglich  jedem  Quadrupel  von  Kreisschnittebenen  durch  P 
ein  Quadrupel  durch  P*  paralleL  Nun  umhüllen  die  ersteren  Ebenen  einen 
Kegel  dritter  Classe,  also  thun  es  auch  die  Kreisschnittebenen  durch  P* 
und  beide  Kegel  schneiden  sich  auf  der  unendlich  fernen  Ebene. 

Indem  wir  in  angegebener  Weise  durch  alle  Punkte  P  von  g  die  Kreis- 
schnittebenen zeichnen,  erhalten  wir  alle  möglichen  Kreisschnittebenen ,  da 
jede  von  ihnen  g  schneiden  muss.  Somit  stellt  uns  die  Curve  Csu  die  Stel- 
lungen dieser  Kreisschnittebenen  vor.    Daraus  folgt  unmittelbar: 

Die  Ebenen,  welche  zwei  gegenüberliegende  Seitenpaare 
eines  windschiefen  Vierecks  in  Punkten  eines  Kreises  schnei- 
den und  durch  einen  reellen  Punkt  des  Baumes  gehen,  umhül- 
len einen  Kegel  dritter  Classe. 

Wir  erwBhnen,  dass  vier  Ebenen  dieses  Kegels  den  Ebenen  des  wind- 
schiefen Vierecks  parallel  sind  und  zwei  den  Seiten  g  resp.  h. 

Suchen  wir  die  Kreisschnittebenen,  welche  durch  eine  beliebige  Gerade 
gehen,  so  construiren  wir  in  zwei  Punkten  der  Geraden  die  Kreisschnitt- 
ebenen. Sie  umhüUen  Kegel  dritter  Classe,  die  sich  in  der  unendlich  fernen 
Ebene  schneiden.  Die  gemeinsamen  Tangentialebenen  der  zwei  Kegel  lösen 
die  Aufgabe.    Wir  schliessen  daher: 

Durch  eine  beliebige  reelle  Gerade  im  Baume  gehen  drei 
Ebenen,  welche  zwei  gegenüberliegende  Seitenpaare  eines 
windschiefen  Vierecks  in  Punkten  eines  Kreises  schneiden. 


6. 

Zwei  Kreise  £i^  K^^  (4),  welche  sich  in  zwei  Punkten  von  g  schnei- 
den,  bestimmen   eine  Kugel  KgK     Sind   wieder    QiQu  q^Q^  die  Verbin- 
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dungalinien  der  Punkte,  in  denen  ^^^i  g^h^  die  Kreise  K^\  K^  treffen, 
80  schneiden  die  Ebenen  QiQ%^  9\Q%i  q\Q2  ^^^9\q%  *^s  der  Kugel  Kreise, 
auf  denen  die  erwähnten  Schnittpunkte  liegen.    Wir  sagen  daher: 

Ein  Quadrupel  von  Kreisschnittebenen  durch  P  schneidet 
die  gegenttberliegenden  Seitenpaare  ^i^i,  g%\  eines  windschie- 
fen Vierecks  in  acht  Punkten  einer  KugeL 

Lassen  wir  jetzt  E^\  K^  die  Büschel  JB,,  B^  (3.)  durchlaufen,  so 
erhalten  wir  zu  jedem  zugeordneten  Paare  von  Kreisen  eine  Kugel  K^, 
Die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kugeln  liegen  in  der  Schnittlinie  m^  der  Nor- 
malebenen durch  m^  resp.  m^  zu  E^  resp.  E^.  Dieselbe  geht  folglich  durch 
P  und  muss  zur  Ebene  p^p^  —  sagen  wir  P  —  senkrecht  stehen.  Also 
ist  P  und  P  in  Bezug  auf  die  Kugeln  Kg^  Pol  und  Polarebene.  Ist  x  ein 
Punkt  von  einer  Kugel  Kg^,  so  liegt  auf  ihr  auch  der  Punkt  X, ,  welcher 
durch  P  und  P  von  2  harmonisch  getrennt  wird.  XX^  bestimmen  diese 
Kugel.  Es  geht  also  durch  jeden  Punkt  des  Baumes  eine  Kugel  K^  und 
wir  schliessen: 

Wir  können  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Baumes 
stets  eine  Kugel  so  legen,  dass  sie  zwei  gegenüberliegende  Sei- 
tenpaare eines  windschiefen  Vierecks  in  acht  Punkten  schnei- 
det, welche  in  vier  Kreisschnittebenen  durch  einen  gegebenen 
Punkt  einer  fünften  Seite  des  Vierecks  liegen. 

Lassen  wir  jetzt  P  die  Gerade  g  durchlaufen,  so  fragen  wir  nach  dem 
Orte  der  Linien  mg.  Da  bemerken  wir,  dass  zu  jeder  Lage  von  P  eine 
Ebene  P  gehört.  Alle  diese  Ebenen  bilden  ein  Büschel ,  das  h  zur  Scheitei- 
kante  hat.  Fällen  wir  auf  dieselben  aus  den  Punkten  P  die  Senkrechten ,  so 
müssen  diese  einer  Ebene  parallel  sein,  welche  zu  h  senkrecht  steht.  Mit- 
hin ist  jedem  Punkte  P  ein  Punkt  der  unendlich  fernen  Geraden  u  zugeord- 
net, welche  die  Normalstellung  zu  h  ist.  Die  Verbindungslinien  der  zu- 
geordneten Punkte  sind  die  Geraden  m^.  Folglich  bilden  dieselben  eine 
Begelschaar  B^  eines  hyperbolischen  Paraboloids.    Wir  sagen  daher: 

Die  Kugeln,  welche  zwei  gegenüberliegende  Seitenpaare 
^i^if  g%\  eines  windschiefen  Vierecks  in  Gruppen  von  acht 
Punkten  eines  Quadrupels  von  Kreisschnittebenen  durch  einen 
Punkt  einer  fünften  Seite  treffen,  haben  ihre  Mittelpunkte 
auf  einer  Begelschaar  eines  hyperbolischen  Paraboloids. 

Eine  analoge  Betrachtung,  bei  der  wir  von  h  ausgehen,  führt  zu  Kngeki 
Kh^^  deren  Mittelpunkte  auf  den  Geraden  mn  einer  Begelschaar  Ba  eines 
hyperbolischen  Paraboloids  liegen. 

7. 

Wir  wenden  uns  nochmals  zu  dem  Büschel  von  Hyperboloiden  (2.), 
denen   die  gegenüberliegenden   Seitenpaare  ^i^^,  g^\   eines    windschiefen 
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Vierecks  gemeinsam  sind.  In  den  Punkten  Ä^^^  Ä^^  berühren  die  Ebenen 
^1^19  ^2^'  ^^^  Hyperboloide  des  Büschels.  Die  Schnittlinie  dieser  Tangen- 
tialebenen ist  die  Gerade  g.  Folglich  sind  g  und  h  in  Bezug  auf  alle 
Hyperboloide  des  Büschels  zueinander  conjugirt.  Zeichnen  wir  auf  g  und  h 
in  Bezug  auf  die  Hyperboloide  die  Involutionen  harmonischer  Pole ,  so  haben 
diese  JLj,,  ^^t  ^^^  An  -As  ^^  Doppelpunkten.  Folglich  sind  diese  InYO> 
lotionen  für  alle  Hyperboloide  die  nSmlichen. 

Sei  nun  Pa  Ca  ein  Paar  der  Involution  harmonischer  Pole  auf  h  —  für 
dasselbe  ist  {PkChAi^A^)  =  -^l  —  und  PgC^  ein  Paar  auf  g,  so  sind 
nach  dem  Gesagten  die  Verbindungslinien  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  s&mmt- 
liche  Hyperboloide  des  Büschels  zueinander  conjugirt.  Bezeichnen  wir  unter 
diesen  Linien  PkPg  mit  p  und  CkC^  mit  c,  so  hat  also  eine  Ebene  E  durch 
p  zum  Ort  der  Pole  in  Bezug  auf  die  Hyperboloide  des  Büschels  die  Ge- 
rade c 

Projiciren  wir  aus  einem  beliebigen  Punkte  C  von  c  die  Geraden  g^j 
^1»  ^21  ^8  ^^^  ^^^  Ebene  E,  so  berühren  die  projicirenden  Ebenen  einen 
Kegel,  der  aus  C  an  ein  Hyperboloid  des  Büschels  gelegt  werden  kann; 
es  ist  dasjenige  Hyperboloid ,  in  Bezug  auf  welches  C  und  E  Pol  und  Polar- 
ebene sind.  Die  Projectionen  von  gi\g%\  sind  also  in  ihren  Schnittpunkten 
mit  der  Ebene  £  Tangenten  an  deigenigen  Kegelschnitt  T',  in  welchem  E 
das  erwfthnte  Hyperboloid  schneidet. 

Treffen  die  Geraden  g^  h  des  windschiefen  Vierecks  die  Ebene  E  in 
den  Punkten  G,  H^  so  geht  die  Polarebene  von  G  in  Bezug  auf  das  in  Bede 
stehende  Hyperboloid  durch  C  und  h.  Sie  schneidet  E  in  der  Polare  des 
Punktes  Q  in  Bezug  auf  T^,  Diese  Schnittlinie  ist  zugleich  die  Projection 
der  Geraden  h  ans  C  auf  E.  In  analoger  Weise  können  wir  zeigen,  dass 
die  Projeetion  der  Geraden  g  aus  C  auf  E  die  Polare  des  Punktes  H  in 
Bezug  auf  T^  ist 

Bemerken  wir  noch,  dass  p  eine  beliebige  Transversale  zu  g^  h  und 
dass  E  eine  beliebige  Ebene  durch  p  war,  so  schliessen  wir: 

Wir  können  zwei  gegenüberliegende  Seitenpaare  gi\i  g%h^ 
eines  windschiefen  Vierecks  stets  so  auf  eine  beliebige  Ebene 
E  projiciren,  dass  die  Projectionen  der  vier  Seiten  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  der  Ebene  einen  Kegelschnitt  T' berühren. 
Die  Centra,  von  denen  aus  dieses  möglich  ist,  liegen  in  einer 
Geraden.  Sie  schneidet  die  zwei  übrigen  Seiten  g^  h  des  Vier- 
ecks und  wird  durch  seine  Ecken  von  derjenigen  Geraden  har- 
monisch getrennt,  welche  durch  die  Schnittpunkte  von  E  mit 
g  und  h  geht.  Die  Projection  einer  jeden  der  Seiten  g  und  h 
ist  die  Polare  des  Schnittpunktes  der  andern  mit  E  in  Bezug 
auf  T\ 
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8. 

Nehmen  wir  in  der  Ebene  E  einen  Kegelschnitt  T^  an,  der  durch  die 
vier  Schnittpunkte  von  ffiyh^^g^^h^  mit  E  geht,  so  ist  hierdurch  ein  Hyper- 
boloid des  Büschels  festgesetzt.  Der  Pol  der  Ebene  E  in  Bezug  auf  dieses 
Hyperboloid  ist  ein  Punkt  von  c.  Von  ihm  aus  werden  ^^^i,  g^h^  als 
Tangenten  von  T*  projicirt    Wir  sagen  daher: 

Ziehen  wir  durch  vier  Punkte  ff^,  J7|,  O^,  Hf  eines  Kegel- 
schnittes zwei  gegenüberliegende  Seitenpaare  ^i^j,  g^h^  eines 
windschiefen  Vierecks,  so  können  wir  stets  einen  Punkt  des 
Baumes  angeben,  von  dem  aus  diese  Seiten  als  Tangenten  des 
Kegelschnittes  erscheinen.     Oder: 

Ziehen  wir  durch  vier  Punkte  eines  Kegelschnittes  zwei 
gegenüberliegende  Seitenpaare  eines  windschiefen  Vierecks, 
so  schneiden  sich  die  vier  Ebenen,  welche  durch  diese  Seiten 
gehen  und  den  Kegelschnitt  berühren,  in  einem  Punkte. 

Ist  E  eine  Kreisschnittebene,  so  folgt: 

Schneidet  eine  Ebene  zwei  gegenüberliegende  Seitenpaare 
eines  windschiefen  Vierecks  in  Punkten  eines  Kreises,  so  giebt 
es  stets  einen  Punkt  im  Baume,  Yon  dem  aus  diese  Seiten  als 
Kreistangenten  erscheinen. 

Schneidet  E  die  Seiten  ^|A],  g^h^  in  Punkten  eines  Parallelogranmis, 
so  muss  E  zu  ^  und  h  parallel  sein.  Also  liegen  Q  und  H  in  der  Rich- 
tung der  Seiten  dieses  Parallelogramms.  Projiciren  wir  jetzt  ^i^i,  gf\ 
aus  Punkten  von  o,  so  sind  die  Projectionen  von  g  und  h  Durchmesser  der 
Kegelschnitte,  welche  von  den  Projectionen  der  (Geraden  ^lA^,  g^h^  berührt 
werden.  Nun  schneiden  sich  die  letzteren  Projectionen  paarweise  auf  den 
ersteren.  Also  bilden  auch  die  Projectionen  von  g^h^,  g^h^  ein  Parallelo- 
gnunm  und  wir  sagen: 

Schneidet  eine  Ebene  zwei  gegenüberliegende  Seitenpaare 
eines  windschiefen  Vierecks  in  Punkten  eines  Parallelogram- 
mes,  so  giebt  es  eine  Gerade,  von  deren  Punkten  aus  diese 
Seiten  ebenfalls  als  Parallelogramm  erscheinen.  Die  Ecken 
des  letzteren  Parallelogramms  liegen  auf  den  Mittenlinien  des 
ersteren. 

Ist  E  die  unendlich  ferne  Ebene,  so  liegt  auch  jp  unendlich  fem.  Dann 
ist  0  die  (Gerade,  welche  die  Mitten  zwischen  J[|jJ„  und  ^^^  yerbindei 
In  diesem  Falle  schliessen  wir: 

Ist  C  ein  Punkt,  der  auf  der  Verbindungslinie  der  Mitten 
▼on  zwei  windschiefen  Seiten  eines  windschiefen  Vierecks 
liegt,   so   berühren   die  Ebenen  durch  0  und  die  übrigen  Tier 
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Seiten  einen  Kegel  zweiten  Grades  längs  Erzeugenden,  welche 
resp.  zu  diesen  vier  Seiten  parallel  sind. 

Soll  C  auf  der  Geraden  c  unendlich  fem  liegen,  so  ist  O  der  Pol  znr 
Ebene  E  in  Bezug  auf  ein  Hyperboloid,  das  E  znr  Durchmesserebene 
hat,  folglich  befindet  sich  in  E.der  Mittelpunkt  dieses  Hy2>erboloids.  Nun 
li^n  die  Mittelpunkte  aller  Hyperboloide  des  Büschels  auf  einer  Geraden. 
Diese  schneidet  E  in  einem  Punkte  If ,  welcher  Mittelpunkt  eines  Kegel- 
schnittes T^  isi  Seine  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  mit  ^|%|,  g^\ 
sind  Pandlelprojectionen  dieser  Geraden.     Wir  sagen  daher: 

Unter  den  Kegelschnitten,  welche  durch  die  Schnitt- 
punkte einer  Ebene  mit  zwei  gegenttberliegenden  Seitenpaa- 
ren eines  windschiefen  Vierecks  gehen,  giebt  es  stets  einen, 
dessen  Tangenten  in  den  erwähnten  Schnittpunkten  Parallel- 
projectionen  der  Seiten  des  Vierecks  sind. 
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XVL  Bemerkungen  zn  der  Orenzftinction  algebraischer  Iterationen. 

In  einem  Vortrage,  welchen  ich  im  Naturhistorisch-medicinischen  Ver- 
ein an  der  Universität  zu  Heidelberg  am  4.  Februar  1887  unter  dem  Titel: 
;,üeber  ein  neues  Princip  algebraischer  (und  analytischer)  Iterationen^  ge- 
halten habe,*  habe  ich  als  Verallgemeinerung  des  Gauss 'sehen  arithmetisch- 
geometrischen Mittels  folgendes  Theorem  bewiesen. 

Die  Wurzeln  der  q^^  algebraischen  Oleichung  n**°  Grades  aus  dem 
unendlichen  Systeme 

(^  =  -00,  ...,-2,-1,0,  1,2,  .,., +00) 
seien  immer 

so  dass  für  jeden  ganzzahligen  Werth  des  „  Iterationsindez  **  q  der  all- 
gemeine Algorithmus 

^cpi)  (ff +>)qpj  =  — --  ^  (pf^  g?/, . . .  q>i^ 

v) 

zunftchst  mit  der  Beschränkung  (die  später  fallen  gelassen  werden  kann) 
stattfinden  soll ,  dass  die  aus  Ätp^  entspringende  X^  Wurzelausziehung  mit 
absolutem  Vorzeichen  genommen  werde.  Sind  nun,  indem  wir  ftlr  ^  =  0 
den  Iterationsindex  ganz  weglassen, 

Vif  921  •••>  Vn 
Functionen  von   m   complexen  Variabein  0;^,  x^^  ...,  ^m>   welche   in   der 
Umgebung  des  Werthesystems 

«)  «l  =  «l,     «»  =  «8»     •••>     ^m^^a^ 

als  Potenzreihen,  welche  nach  Potenzen  von  («1  — «1),  {s^^o%)y  •••»  («»— «•) 
fortschreiten,  darstellbar  sind,  deren  von  x  unabhängiges  Glied,  etwa  ao,2 
(A  =  1,  2,  ...,  n)  für  alle  q>i  ein  gemeinsames  ist  und  die  sonst  den  Cha- 
rakter der  Yon  mir  oft  als  ,)Cofunctionen^  charakterisirten  Potenzreihen 
haben,  so 

ezistirt  immer  eine  „  Grenzpotenzreihe^,  welche  die  ein- 
ander gleichwerdenden  Wurzeln  der  zu  9  =  00  gehörigen 

*  VergL  Verhandlungen  des  genannten  Vereins,  N.  F.  IV.  Bd.  1.  Heft 

Digitized  by  VJV^l^V  iC 


Kleinere  Mittheilungen.  311 

Oleichnng  für  das  Werjhesjstem  a  reprfisentirt  und  der 
sich  alle  Potenzreihen  ^<Vi  insofern  mit  der  (von  n  unab- 

'  hSngigen)  BapiditSt  29  nShern,  als  in  («Vi  die  Goefficien- 

ten  der  ersten  2^  Dimensionen  für  alle  il=sl,  2,  ...,  n 
entsprechend  einander  gleich  werden  und  ihre  entspre- 
chenden Werthe  auch  fttr  alle  folgenden  q  beibehalten, 
also  mit  den  entsprechenden  von  ("^Vi  übereinstimmen. 
Ich  habe  im  genannten  Vortrage  angedeutet  (und  demnSchst  werde  ich 

es  aasführlich  nachweisen),  dass  in  dem  speciellen  Falle,  wenn 

ß)  9>i(«),  9>i{^)j  ••.»  <Pn(^) 

ganze  rationale  Functionen  sind,  die  Grenzfunction  fttr  die  ganze  Ebene 
dadurch  definirt  werden  kann ,  dass  eine  ganz  bestimmte  rationale  Function 
derselben  ein  Integral  wird  einer  Differeutialgleichung  mit  einer  endlichen 
Anzahl  q  singulärer  Punkte ,  zu  welcher  die  Fuchs 'sehe  Classe  von  linearen 
Differentialgleichungen*  überhaupt  und  speciell  diejenigen,  welche  nach 
Fuchs  die  Periodicitätsmoduln  der  hyperelliptischen  und  Aberschen  Inte- 
grale definiren,**  in  engster  Verwandtschaft  stehen,  üeberhaupt  iSsst  sich 
Alles,  was  Gauss  in  seinem  „Nachläse^  von  dem  arithmetisch- 
geometrischen Mittel  behauptet  (welches  als  specieller  Fall  n  =  2 
in  unserer  Function  enthalten  ist)  Wort  für  Wort  auch  fttr  unsere 
Function  verallgemeinern. 

Hier  will  ich  die  Entwickelung  geben,   welche  als  Verallgemeinerung 
von  9  in  Pars  11  von  Gauss'  Nachlass  betrachtet  werden  kann. 

Aus 

^  '^+'><px  ^  n^  <%? ^^     (A-1,J,  ...,w) 

[wobei  (''^^V(oI-i  analog  wie  Aip^)  aus  den  Wurzeln  derjenigen  Gleich- 
ung w  — 1***  Grades  gebildet  ist,  welche  mit  /'(Ww)=0  alle  Wurzeln  mit 
Ausnahme  einer  gewissen  <pi  gemein  hat]  erhellt,  dass,  wenn  man  fortfährt, 

in  dieser  Weise  die  Quotienten    ,^,,^  •     als  lineare  Functionen  von  eben- 

solchen  Quotienten  mit  niedrigerem  Iterationsindex  auszudrücken,  die  Ja- 
cobi'sche  Functionaldeterminante  des  Systems  für  jedes  (q)  Null  wird  und 
nur  Null  wird  für  diejenigen  Werthe  von  Xy  für  welche  die  Discriminante 


*  Vergl.  Fuchs,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  Borch. 
Joam.Bd.  66,  68  flgg. 

**  ibid.  1.  Die  Periodicitätsmoduln  der  hyperelliptischen  Integrale  als  Func- 
tionen eines  Parameters  aufgefasst.    Borch.  Journ.  Bd.  71. 
2.  Zur  Theorie  der  Aberschen  Functionen  (Ueber  die  Form  der  Argu- 
mente der  Thetafnnctionen  etc.).    Borch.  Jonm.  Bd.  73. 
8.  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen,  welchen  die  Periodi- 
dtiltsmodaln  der  Aberschen  Integrale  genügen.    Borch.  J.  Bd.  78.        j 
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(9)y^Wyg...(^)y, 


1  1         ' 


n<»+»V,  <«+>V,». . .  («+ '  V„» 


<«+'>9'(i)i       "+''9>(i)i       ...  <«+'>qpwi 


verschwindet,  wobei  ^^  genau  diejenige  Determinante  ist,  von  welcher  ich 
im  IV.  Capitel  des  zweiten  Abschnittes  meines  Werkes  |,  Theorie  allgemeiner 
Cofonctionen^  bewiesen  habe,  dass 

d.  h.  d^  ist  genan  die  Discriminante  von  /'((9)u)a0.  Die  singolSren 
Punkte  sind  somit  die  Nullpunkte  des  Productes 

indem  die  Elemente  der  Determinante  <9+^>//  aus  den  Elementen  der  Deter- 
minanten <*>^^,  C2)^,  ...,  <9-i)^,  (?)//  in  bekannter  Weise  componirt  sind. 
Aus  den  in  iL)  enthaltenen  n  Gleichungen,  welche  für  ein  beliebiges  q 
jedes  der  n  Elemente 

als  lineare  Functionen  der  entsprechenden  n  vorhergehenden 

darstellen  lassen,  kann  man  leicht  ein  anderes  System  von  je  (n  — 1)  linearen 
Functionen  von  je  (n  — 1)  Elementen  herleiten,  indem  man  die  Differenzen 
einführt,  welche  man  erhält,  wenn  man  für  jedes  c[  immer 

von  allen  vorhergehenden    .   .  ,>    ^  (i=  1,  2,  ...,  «— 1)  subtrahirt  und  die 

Differenzen  als  neue  Elemente  au£Gust.  Zieht  man  nämlich  die  aus  X)  für 
X=^n  sich  ergebende  Gleichung  von  allen  vorhergehenden  (A  ss  1,  2,  . . . ,  «  -1) 
ab,  so  erhält  man  zunächst,  wenn  man  Kürze  halber  die  Bezeichnung 

'*''*  (5+1)^;*  U=i.2,  ...,«-1  ; 

einfahrt,  («—1)  lineare  Functionen  von  je  «i  Elementen 

Bedenkt  man  aber,  dass  unserer  Definition  und  Bezeichnung  gemBss  für  ein 
beliebiges  q  und  %  immer 
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wird,  so  kann  man  offenbar  das  Gleichnngssystem  so  schreiben: 

j  ((»+i)y._,,  (»+«v.) 

=-  [<«+'»*j,.-i(W9>, ,  '«V»)+<»+'>^«.i(<«V„(«V»)  +  - + <»+*>t..  •,«.i(<«V.-i,  «'V»)]. 

wobei  Eflrze  halber 

gesetzt  ist. 

Die  Determinante  (n— 1)^^  Ordnung  dieses  Systems  ist  mit  der  obigen 
Determinante  ^9+^)j  identisch  und  wird  aus  jener  unmittelbar  durch  Sub- 
traction  der  letzten  Colonne  von  allen  Yorhergehenden  erhalten.  Dieselbe 
wird  also  Null  für  die  Nullwerthe  der  obigen  Discriminante  und  nur  für  diese. 

Man  kann  also  fttr  jedes  q  die  (f>  — 1)  Differenzen 

C«Vi,  <«V«),   (<«V2,  <^^9>n),  ...,  (<«V«-1,  ^^'<Pnh 

auch  linear  ausdrucken  durch  die  (m  — 1)  ursprünglichen  Dif- 
ferenzen 

iVa  9«)»   (929  9n)f  ...,   (9^«-li  9>n)j 

die  Determinante  des  Systems  ist  ein  Product  aller  vorhergehenden  Deter- 
minanten und  die  Elemente  sind  Compositionen  aller  vorhergehenden  Ele- 
mente, unter  denen  nur  homogene  Functionen  von 

nicht  aber  die  der 

vorkommen.    Bezeichnet  man,  analog  wie  Gauss,  mit 

xmd  berflcksichtigt,  dass 

so  folgt  fttr  jedes  g  (gf=  1,  2,  ...,  oo) 

(7+1)5  =  i9)3  +  (<f  Vj ,  (»V«)  +  (<9>g>„  <9)9„)  +  . . .  +  ((9)g).- , ,  (»V«) , 
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=     ^'{l+iOn  +>«+-  +  Vi-.)+^()+^(  )  +  •••) 

+  ^"{n-^(>...+>«.j+.-+>».»-.)+^(  )+^,(  )+•••)• 

Für  n  =  2,  y^ssra;,  9>2=^  erhält  man  die  Formeln  von  Gauss 
a.  a.  0. 

Ich  werde  bei  einer  späteren  Gelegenheit  mehrere  Anwendungen  Ton 
unserer  Function  geben  und  werde  unter  Anderem  auch  zeigen,  dass  man 
aus  einer  Notiz  von  Herrn  Schlömilch  „Ueber  Mittelgrössen  verschie- 
dener Ordnungen"  (Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  3,  S.  301)  nützliche 
Schlüsse  für  unsere  Function  ziehen  kann. 

Heidelberg,  Juni  1887.  Dr.  Hbbmak»  Schapiba. 

XVn.  S&tze  über  die  Bewegung  eines  ebenen  Systems. 

I.  Ist  ein  ebenes  System  gleichzeitig  mehreren  Bewegungen  ausgeseizi, 
von  welchen  jede  einzelne  durch  den  momentanen  Drehpunkt  (7b  )  ^^ 
Wendepol  Wn  und  die  Winkelgeschwindigkeit  a>n  .gegeben  ist,  so  ist 
der  resultirende  Drehpunkt  C  bekanntlich  der  Schwerpunkt  aller  C«, 
wenn  in  denselben  die  Winkelgeschwindigkeiten  oon  als  Gewichte  an- 
gebracht werden.  Es  Iftsst  sich  zeigen:  Der  Wendepol  W  der 
resultirenden  Bewegung  ist  der  Schwerpunkt  aller  Wende- 
pole Wn  nnd  aller  Drehpunkte  C«,  wenn  in  ersteren  die 
Gewichte  a>n*)  in  letzteren  die  Gewichte  oonC^^cD  — o«)  an- 
gebracht werden. 
II.  Besitzt  ein  ebenes  System  gleichzeitig  zwei  Bewegungen  mit  den 
momentanen  Drehpunkten  C^,  (7,  und  den  Wendepolen  W^  Wj,  bo 
lässt  sich  zeigen:  Der  Wendepol  W  der  resultirenden  Be- 
wegung liegt  auf  einer  Parabel,  welche  durch  die  Wende 
pole  TFi,  TTg  geht;  die  Tangenten  dieser  Parabel  in  TFj,  W^ 
schneiden  sich  im  Halbirungspunkte  der  Strecke  C^C^* 

Graz.  WiTTBNBAUEB. 

(AuB  den  Sitzongsber.  d.  Wiener  Akademie,  1886,  XYI.) 
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XVm   Heber  eine  synthetisohe  Erzeugiing  der  Cremona^sohen 
Transformation  dritter  und  vierter  Ordnung. 

(Hierza  Taf.  m  Fig.  12  a.  18.) 

Die  Cromo na'sche  Transformation  zweiter  Ordnung  oder  die  quadra- 
tische Transformation  iSsst  sich  nach  Steiner  bekannüicli  dadurch  stereo- 
metrisch erzeugen,  dass  man  das  Strahlsjstem  der  Geraden,  die  zwei  festen 
windschiefen  Geraden  begegnen,  mit  zwei  Ebenen  schneidet.  Jede  Gerade 
des  Systems  schneidet  dann  entsprechende  Funkte  der  quadratisch  aufein- 
ander bezogenen  Ebenen  aus.  In  ganz  tthnlicber  Weise  iSsst  sich  nun  auch 
die  Creme na'sche  Transformation  dritter  und  vierter  Ordnung  stereome- 
trisch klar  veranschaulichen.  Nehmen  wir  nämlich  statt  der  beiden  Geraden 
eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  und  schneiden  das  Strahlsystem  ihrer  Se- 
canten  mit  zwei  Ebenen,  so  erhält  man  eine  Transformation  vierter  Ord- 
nung, um  dies  nachzuweisen,  brauchen  wir  blos  folgende  zwei  Sätze  als 
bekannt  vorauszusetzen: 

1.  Durch  jeden  beliebigen  Punkt  im  Baume  giebt  es  eine  Secante  der 
Baumeurve.  Liegt  aber  der  Punkt  auf  der  Baumourve  selbst,  so 
giebt  es  unendlich  viele  durch  ihn  gehende  Secanten,  welche  den 
die  Curve  von  diesem  Punkte  ans  projicirenden  Kegel  zweiter  Ord- 
nung bilden. 

2.  Alle  Secanten  der  Baumcurve  dritter  Ordnung,  welche  eine  vor- 
gegebene Gerade  schneiden,  bilden  eine  Fläche  vierter  Ordnung. 

I. 

Es  seien  E  und  E|  die  beiden  Ebenen,  ST  {¥ig.  12)  ihre  Schnittlinie 
und  Ä^  By  C,  bezw.  2>j,  JBJ^,  F^  die  Schnittpunkte  derselben  mit  der  Baum- 
curve. Dann  ist  klar,  dass  einem  beliebigen  Punkte  P  der  einen  Ebene 
ein  und  nur  ein  Punkt  P^  der  andern  Ebene  entspricht,  und  umgekehrt. 
Denn  durch  P  giebt  es  blos  eine  einzige  Secante  der  Baumcurve,  welche 
eben  die  Ei  in  i\  trifft.  Nehmen  wir  aber  einen  der  Punkte  Ä,  By  C^  so 
geht  durch  ihn  ein  ganzer  Kegel  von  Secanten,  welcher  E^  in  einem  Kegel- 
schnitt trifft,  der  auch  B^,  JEJ^,  F^  als  Punkte  enthält. 

Wenn  femer  die  Linien  ÄB^  AC.BC,  ByE^yE^F^,  F^B^  der  Schnitt- 
hnie  8T  bezüglich  in  den  Punkten  y, ,  |?^ ,  o^ ,  tp^  6,  s  begegnen  und  wir 
leinen  Kegelschnitt  immer  blos  durch  fünf  ihn  bestimmende  Punkte  bezeich- 
nen, 80  entspricht,  da  ja  auch  J.JB,  BC  Secanten  der  Baumcurve  sind, 
offenbar  ^^  , 
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dem  Punkte  A  der  Kegelschnitt  {ß^y^D^E^F^^ 

„       F,    „  „  {SiÄBC) 

vu  8,  w.; 
Äy  B,  0,  Dj^f  Eij  F^  sind  also  eine  Grnppe  von  singnlSren  Punkten  der 
Transformation. 

Femer  erkennt  man  leicht,  dass  die  Punkte  der  Schnittlinie  8T  sicli 
selbst  entsprechen.  Denn  ist  Q  ein  Punkt  auf  8T  und  zwar  als  Punkt  von  E 
betrachtet,  so  geht  durch  ihn  eine  Secante;  diese  tri£ft  aber  E^  wieder  in  Q, 

Dagegen  machen  eine  Ausnahme  die  Punkte  cc^^  ß^Yi^  ^j  £)  9>-  ^^^b 
nehmen  wir  z»  B.  a^  als  einen  Punkt  der  E|,  so  ist  BO  die  durch  ihn 
gehende  Secante.  Diese  liegt  aber  selbst  in  E,  ihr  Schnittpunkt  mit  E  wird 
also  unbestimmt,  d.  h.  dem  Punkte  a^  entspricht  jeder  Punkt  von  ^(7.   Es 


entspricht  also 


dem  Punkte  ö  die  Oerade  F^Ei^ 
••      BO 


8.  W. 


die  Punkte  9y  Sj  fpj  ^if  ßi^  Yi  bilden  also  eine  zweite  Gruppe  von  singu- 
Ifiren  Punkten. 

IL 

Nehmen  wir  jetzt  eine  Oerade  in  E.  Dann  bilden  alle  Secanten»  weldie 
dieser  begegnen,  eine  Flftche  vierter  Ordnung  und  diese  hat  die  gegebene 
Baumcurve  zur  Doppelcurve.  Denn  durch  jeden  Punkt  der  Baumcurve  gehen 
zwei  Erzeugende  dieser  Begelfläche;  es  giebt  nSmlich  immer  zwei  Erzeugende 
des  die  Curve  von  diesem  Punkte  aus  projicirenden  Kegels,  welche  zugleich 
die  vorgegebene  Gerade  schneiden. 

Die  Ej  schneidet  also  diese  Begelfläche  in  einer  Curve  vierter  Ordnung, 
welche  D^JE^JP^  zu  Doppelpunkten  hat.  Man  sieht  dies  Letztere  übrigens 
auch  daraus  sofort  ein,  dass  die  Gerade  in  E  den  Kegelschnitt  {öeÄBC) 
ja  zweimal  trifft,  also  die  entsprechende  Curve  zweimal  durch  F^  gehen 
muss.  Femer  muss,  da  die  Gerade  in  E  jede  Seite  des  Dreiecks  ABO 
trifft,  die  entsprechende  Curve  vierter  Ordnung  auch  durch  dißiYi  je  ein- 
fach hindurchgehen. 

Es  entspricht  also  einer  Geraden  in  E  eine  rationale  Curve  vierter  Ord- 
nung in  Ej,  welche  D^E^Fj^  zu  Doppelpunkten  hat  und  ausserdem  noch 
durch  a^ßiY^  geht.  Damit  ist  der  Charakter  der  Transformation  als  einer 
Cremen a'schen  vierter  Ordnung  nachgewiesen.  Einer  Geraden  in  E^  ent- 
spricht natürlich  eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  ABO  als  Doppelpunkten 
und  ösq>  sla  einfachen  Punkten«  Es  ist  nun  leicht  nachzuweisen,  dass  einer 
beliebigen  Curve  «*•*  Ordnung  C"  in  E  eine  Curve  Cj**  in  E^  entspricht 
Wir  wählen  eine  beliebige  Gerade  in  E| ;  dieser  entspricht  dann  eine  Gurre 
vierter  Ordnung  in  E,  welche  die  C"  in  4n  Schnittpunkten  schneiden  wird. 
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Diesen  und  nur  diesen  mUssen  die  Schnittpunkte  der  Geraden  in  E|  mit  der 
C|  entsprechen,  also  ist  C^  nothwendig  von  der  (4n)**"  Ordnung. 

Femer  hat  die  C"  mit  jedem  der  Kegelschnitte  {deÄBC)^  {5q>ÄBC)^ 
{ifpABC)  offenbar  2fi  Punkte  gemeinsam,  also  sind,  da  jedem  dieser 
Schnittpunkte  immer  einer  der  Punkte  F^EiD^  entspricht,  diese  drei  Punkte 
(2ii)- fache  Punkte  der  C/"  und  ebenso  sind,  entsprechend  den  n  Schnitt- 
punkten der  C*  mit  jeder  der  Seiten  des  Dreiecks  ÄBC^  die  Punkte  cr|,  /J^,  y^ 
(ii)- fache  Punkte  der  C^^*.    Wir  haben  also: 

„Einer,  beliebigen  Curve  «*"  Ordnung  (7*  in  E  entspricht  in  \ 
eine  Curve  von  der  (4«)*"»  Ordnung  C^*",  welche  D,,  JE^,  F^  zur 
2fi-fiEUihen,  a^,  ßuYi  ^^  (n)-fachen  Punkten  hat,  und  umgekehrt.^ 

Natürlich  entspricht  einer  Curve  n^  Ordnung  in  E^  auch  eine  Curve 
(4ii)^  Ordnung  in  E  mit  ^,  J9,  C,  d,  e,  9  als  (2 n) -fachen,  bezw. 
(ii)-&chen  Punkten. 

Nehmen  wir  jetzt  aber  allgemeiner  an,  unsere  Curve  C"  habe  den 
Punkt  Ä  zum  A-ÜEUihen,  den  Punkt  B  zum  fi-ÜBM^hen,  den  Punkt  C  zum 
v-&chen  Punkt  und  die  Punkte  A,  s,  q>  bezüglich  als  »-&che,  ^-fache  und 
X- fache  Punkte,  so  ist  die  Ordnung  der  C^  nur  noch 
4«-2a+f*+v)-.(»+e  +  x). 
weil  eben  jedesmal,  wenn  C"  z.  B.  durch  A  hindurchgeht,  der  Kegelschnitt 
(J^iXiA-^i^i)  B^^^  absondert,  und  wenn  C"  durch  e  l&uft,  die  Gerade  D^J^i* 
Rechnet  man  diese  abscheidenden  Kegelschnitte  und  Geraden  nicht  mit,  so 
hat  dann  auch  die  (7|  die  2>|,  JEJ|,  J^j,  cr^,  ß^j  y^  nicht  mehr  als  (2n)-, 
bezw.  (fi)-&che  Punkte,  vielmehr  sind  dies  nur  noch  der  Beihe  nach 

[2«-(A+ft  +  v)-(^  +  x)],     [2«-(A+f*+v)-(x  +  x)], 

[2n-a+ft+v)-(x+^)], 
[«-(f*  +  v)],     [«-(A  +  fi)],     [n-(A  +  fi)].fache  Punkte, 
wie  man  auch  bald  einsieht. 

Beispielsweise  entspricht  dem  Netz  der  Kegelschnitte  in  E,  das  durch 
die  Punkte  Äj  B,  C  bestimmt  ist,  das  Netz  der  Kegelschnitte  in  E^  durch 
die  Punkte  D^^  JEJ^,  F^,  Je  zwei  entsprechende  Kegelschnitte  schneiden 
sich  auf  8T. 

in. 

Die  bisher  nachgewiesenen  Sätze  lassen  sich  nun  auch  rSumlich  deuten. 
I>enken  wir  uns  die  Ebene  E  fest,  die  E|  dagegen  durch  immer  andere  und 
andere  Ebenen  ersetzt,  so  können  wir  den  in  I  ausgesprochenen  Satz  so 
formuliren: 

i}Hat  man  eine  BaumCurve  dritter  Ordnung  und  irgend  eine 
ebene  Curve  n^  Ordnung,  so  bilden  alle  Secanten  der  Baumourve, 
welche  diese  ebene  Curve  schneiden,  eine  Begelfl&che  von  der  (4n)**" 
Ordnung,  welche  die  Baumcurve  selbst  zur  (2 n)- fachen  Curve  hat, 
die  in  der  Ebene  der  ebenen  Curve  liegenden  Secanten  aber  als 
(n)- fache  Erzeugende  enthftlt.'' 
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Dies  ist  die  Verallgemeinerimg  des  ganz  am  Anfang  unter  2.  erwfthn- 
ten  Hilfssatzes.     Ein  einfacher,  specieller  Fall  desselben  ist  folgender: 

^Hat  man  eine  Baamcnrve  dritter  Ordnung  und  einen  Eegel- 

sclinitt,  so  bilden  alle  Secanten  der  Baumcurve,  die  diesem  begegnen, 

eine  Fläche  achter  Ordnung,  welche  die  Baumcurve  selbst  als  Tier- 

faohe  Curve,  die  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes  liegenden  Secanten 

aber  als  Doppelerzeugende  enthält.^ 

In  ähnlicher  Weise  könnten  wir  auch  den  andern  Fall,  wo  die  Cf*  die 

singulären  Punkte  der  E  in  gewisser  Vielfachheit  enthält,  räumlich  deuten. 

Z.  B.  haben  wir: 

„Hat  man  eine  Baumcurve  und  legt  durch  drei  ihrer  Punkte 
einen    sonst   beliebigen  Kegelschnitt,    so    bilden    alle   Secanten  der 
Baumcurve,   welche  diesem  begegnen,  vorausgesetzt,  dass  von  den 
Kegeln  zweiter  Ordnung  abgesehen  wird,  ein  Hyperboloid,   das  die 
Baumcurve  selbst  enthält/' 
Nun  können  wir  der  Ebene  E|  aber  noch  weitere,  besondere  Lagen 
geben.     Legen  wir  E|  durch  eine  Tangente  der  Baumcurve,  so  fallen  von 
den  Punkten  2>j,  ^,,  F^  zwei  zusammen  und  es  ist  ausserdem  diese  Tan- 
gente  als  Bestimmungssttlck    mitzurechnen.     Die  Curve  vierter  Ordnung, 
welche  einer  Geraden  in  E  entspricht,  hat  dann  in  dem  Punkte,  wo  die 
beiden  Doppelpunkte  zusammenfEÜlen ,  eine  Selbstberührung  mit  vor- 
gegebener Tangente.     Eine  ähnliche  Singularität  hat  auch  die  C|^",  die  einer 
beliebigen  C^  entspricht,  in  diesem  Punkte,  und  zwar  ist  von  den  noch 
vorhandenen  (2n^l)  Tangenten  eine  die  vorgegebene. 

Nehmen  wir  endlich  E^  als  Osculationsebene  der  Baumcurve,  so  hätte 
die  Curve  vierter  Ordnung,  welche  einer  Geraden  in  E  entspricht,  einen 
dreifachen  Punkt,  in  dem  aber  nur  eine  einzige  Tangente  vorhanden,  so 
dass  derselbe  äusserlich  nicht  besonders  in  die  Augen  springt.  Man  findet 
auch  leicht,  dass  ein  solcher  dreifacher  Punkt  fGkr  neun  Bedingungen  zählt, 
wie  es  auch  sein  muss ,  da  von  der  Curve  vierter  Ordnung  ausserdem  noch 
drei  Punkte  gegeben. 

Zu  bemerken  ist,  dass  der  zweite  Haupt  fall  der  Cremona'schen 
Transformation  vierter  Ordnung,  wo  die  Curve  vierter  Ordnung  durch  einen 
dreifachen  Punkt  and  sechs  weitere  Punkte  bestioomt  erscheint,  hier 
nicht  enthalten  ist 

IT. 
Lassen  wir  jetzt  die  Baumcurve  dritter  Ordnung  in  einen  Kegelschnitt  K 
und  in  eine  diesen  schneidende  Gerade  Q  zerfallen,  so  giebt  es  wiedenim, 
wenn  wir  von  dem  Strahlbttndel  im  Schnittpunkt  der  Geraden  mit  dem 
Kegelschnitt  absehen,  durch  jeden  beliebigen  Punkt  im  Baume  eine  Ge- 
rade, welche  K  und  Q  begegnet,  während  in  jeder  beliebigen  Ebene  zwei 
solche  Strahlen  liegen.  Die  Punkte  der  zerfallenen  Baumcurve  nehmen  auch 
hier  wieder  eine  Ausnahmestellung  ein,  insofern  es  nämlich  durch  dieselben 

Digitized  by  \^KJKjpL\\^ 


Kleinere  Mittheilangen.  319 

unendlich  viele  Secanten  giebt.  Liegt  der  Punkt  anf  &,  so  bilden  diese 
einen  Kegel  zweiter  Ordnung,  während  die  durch  einen  Punkt  von  Z"  gehen- 
den Strahlen  des  Systems  einen  in  der  Ebene  durch  den  Punkt  und  durch 
G  liegenden  Strahlbüschel  bilden.  Schneiden  wir  dieses  Strahlsystem  mit 
zwei  Ebenen,  so  werden  diese  wieder  Punkt  ftlr  Punkt  eindeutig  aufein- 
ander bezogen,  und  zwar  erhalten  wir  die  Cremona'sche  Transformation 
dritter  Ordnung. 

Nehmen  wir  nSmlich  noch  eine  weitere  Gerade  g  hinzu ,  so  ergiebt  sich 
schon  aus  dem  in  der  Einleitung  unter  2.  erwähnten  Satze,  dass  alle  Se- 
canten unserer  zerfallenen  Baumcurve ,  welche  g  treffen ,  eine  Fläche  dritter 
Ordnung  bilden,  was  sich  übrigens  ja  auch  davon  unabhängig  leicht  be- 
weisen lässt.  Der  Kegelschnitt  liegt  ganz  auf  dieser  Fläche  —  durch  jeden 
seiner  Punkte  geht  ja  noch  eine  Erzeugende  derselben  — ,  die  G  ist  Doppel- 
gerade der  Fläche,  —  durch  jeden  ihrer  Punkte  laufen  zwei  Erzeugende  der 
Fläche. 

Sind  nun  wieder  E  und  E^  die  beiden  schneidenden  Ebenen,  die  sich 
(Fig.  13)  in  8T  treffen,  während  G  sie  in  Ä  mä  D^,  Km  B,  ö,  E^,  F^ 
trifft  und  sind  im  üebrigen  die  Bezeichnungen  die  nämlichen  wie  in  Fig.  12, 
nur  dass  a^  mit  d  zusammenfallen  muss,  so  sieht  man  leicht  Folgendes  ein: 
Ä^BfOy  f,  9^,  Dj,  i7,,  JF\,  /S^,  Yi  siJi^i  ^^^  singulären  Punkte;  es  entspricht 
dem  Punkte  A  der  Kegelschnitt  (ß^y^B^E^F^^ 
„         „        B  die  Gerade  X^i/i, 

>i         »>        ^    >»         ji       -^1  Pi » 

„        E    „         „       B,F^  u.s.f. 
Femer: 

„Einer  beliebigen  Geraden  in  E  entspricht  in  E^  eine  Curve 

dritter  Ordnung,   welche  B^  zum  Doppelpunkt,  i7,,  JF\,  /Sj,  y^   zu 

einfachen  Punkten  hat.     Allgemein  entspricht  einer  beliebigen  Curve 

^tex  Ordnung  C"  in  E  eine  Curve  (3n)*«'  Ordnung  C,^»  in  E, ,  welche 

2>j  zum  (2w)-fiBU3hen,  JSi»  l^^,  ft,  yi  zu  (w)- fachen  Punkten  hat." 

Damit  ist  nachgewiesen,   dass  wir  durch  die  erwähnte  Beziehung  in 

der  That  die  Cremona'sche  Transformation  dritter  Ordnung  erhalten.    Die 

weiteren  Betrachtungen  sind  sämmtlich  den  schon  angewandten  ganz  analog. 

Y. 

Wir  können  auch  hier  wieder  folgenden  Satz  aussprechen: 

„Hat  man  eine  zerfallene  Baumcurve  dritter  Ordnung,  bestehend 
aus  einem  Kegelschnitt  und  einer  diesen  schneidenden  Geraden,  und 
ausserdem  eine  beliebige  ebene  Curve  t»^'  Ordnung,  so  bilden  alle 
Secanten  der  Baumcurve,  welche  diese  Curve  schneiden,  eine  Begel- 
fläche  (3n)*^  Ordnung,  welche  die  Gerade  als  (2 n)- fache  Erzeugende, 
den  Kegelschnitt  und  die  in  der  Ebene  der  ebenen  Curve  liegenden 
zwei  Erzeugenden  als  (n)- fache  Elemente  enthält/' 
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Es  steht  ans  nan  auch  hier  wieder  frei,  den  beiden  schneidenden  Ebenen 
besondere  La^en  anzuweisen.  Wir  können  z.  B.  die  E^^  so  w&hlen,  dass  sie 
K  berührt.  Dann  fallen  Ej^  und  JPj  zusammen  und  es  ist  die  Tangente  in 
diesem  Punkt  gegeben,  d.  h.  jede  C^^  berührt  diese  Tangente  des  Kegel- 
schnittes K.  Oder  wählt  man  die  Ebene  Ej  so,  dass  sie  durch  Q  geht 
und  überdies  den  Kegelschnitt  berührt^  so  erhält  die  Curve  dritter  Ordnimg 
eine  Spitze  mit  vorgegebener  Tangente,  die  anderen  Curven  eine  höhere 
Singularität,  in  der  (2f»  — 1)  Tangenten  yorhanden  sind  und  darunter  eine 
gegebe^  ist 

Damit  sind  also  die  Crem  o  na 'sehen  Transformationen  zweiter,  dritter 
und  vierter  Ordnung,  mit  Ausnahme  eines  Falles  der  letzteren,  rein  geo- 
metrisch erzeugt,  was  für  die  Einführung  in  diese  Theorie,  der  Anschaa- 
lichkeit  wegen,  von  Nutzen  sein  mag.  ^ 

München,  April  1887.  Karl  Doehlemann, 

gepr.  L6lir»mUeuidid»t 
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üeber  Regelfläohen,  deren  Erzeugende  zu  den  Mantel- 
linien eines  orthogonalen  Kegels  parallel  sind« 

Von 

Dr.  C.  Betel 

in  Zfliloh. 


Hierau  Taf.  IV  Fig.  1—16. 


A.  Begelflächen  vom  Orade  3n. 

1. 

Wir  gehen  von  zwei  Ebenen  A  and  B  aus;  x  sei  ihre  Schnittlinie. 
Durch  einen  Pnnkt  0  derselben  ziehen  wir  eine  Gerade  A,  welche  weder 
in  A,  noch  in  B  liegen  soll.  In  A  sei  eine  Curve  n^^  Ordnung  —  Oj*  — 
gegeben,  welche  0  nicht  enthalte  (Fig.  1). 

Sei  E  eine  beliebige  Ebene  durch  h^  so  trifft  diese  die  Curve  Ca^  in 
n  Punkten  Äi,..Än  und  B  in  einer  Geraden  h.  Wir  fftllen  nun  aus  den 
Punkten  Ä^  ,..Än  die  Perpendikel  p  auf  h.  Drehen  wir  jetzt  E  um  h,  so 
erhalten  wir  in  jeder  Ebene  E  n  Gerade  p.  Wir  können  beweisen,  dass 
diese  auf  einer  Regelfläche  vom  Grade  Sn  liegen. 

Wir  fassen  die  Linien  p  einer  Ebene  E  als  Schnittlinien  von  E  mit 
Ebenen  N  auf,  welche  zu  der  in  E  liegenden  Geraden  b  senkrecht  stehen. 
Diese  Ebenen  N  sind  also  zu  einander  paralleL  Eine  Parallelebene  N*  zu 
ihnen  durch  0  schneidet  E  in  einer  Geraden  p*j  welche  zu  den  p  parallel 
ist.  Drehen  wir  die  Ebene  E  um  h^  so  gehört  zu  jeder  ihrer  Lagen  eine 
Ebene  1^*,  Alle  Ebenen  N*  sind  zur  Ebene  B  senkrecht.  Sie  gehen  folg- 
lich durch  diejenige  Gerade  e^  welche  in  0  zur  Ebene  B  senkrecht  steht,  d.  h. 
sie  bilden  ein  Büschel.  Dasselbe  ist  projeotivisch  zum  Bttschel  der  Ebenen 
£  und  beide  Bttschel  erzeugen  einen  Kegel  zweiten  Grades  —  Kq*  —  mit 
der  Spitze  in  0.*  Die  Mantellinien  dieses  Kegels  sind  die  Geraden,  welche 
wir  oben  mit  p*  bezeichneten.     Sie  sind  zu  den  Geraden  p  parallel,  d.  h. 


*  Eb  ist  ein  sogenannter  orthogonaler  Kegel  (vergl.  Schröter,  Theorie  der 
Oberflächen  Eweiter  Ordnung ,  Leipzig  1880,  S.  61  f^gg,).  Als  Eigenschaften  ?on  Kq* 
heben  wir  hervor:  Die  Ebenen  normal  zu  h  und  g  schneiden  K^*  in  Kreisen,  fClr 
velche  die  Schnittpunkte  mit  h  und  b  Endpunkte  eines  Durchmessers  sind.  Die 
Tangentiarebenen  in  h  und  z  an  JTo*  stehen  zur  Ebene  he  senkrecht 
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letztere  schneiden  den  Kegel  K^  in  der  unendlich  fernen  Ebene.  Bezeichnen 
wir  mit  K^  den  Kegelschnitt,  welchen  die  unendlich  ferne  Ebene  aus  K^ 
schneidet,  so  können  wir  also  sagen:  die  Linien  p  treffen  K^.  üeberdies 
sind  sie  Transversalen  zu  h  und  Ca".  Sie  liegen  daher  auf  einer  Regel- 
fläche,  welche  K^^  h  und  C«"  zu  Leitcurven  hat.  Im  Allgemeinen  ist  der 
Grad  einer  solchen  Begelfläche  gleich  4n.  Weil  aber  h  den  Kegelschnitt  JTJ 
trifft,  wird  dieser  Grad  um  n  vermindert.  Also  erfallen  die  p,  wie  be- 
hauptet, eine  Regelfläche  Bp"  vom  Grade  3n. 

Durch  jede  Ebene  E  werden  einer  Geraden  durch  0  in  6  n  Punkte 
von  Ca^  zugeordnet  y  d.  h.  es  wird  durch  das  Ebenenbüschel  um  h  eine 
ein -t»- deutige  Beziehung  zwischen  den  Strahlen  eines  Büschels  S»  in  der 
Ebene  B  und  den  Punkten  von  C^  vermittelt.  Unter  Benutzung  dieser 
Beziehung  lässt  sich  die  Erzeugung  von  B^"  kurz  so  ausdrücken: 

Fällen  wir  aus  den  Punkten  von  C^"  auf  die  entsprechen- 
den Strahlen  des  Büschels  S^  die  Perpendikel,  so  ist  ihr  Ort 
eine  Begelfläche  vom  Grade  3n. 

Wir  knüpfen  an  die  Darstellung  von  B^"  einige  Bemerkungen  über 
diese  Fläche. 

K^  ist  eine  n-fache  Ourve,  h  eine  2n- fache  Gerade  von  I^". 

Die  Ebene  hii  schneidet  Bp"  ausser  in  h  noch  in  n  Geraden  e^.„e», 
welche  zu  0  parallel  sind.  Die  Tangentialebenen  an  Bp"  in  den  unendlich 
fernen  Punkten  dieser  Geraden  stehen  zur  Ebene  Hb  senkrecht.  Die  Ebene 
durch  h^  welche  zur  Ebene  he  senkrecht  steht,  berührt  B^"  im  unendlich 
feinen  Punkte  von  h  und  schneidet  aus  Bp  n  Gerade,  welche  zu  h  pa- 
rallel sind,    (Vergl.  Anmerkung  ♦.) 

In  der  Ebene  A  liegen  zwei  Erzeugende  d|,  d^  des  Kegel  K^.  Jede 
derselben  schneidet  Ca^  in  n  Punkten ,  und  da  sie  überdies  %  und  K^  trifit, 
so  ist  sie  eine  n- fache  Gerade  von  Bp". 

Die  unendlich  ferne  Ebene  schneidet  Bp"  ausser  in  K^  noch  in  n  Ge- 
raden. Diese  verbinden  den  unendlich  fernen  Punkt  von  h  mit  den  unend- 
lich fernen  Punkten  von  Ca^. 

Construiren  wir  in  den  Punkten  A  von  C«*  zu  den  Geraden  p  die 
Senkrechten  5,  welche  h  schneiden,  so  sind  diese  zu  den  resp.  Geraden  l 
.parallel,  welche  mit  s  und  p  in  einer  Ebene  liegen,  d.  h.  sie  sind  zur 
Ebene  B  parallel.  Mithin  liegen  die  s  auf  einer  Begelfläche  B,",  welcbe 
Ca",  h  und  die  Stellung  der  Ebene  B  zu  Leitlinien  hat  Diese  RegelflSche 
ist  vom  Grade  2n.     Wir  schliessen  daher: 

Die  Geraden,  welche  in  den  Punkten  von  Ca^  zu  den  p  senk- 
recht stehen  und  mit  diesen  in  einer  Ebene  durch  0  liegen, 
erfüllen  eine  Begelfläche  vom  Grade  2n, 

Lassen  wir  die  Voraussetzung  fallen;  dass  0  nicht  in  O«"  liege,  and 
nehmen  wir  an,  0  sei  ein  r-facher  Punkt  von  C«",  so  wird  ihm  entapre- 
chend  der  Grad  von  B^"  um  2.r  vermindert. 
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2. 

Wir  untersuchen  nun  die  Curven  C",  welche  von  einer  beliebigen 
Ebene  P  aus  B^"  geschnitten  werden.  Diese  Curven  sind  im  Allgemeinen 
von  der  Ordnung  3n.  Sie  haben  in  h  einen  2n- fachen  Punkt.  Vier  n- fache 
Punkte  liegen  resp.  in  K^^  cZ^,  (^.  Diesen  Singularitäten  würde  eine  Classen- 
zahl  der  Curven  entsprechen,  welche  gleich  n'  +  3n  ist  Weitere  Singula- 
ritäten sind  durch  gegebene  Singularitäten  von  Ca^  bedingt  und  vermindern 
diese  Classenzahl  nach  bekannten  Gesetzen. 

Unter  den  Curven  C*  heben  wir  diejenigen  —  C^^  —  hervor,  deren 
Ebenen  P^  zu  z  oder  h  senkrecht  stehen.  Solche  Ebenen  schneiden  den 
Kegel  K^  in  Kreisen.  Ihre  imaginären  Punkte  J^,  J^  auf  der  unendlich 
fernen  Ebene  sind  die  Schnittpunkte  von  Pg  mit  K^*  Durch  diese  müssen 
die  Curven  C^^  gehen.     Wir  sagen  daher: 

Die  Ebenen,  welche  zu  den  Geraden  h  und  »  senkrecht 
stehen,  schneiden  Bp"  in  Curven,  für  welche  die  imaginären 
Kreispunkte  n-fache  Punkte  sind. 

Treffe  P^  die  Geraden  h  und  e  in  den  resp. .  Punkten  H  nnd  Z,  so 
begrenzen  diese  den  Durchmesser  eines  Kreises,  welchen  P^  aus  K^  schneidet. 
Auf  diesem  Kreise  liegen  die  Schnittpunkte  J)|,  D^  von  P^  mit  d^,  d^. 
Letztere  Geraden  sind  für  Bp"  n-fach,  also  sind  D^,  D,  für  C^*  n-fache 
Punkte.     Wir  schliessen  daher: 

Der  2n-fache  Punkt  H  und  die  vier  n-fachen  Punkte  J,>  J,, 
2)|,  2>2  von  C^^  liegen  auf  einem  Kreise,  für  welchen  HZ  ein 
Durchmesser  ist. 

Die  Punkte  Dj,  D^  befinden  sich  überdies  in  der  Geraden  a,  welche 
Pq  aus  A  schneidet.  Sie  sind  also  auch  in  dem  Falle  durch  reelle  Ele- 
mente definirt,  in  welchem  d^,  d^  conjugirt  imaginäre  Gerade  von  K^  sind. 

Wir  wenden  uns  jetzt  speciell  der  Curve  0|"  zu,  in  welcher  eine  Pa- 
rallelebene P»  zu  B  die  Fläche  B^"  schneidet.  Wir  construiren  in  folgender 
Weise  Punkte  B  dieser  Curve.  Sei  A^  ein  Punkt  auf  Cj^  (Fig.  1),  so 
ziehen  wir  durch  ihn  zu  h  und  »  die  Parallelen  h*  und  je^.  Schneiden  diese 
Pft  in  Bh  nnd  jB.  und  trifft  h  die  Ebene  P^  in  JB',  so  fällen  wir  aus  B%  auf 
die  Gerade  HBk  die  Normale.    Ihr  Fusspunkt  liegt  auf  C'"*. 

Indem  wir  diese  Construction  für  alle  Punkte  von  Ch^  ausführen,  be« 
merken  wir,  dass  sowohl  die  Punkte  JB.,  wie  die  Punkte  Bu  auf  Curven 
uter  Ordnung  liegen.  Beide  Curven  C,",  Ck^  sind  zu  einander  affin  mit  der 
Richtung  von  BkB:,  oder  HZ  als  Affinitätsrichtung.  Aze  der  Affinität  ist 
die  Gerade  a,  welche  P»  aus  A  schneidet.  Mit  Hilfe  dieser  affinen  Curven 
erhalten  wir  C»"  nach  folgendem  Gesetze: 

Wir  construiren  zu  den  Punkten  von  Ca",  welche  auf  einer 
Geraden  durch  fliegen,  die  entsprechenden  von  C*"  und  fällen 
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aus  letzteren  die  Senkrechten  anf  die  Gerade.  Ca"  ist  derOrt 
der  Fusspnnkte  der  Senkrechten. 

Nach  demselben  Gesetze  zeichnen  wir  die  Curven ,  welche  die  Normal- 
ebenen zu  h  aus  Bj)"  schneiden. 

Geben  wir  in  einer  Ebene  Pq  zwei  beliebige  Curven  n*"  Ordnung  C,*, 
Ca**,  welche  mit  a  als  Aze  zu  einander  affin  sind,  so  können  wir  auf  un- 
endlich viele  Weisen  die  eine  dieser  Curven  als  Orthogonalprojection  und  die 
andere  als  schiefe  Parallelprojection  einer  ebenen  Curve  w***  Ordnung  C«"  auf- 
fassen. Wir  erhalten  eine  solche  Curve,  indem  wir  in  den  Punkten  der 
einen  von  den  zwei  gegebenen  Curven  —  sagen  wir  von  C,"  —  die  Senk- 
rechten zu  Pq  construiren  und  diese  mit  einer  Ebene  durch  a  schneiden. 
Hierdurch  wird  jedem  Punkte  B^  von  C^"  ein  Punkt  Ä  von  Cj*  zugeordnet 
und  somit  auch  dem  Punkte  Ä  der  Punkt  Bh  von  Qk",  welcher  in  der 
angedeuteten  Affinität  dem  Punkte  B^  correspondirt.  Verbinden  wir  jetzt 
die  correspondirenden  Punkte  von  Ca^  und  C>|*,  so  sind  die  Verbindungs- 
linien zu  einander  parallel  (Fig.  1).  Somit  erscheint  in  der  That  Ca"  als 
die  Projection  von  Ca^  in  der  Richtung  von  ÄBh»  Ziehen  wir  durch  einen 
beliebigen  Punkt  H  der  Ebene  Pq  die  Gerade  h^  welche  die  Bichtung  von 
ABh  hat,  so  ist  hierdurch  eine  Begelfläche  Bp"  festgelegt.  Die  Construc- 
tion  des  Schnittes  mit  Pq  hILngt  nur  von  Ca"  und  Cg!*  ab  und  beweist  uns 
folgenden  Satz: 

Gegeben  seien  zwei  affine  Curven  n*®'  Ordnung  Ca",  C«' 
und  ein  beliebiger  Punkt  H  ihrer  Ebene.  Eine  Gerade  durch 
H  schneidet  die  eine  Curve  —  sagen  wir  Ca"  —  in  n  Punkten, 
welchen  in  der  Affinit&t  n  Punkte  der  andern  Curve  entspre- 
cjien.  Fällen  wir  aus  letzteren  die  Perpendikel  auf  die  Gerade, 
so  liegen  ihre  Fusspunkte  in  einer  Curve  der  Ordnung  in, 
Fär  dieselbe  istJS'ein  2n-facher  Punkt.  Die  imaginären  Kreis- 
punkte  sind  n*fache  Punkte.  Construiren  wir  den  Punkt  Z, 
welcher  H  in  der  Affinität  entspricht,  so  schneidet  der  Kreis 
über  HZ  als  Durchmesser  aus  der  Axe  der  Affinität  zwei 
n-fache  Punkte. 

Die  Ordnungszahl  der  Curven  C^"  wird  um  2r  vermindert,  wenn  B 
ein  r-facher  Punkt  von  Ca"  und  somit  0  ein  r-facher  Punkt  von  C«"  ist 

8. 

.  Wir  fragen  nun  nach  dem  Orte  der  Senkrechten  f ,  welche  aus  den  resp. 
Geraden  durch  JETdie  Punkte  von  C'"  schneiden.  Wir  beweisen,  dass  durch 
jeden  Punkt  P  der  Ebene  2n  Gerade  t  gehen,  d.  h.  dass  ihr  Ort  eine  Curte 
von  der  2w'*"Cla88e  —  C2n  —  ist.  Es  müssen  nämlich  die  Punkte  von  C^",  von 
denen  aus  HP  unter  rechtem  Winkel  erscheint,  auf  einem  Kreise  K*  liegen, 
der  HP  zum  Durchmesser  hat.  Dieser  Kreis  schneidet  Ca"  in  6n  Punkten. 
Von  ihnen  liegen  2fi  in  IT  und  2n  in  den  imaginären  Kreispunkten.    Es 
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bleiben  mithin  noch  2n  Schnittpunkte.     Durch  diese  und  P  gehen  2n  Ge- 
rade ^,  welche  Tangenten  einer  Curve  2n*^'  Classe  —  Ca«  —  sind.*  . 

Nach  dem  Gesagten  können  wir  den  Zusammenhang  zwischen  Ch^  und 
Cin  kurz  so  ausdrücken: 

Construiren  wir  über  H  und  einem  Punkte  P  der  Ebene 
als  Enden  eines  Durchmessers  einen  Kreis,  so  schneiden  die 
Tangenten  aus  Pan  C-in  denselben  ein  zweites  Mal  in  den  Punk- 
ten B  von  C'". 

Ist  P  ein  Punkt  von  C^m  so  schneiden  sich  in  ihm  zwei  benachbarte 
Tangenten  von  C^n*  Daraus  schliessen  wir,  dass  der  Kreis  mit  HP  als 
Durchmesser  die  Curve  Ci"  berührt.     Wir  sagen  daher: 

Die  Kreise,  welche  J7und  je  einen  Punkt  P  von  Cin  zu  Enden 
eines  Durchmessers  haben,  berühren  eine  Curve  Cb^»  Die  Be- 
rührungspunkte liegen  je  im  zweiten  Schnittpunkte  der  Kreise 
mit  den  Tangenten  in  P  an  0^»- 

Die  Mittelpunkte  der  letzterwähnten  Kreise  liegen  auf  einer  Curve  — 
Q»*  — ,  welche  zur  Curve  Cin  centrisch  collinear  liegt  mit  j?  als  Centrum, 
der  unendlich  fernen  Geraden  als  Aze.     Wir  sagen  also: 

Die  Kreise,  welche  durch  H  gehen  und  die  Curve  Cf"  be- 
rühren, haben  ihre  Mittelpunkte  auf  einer  Curve  von  der  2n^^" 
Classe. 

Treten  an  Stelle  von  P  die  Punkte,  in  welchen  die  Tangenten  aus  H 
die  Curve  (hn  berühren,  so  tangiren  die  Kreise  über  FE  die  Curve  Cif" 
iu  H.     Wir  schliessen  daher: 

Die  Tangenten  in  H  an  C|"  stehen  senkrecht  zu  den  Tan- 
genten, welche  von  H  aus  an  Ckn  gehen. 

Liegt  P  unendlich  fem,  so  degenerirt  f  in  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade und  in  eine  Linie  durch  JET,  welche  zur  Richtung  von  P  senkrecht  steht. 
Letztere  Linie  schneidet  Cl"  in  n  Punkten.  Die  Normalen  in  ihnen  um- 
hüllen C^n-     Daraus  folgt: 

Construiren  wir  in  den  Punkten  B  von  C?"  die  Normalen 
zu  den  resp.  Geraden  HB^  so  umhüllen  diese  eine  Curve  von 
der  2n»*"  Classe. 

Daraus  schliessen  wir,  dass  die  Linien,  welche  in  den  n- fachen  Punk- 
ten Dj,  Dg  von  d^  zu  den  resp.  Geraden  J7Di,  HD^  senkrecht  stehen, 
n-fiEbche  Tangenten  von  Crin  sind.  Eine  weitere  n- fache  Linie  ist  die  un- 
endlich ferne  Gerade  der  Ebene.  Nach  diesen  Singularitäten  würde  sich  für 
(hn  eine  Ordnungszahl  gleich  fi?  +  n  ergeben.  Ihre  Verminderung  hängt 
von  Singularitäten  der  Curve  C«"  ab. 


*  Wir  können  dies  auch  dadurch  beweisen,  dass  wir  ft»  als  ümriss  der 
Fläche  Rü"  aus  Z^  auffassen. 
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4. 

Ein  weiterer  Zusammenhang  zwischen  den  Curven  C!^"  und  (%„  ergiebt 
sich^  wenn  wir  in  einem  Punkte  B  von  Ci^  die  Tangente  U  constmiren 
und  in  der  Tangente  t  von  Cjn,  welche  durch  B  geht,  den  Berührangs- 
punkt  Bi  zeichnen,  um  diese  Constrnctionen  durchzuftlhren,  untersuchen 
wir  die  Tangentialebenen  von  Bp**,  welche  durch  die  Gerade  p  gehen, 
in  der  B  liegt,  und  benützen  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  Begel- 
flächen.  Derselbe  sagt,  dass  das  Büschel  der  Tangentialebenen  durch  eine 
Gerade  zur  B^ihe  der  Berührungspunkte  projectivisch  ist.  Kennen  wir  drei 
dieser  Tangentialebenen  mit  ihren  Berührungspunkten,  so  ist  die  erwähnte 
Projectivität  festgelegt 

Wir  suchen  nun  in  unserem  Falle  drei  Tangentialebenen  durch  p  und 
ihre  Berührungspunkte.  Die  Ebenen  schneiden  wir  mit  P« .  Die  Berührungs- 
punkte projiciren  wir  in  der  Richtung  von  0  auf  P^  resp.  auf  t.  Dann 
erhalten  wir  drei  Gerade  durch  B^  denen  drei  Punkte  auf  t  zugeordnet  sind. 
Constmiren  wir  in  dieser  Projectivität  zu  B  die  entsprechende  Gerade,  so 
ist  dieä^e  die  Tangente  ^^  in  £  an  Ca".  Bestimmen  wir  zu  t  den  entspre- 
chenden Punkt,  so  wird  in  ihm  die  Curve  Ckn  von  t  berührt 

Es  bleibt  uns  noch  übrig,  die  erwähnte  Projectivität  festzulegen.  Wir 
bezeichnen  zu  diesem  Zwecke  mit  8h  den  Schnittpunkt  von  p  und  h.  Dann 
wird  in  Sk  die  Fläche  B^"  von  der  Ebene  ph  berührt.  Diese  schneidet  P4 
in  BH,  Die  Projection  von  Sh  auf  P^  liegt  im  Schnittpunkte  8  von  t  mit 
HZ  (Fig.  2).  Es  sind  folglich  BH  und  8  ein  Paar  der  Projectivität  Con- 
stmiren wir  in  8a  einen  Kegel  Kq*^^  der  zu  Kq^  parallel  ist,  so  liegt  p  auf 
IC^**.  Die  Tangentialebene  in  p  an  Kq*^  berührt  Bp"  im  unendlich  fernen 
Punkte  von  p.  Wir  erhalten  ihre  Schnittlinie  u  mit  der  Ebene  P»,  indem 
wir  den  Kreis  zeichnen,  welchen  Kq*^  aus  P»  schneidet.  8H  ist  ein 
Durchmesser  dieses  Kreises.  Seine  Tangente  in  B  ist  die  Gerade  u.  Ihr 
entspricht  in  der  Projectivität  der  unendlich  ferne  Punkt  U  von  L 

Eine  dritte  Tangentialebene  durch  p  berührt  B^  in  Ä.  Sie  geht  durch 
die  Tangente  in  Ä  an  Ca",  mithin  auch  durch  den  Schnittpunkt  8a  dieser 
Tangente  mit  o.  In  demselben  Punkte  schneiden  sich  die  Tangenten ,  welche 
in  Bz  und  Ba  die  resp.  Curven  C,",  Ca"  berühren.  Bemerken  wir  noch, 
dass  B9  die  Orthogonalprojection  des  Punktes  Ä  auf  P^  ist,  so  folgt,  dass 
B8a  und  Bit  ein  drittes  Paar  der  Projectivität  sind. 

Projiciren  wir  jetzt  (Fig.  2)  die  Beihe  t  aus  dem  Punkte  JGT,  so  erhal- 
ten wir  ein  Büschel,  das  zu  dem  Büschel  um  B  projectivisch  ist.  Beide 
Büschel  erzeugen  einen  Kegelschnitt  Kt\  in  dessen  Punkten  sich  die  ent> 
sprechenden  Strahlen  der  Büschel  schneiden.  Indem  wir  Kt*  snr.  Con- 
stmction  von  t^  und  Bt  benützen,  fassen  wir  diese  dahin  zusammen: 
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Wir  zeichnen  einen  Kegelschnitt  Kt^y  der  in  H  die  Gerade 
HZ  berührt  und  der  durch  B  geht.  Ein  weiterer  Punkt  des 
Kegelschnittes  liegt  im  Schnitte  \on  BSa  mit  HB^,  Sohneiden 
wir  u  mit  einer  Parallelen  durch  H  zu  t^  so  erhalten  wir  ein 
fünftes  Element  von  Kt^.  Die  Tangente  injBanjBTt^  ist  h.  Der 
Schnittpunkt  von  t  mit  K^  ist  Bf 

Durch  diese  Construction  wird  jedem  Punkte  B  von  C|"  ein  Punkt 
Bt  von  Cin  zugeordnet.  Nach  dem  unter  3  Bewiesenen  muss  der  Kreis 
aber  HBt  in  B  von  der  Tangente  U  berührt  werden.  Daraus  ergiebt  sich 
folgende  Ausdrucksweise  für  die  angedeutete  Zuordnung: 

Die  Tangente  in  einem  Punkte  yon  C«"  bildet  mit  der  Ge- 
raden durch  H  denselben  Winkel,  wie  die  Tangente  im  zu- 
geordneten Punkte  von  02n  mit  der  Geraden  durch  H* 

6. 

Die  gegebene  Erzeugungsweise  von  Bp"  lässt  nach  zwei  Richtungen 
eine  Verallgemeinerung  zu. 

a)  Für  die  eine  knüpfen  wir  an  die  Construction  einer  Linie  p  in  einer 
Ebene  E  an  (Fig.  1).  Sei  F  eine  beliebige  Ebene  im  Baume,  so  können 
wir  durch  den  Punkt  A  von  Cj^  in  der  Ebene  E  eine  Gerade  f  ziehen, 
welche  zu  der  Ebene  F  parallel  ist.  Construiren  wir  dann  durch  il  in  E 
eine  Gerade  d,  für  welche  {h*pfd)  =  z/  ist  —  wobei  J  eine  constante  Zahl 
sei  — ,   so  liegen  die  Geraden  d  auf  einer  Begelfläche  B</"  yom  Grade  3fi. 

Construiren  wir  nSmlich  durch  0  zu  den  Geraden  h*pfd  die  Parallelen 
hp*f*d^^  so  sind  diese  durch  die  Relation  (hp*f*d*)  =  J  verknüpft  Drehen 
wir  jetzt  E  um  A ,  so  durchlaufen  die  Geraden  f*  ein  Strahlenbüschel  um  0, 
dessen  Ebene  F  *  zu  F  parallel  ist.  Die  Geraden  p^  bewegen  sich  auf  dem 
Kegel  Kq^,  Die  Geraden  d*  bilden  je  mit  einer  Geraden  p*,  f*,  h  das  Doppel- 
verhftltniss  J.  Folglich  liegen  die  d*  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades  —  K^^  — , 
welcher  dem  Kegel  Kq^  in  einer  CoUineation  {hF*J)  entspricht.*  Nun  sind 
die  Geraden  d^  parallel  zu  den  Geraden  d  des  in  Rede  stehenden  Ortes, 
d.  h.  sie  schneiden  den  Kegel  Ka*  in  der  unendlich  fernen  Ebene.  Mithin 
liegen  sie  auf  einer  Regelfläche,  welche  diesen  Kegelschnitt  zur  Leitourve  hat. 
Zwei  weitere  Leitcurven  sind  h  und  Ca",  h  schneidet  den  Kegelschnitt  in 
der  unendlich  fernen  Ebene.  Folglich  ist  die  Begelflftche  vom  Grade  3n. 
Wir  bemerken,  dass  die  Geraden  fauf  einer  Regelfläche  2n*^  Grades  —  Rf" 
—  liegen,  welche  A,  (?«*  und  die  Stellung  der  Ebene  F  zu  Leitcurven  hat. 
Bezeichnen  wir  mit  Ca*  den  Cjlinder,  welcher  C«"  in  der  Richtung  von  h 
projicirt,  so  lässt  sich  die  Abhängigkeit  der  in  Rede  stehenden  Flächen 
durch  die  Relation  (CA"^"R^"Rtf")«  zl  ausdrücken. 


*  Vergl.  meine  Abhandlung:  Ueber  centrische  und  plane  CoUineation  Nr.  S. 
Tierteljahrsschhft  der  naturforscb.  Gesellsch.  in  Zürich,  Bd.  XXXI  S.  4. 
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Wir  heben  einige  Lagen  von  F  hervor,  bei  denen  sich  die  Beziehungen 
zwischen  E^"  und  B^"  vereinfachen. 

a)  Steht  F  senkrecht  zu  »  oder  senkrecht  zu  h^  so  schneidet 
diese  Ebene  K^^  in  einem  Kreise.  Folglich  muss  F  nnd  jede  Ebene,  welche 
zu  F  parallel  ist,  ans  B^"  eine  Cnrve  Ca'^  schneiden,  welche  die  imagi- 
nären Ereispnnkte  zn  n- fachen  Punkten  hat  Wir  leiten  C^"  ans  der  oben 
(3)  nntersnchten  Cnrve  Cl*  ab,  indem  wir  auf  den  Geraden  durch  H  die 
Strecken  B  Bi  nach  gegebenem  Verhftltniss  theilen. 

Steht  F  zu  j9  senkrecht,  so  muss  auch  f  zn  p  normal  sein.  Nehmen 
wir  dann  an,  dass  d  und  h*  die  Linien  f  und  p  harmonisch  trennen,  so 
müssen  die  Qeraden  f  und  p  die  Winkel  zwischen  d  und  h*  halbiren.  Steht 
F  zu  ^  senkrecht,  so  ist  auch  f  zu  h*  senkrecht.  Soll  jetzt  p  und  d  mit 
f  und  h*  eine  harmonische  Oruppe  bilden,  so^  müssen  h*  und  f  die  Winkel 
zwischen  p  und  d  halbiren.    Wir  schliessen  daher: 

Tragen  wir  in  den  Ebenen  durch  0  je  den  Winkel  ph*  von 
p  oder  A*  aus  nach  entgegengesetzter  Seite  ab,  so  erhalten  wir 
Gerade  d  von  Flächen  B^". 

Leiten  wir  die  Schnitte  Cj"  dieser  Flächen  aus  C^'  ab,  so  folgt: 
Tragen  wir  auf  den  Geraden  durch  H  die  Strecke  BBh  ent- 
weder von  £  oder,  von  jBa  aus  nach  entgegengesetzter  Bichtung 
ab,  so  erhalten  wir  Punkte  von  Curven  C!*". 

ß)  Fällt  F  mit  der  Ebene  A  zusammen,  so  degenerirt  B/"  in  ein 
Strahlenbüschel  durch  0.  Daraus  folgt:  Construiren  wir  in  den  Punk- 
ten von  Ca*  die  Geraden  dj  welche  resp.  mit  p,  h*  und  den  Linien 
durch  0  ein  bestimmtes  Doppelverhältniss  bilden,  so  liegen 
die  d  auf  einer  Begelfläche  vom  Grade  3f». 

Sei  Cd*  der  Schnitt  derselben  mit  P»,  so  besteht  folgender  Zusammen- 
hang zwischen  cj"  und  c}*: 

Construiren  wir  auf  den  Geraden  durch  H  die  Punkte  B^^ 
welche  mit  B,  Bk  nnd  einem  Punkte  in  a  ein  bestimmtes  Dop- 
pelverhältniss bilden,  so  liegen  die  Punkte  B4  auf  Ci". 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  letzterwähnten  Curven  Cj"  im  Allgemei- 
nen die  imaginären  Ereispnnkte  nicht  zu  n- fachen  Punkten  haben. 

h)  Eine  zweite  Verallgemeinerung  geht  von  der  Curve  Cl*  ans,  in 
welcher  die  Ebene  B  die  Fläche  B^"  schneidet.  Projiciren  wir  diese  Curve 
in  der  Bichtung  von  h  auf  die  Ebene  A,  so  erhalten  wir  eine  Curve  der 
3iit«B  Ordnung  —  Ci",  welche  in  0  einen  2 n- fachen  Punkt  hat.  Ordnen  wir 
jetzt  die  Punkte,  in  denen  die  Ebenen  durch  h  die  Curve  Cj"  schneiden,  den 
Geraden  zu,  welche  dieselben  Ebenen  aua£  schneiden,  und  fällen  wir  auB 
den  Punkten  auf  die  zugeordneten  Geraden  die  Senkrechten,  so  liegen  diese 
auf  einer  Begelfläche  vom  Grade  5fi.  Sie  hat  nämlich  K^^  h  und  Cf "  xn 
Leitcurven.  h  schneidet  JST^  und  geht  durch  den  2m -fachen  Punkt  0  von 
6'«"-    Somit  ist  der  Grad  der  Begelfläche  gleich  2.2.3n  — 3n  — 2.2ii»5n. 
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P«  schneidet  i^"  in  einer  Curve  fünfter  Ordnung,  welche  H  zum  4n- fachen 
und  die  imaginären  Kreispunkte  zu  n- fachen  Punkten  hat.  um  Punkte  dieser 
Curve  —  Cl^  —  zu  construiren,  projiciren  wir  C*"  in  der  Richtung  von  » 
auf  Pj.  Wir  erhalten  dann  eine  Curve  der  3fi*^  Ordnung  f^".  Ihre  Punkte 
B^  leiten  wir  in  folgender  Weise  aus  den  Punkten  Bh,  £»,  B  von  Ca*, 
C.",  cl"  ah:  Treffe  HB  die  Gerade  a  in  Ä*,  so  schneiden  wir  iS*B,  (Fig.  2) 
mit  einer  Geraden  durch  J9,  welche  zu  B^  B^  parallel  ist.  Der  Schnittpunkt 
ist  J?/.  Die  Senkrechte  aus  ihm  zu  HB  trifft  letztere  Gerade  in  einem 
Punkte  von  C*". 

Aus  B^"  können  wir  nach  demselben  Gesetze,  nach  welchem  wir  Bp" 
ans  Bp*  ableiteten,  eine  Begelflftche  vom  Grade  In  erzeugen.  Fahren  wir 
aaf  diese  Weise  fort,  so  gelangen  wir  nach  /^-facher  Anwendung  des  näm- 
lichen Gedankens  zu  einer  Begelfl&che  vom  Grade  (2p +  1)^*  Die  Erzeu- 
genden aller  dieser  Begelflttchen  sind  resp.  parallel  zu  den  Mantellinien  eines 
orthogonalen  Kegels.  Ebenen,  welche  senkrecht  zu  z  oder  h  sind,  schnei- 
den aus  diesen  Flächen  Curven,  für  welche  die  imaginären  Kreispunkte 
n- fache  Punkte  sind. 

Nach  den  in  d)  aufgestellten  Gesichtspunkten  können  wir  aus  den 
Begelflächen,  deren  Erzeugung  wir  in  h)  besprochen  haben,  neue  Begel« 
flächen  vom  nämlichen  Grade  ableiten. 

Indem  wir  im  Folgenden  einige  Specialisirungen  der  allgemeinen  Ent- 
wickelungen  durchführen,  beschränken  wir  uns  darauf,  die  einfachsten  Typen 
der  entstehenden  Flächen  und  Curven  zu  besprechen.  Aus  ihnen  lassen  sich 
die  allgemeinen  Formen  durch  centrische  Collineation  ableiten. 

B.  Veber  eine  speoielle  Begelfläche  dritten  Grades. 

1. 

In  der  Ebene  A  liege  eine  Gerade  g^  Lassen  wir  in  den  unter  A.  1 
gegebenen  Entwickelungen  ga  an  Stelle  von  6«"  treten,  so  erhalten  wir  eine 
Begelfläche  dritten  Grades  nach  folgendem  Gesetze: 

Gegeben  sei  ein  Ebenenbttschel  mit  der  Soheitelkante  A, 
eine  Gerade  ga  und  eine  Ebene  B.  Schneide  eine  Ebene  des 
Bttschels  aus  ga  den  Punkt  A^  aus  B  die  Gerade  &,  so  fällen  wir 
aus  A  die  Senkrechte  auf  b.  Dann  ist  der  Ort  der  Normalen 
eine  Begelfläche  dritten  Grades  —  Bp^ 

h  ist  eine  doppelte  Gerade  von  Bp*.  Die  unendlich  ferne  Ebene  schneidet 
Bp'  in  K^  und  in  der  Stellung  einer  Ebene,  welche  zu  h  und  ga  parallel 
ist.  Der  Schnitt  von  A  mit  Bp'  besteht  aus  g»  und  den  Geraden  d^^  d^. 
Sei  G,  die  Ebene  durch  ^a,  welche  parallel  zu  z  ist,  so  liegen  in  ihr  ausser 
Qa  noch  zwei  Gerade  von  Bp',  welche  durch  den  Schnittpunkt  8h  von  h  mit 
G.  gehen.  Die  eine  von  ihnen,  !>.,  ist  parallel  zu  iv;  die  andere ,  /^A/wird 
von  der  Normalebene  durch  h  zu  G»  aus  letzterer  Ebene  geschnitten,  ^ 
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Ziehen  wir  in  den  Punkten  von  ga  die  Parallelen  f  zur  Ebene  B,  so 
sind  diese  zu  den  resp.  Geraden  h  parallel  und  folglich  zu  den  resp.  Ge- 
raden p  senkrecht.  Nun  liegen  die  f  auf  einem  hyperbolischen  Paraboloid, 
für  welches  ^a>  ^  und  die  Stellung  der  Ebene  B  Leitlinien  sind.  Daraus 
ergiebt  sich  folgende  Erzeugung  von  Bp^: 

Gegeben  sei  ein  hyperbolisches  Paraboloid.  A  und  ^^  seien 
zwei  Gerade  desselben,  welche  nicht  der  Schaar  von  parallelen 
Geraden  angehören.  Construiren  wir  in  den  Schnittpunkten 
der  letzteren  mit^a  zu  diesen  die  Senkrechten,  welche  ^  schnei- 
den, so  liegen  diese  auf  einer  Begelflftche  dritten  Grades. 

Eine  andere  Ausdrucksweise  fOr  die  Darstellung  von  Bp^  ergiebt  sich 
bei  folgendem  Gedankengang: 

Ein  Orthogonalkegel  ist  bestimmt,  wenn  wir  seine  Spitze  If,  einen 
Trftger  der  zu  einander  senkrechten  Ebenenbüschel  und  die  Bichtung  des 
andern  Trägers  kennen.  Lassen  wir  jetzt  die  Spitze  des  Kegels  den  ersten 
Träger  h  durchlaufen,  während  wir  die  Bichtung  des  andern  Trägere  b  fest- 
halten, so  gehört  zu  jeder  Lage  der  Spitze  ein  orthogonaler  Kegel.  Wir 
wollen  die  Gesammtheit  dieser  Kegel  als  ein  Büschel  bezeichnen.  Durch 
eine  Gerade  ga  im  Baume  und  die  Spitze  eines  solchen  Kegels  geht  eine 
Ebene,  welche  den  Kegel  in  zwei  Erzeugenden  von  Bp'  schneidet.  Wir 
sagen  daher: 

Sind  die  Ebenen  einesBüschels  perspectiyisch  zurBeihe  der 
Spitzen  von  Orthogonalkegeln  einesBüschels,  so  schneiden  die 
Ebenen  aus  den  entsprechenden  Kegeln  dieErzeugenden  YonBp^ 

ga  schneidet  jeden  Orthogonalkegel  des  Büschels  in  zwei  Punkten  J.}, 
A^,  Geben  wir  umgekehrt  auf  ga  einen  beliebigen  Punkt  A^^  so  können 
wir  beweisen,  dass  durch  ihn  ein  Orthogonalkegel  des  Büschels  geht.  Legen 
wir  nämlich  die  Normalebene  durch  A^  zu  jer,  so  muss  diese  den  gesuchten 
Kegel  in  einem  Kreise  schneiden,  welcher  durch  A^  geht.  Ein  zweiter 
Punkt  des  Kreises  liegt  im  Schnitt  der  Normalebene  mit  h.  Der  Schnitt 
der  letzteren  Ebene  mit  der  Ebene  hg  liefert  einen  Durchmesser  des  Kreises. 
Somit  ist  derselbe  —  und  also  auch  ein  Orthogonalkegel  durch  A^  —  ein- 
deutig bestimmt  Trifft  ga  diesen  Orthogonalkegel  ein  zweites  Mal  in  A^  und 
zeichnen  wir  jetzt  den  Orthogonalkegel,  welcher  durch  A^  geht,  so  finden 
wir,  dass  auf  demselben  auch  A^  liegt.  Daraus  folgt,  daes  ga  die  Ortho- 
gonalkegel in  Paaren  einer  Involution  schneidet.  Diesen  sind  durch  die 
Orthogonalkegel  die  Punkte  der  Geraden  h  eindeutig  zugeordnet.  Bp^  wird 
durch  die  Geraden  hervorgebracht,  welche  die  entsprechenden 
Punkte  dieser  Projectivität  verbinden. 

Wir  fügen  einige  Bemerkungen  über  die  abgeleitete  Involution  und 
Projectivität  bei. 

In  der  Involution  sind  die  Schnittpunkte  Ax  und  Ah  von  p^  und  pk 
mit  ga  ein  Paar.     Ihm   entspricht  auf  h  der  Punkt  Sh*     Construiren  wir 
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zur  £bene  hsf  darch  h  die  Normalebene,  80  schneidet  diese  aus  ga  den  Mittel- 
pukkt  der  Involution.  Ihm  und  dem  unendlich  fernen  Punkte  von  g^  ent> 
spricht  der  unendlich  ferne  Punkt  von  h.  Nehmen  wir  ein  Paar  der  In- 
volution auf  ga  und  den  entsprechenden  Punkt  auf  h  beliebig  an,  so  ist 
damit  ein  Orthogonalkegel  und  somit  die  ProjectivitSt  festgelegt  Am  ein- 
fachsten geschieht  dies  dadurch ,  dass  wir  einen  Doppelpunkt  der  Involution 
und  seinen  entsprechenden  Punkt  in  h  annehmen. 

Eine  weitere  Darstellung  von  Bp'  knüpft;  an  die  Ebenen  an,  durch 
welche  die  Geraden  p  in  der  Richtung  von  e  projicirt  werden.  Diese  Ebenen 
umhüllen  einen  parabolischen  Cyliuder  (A.  3,  Anm.)  Cy^.  h  schneidet  die 
anendlich  ferne  Erzeugende  dieses  Cylinders.  ga  und  die  Geraden  p  sind 
Tangenten  desselben.  Somit  erscheint  Rp^  als  Ort  der  Tangenten 
von  C/,  welche  h  und  ga  schneiden. 

um  die  Geraden  zu  construiren,  welche  durch  einen  Punkt  Ä  von  ga 
gehen,  legen  wir  durch  Ä  und  h  eine  Ebene.  Sie  schneidet  Cy'  in  einer 
Parabel.  An  diese  gehen  aus  Ä  zwei  Tangenten.  Eine  von  ihnen  liegt  in 
der  Tangentialebene  an  Cy',  welche  ga  enthält  —  es  ist  die  Ebene,  welche 
wir  oben  mit  G.  bezeichneten  — ,  und  gehOrt  nicht  zu  Bp^  Die  andere 
Tangente  ist  eine  Gerade  p.  Beide  Tangenten  fallen  in  eine  zusammen, 
wenn  an  Stelle  von  Ä  der  Berührungspunkt  von  ga  mit  Cy'  tritt  Dann 
liegt  diese  Tangente  auf  Rp^  Zugleich  befindet  sie  sich  auch  in  der  Ebene 
6^.  In  ihr  liegen,  wie  wir  oben  gesehen,  die  Geraden  ga,  Pz  und  ph  von 
Rp'.  unter  ihnen  kann  nur  pjk  die  erwähnte  Tangente  sein.  Ihr  Schnitt- 
punkt Äk  mit  ga  ist  folglich  der  Berührungspunkt  von  ga  mit  Cy^  Wir 
schliessen  daraus:  Im  Punkte  Ah  wird  Cy'  von  Rp'  berührt. 

2. 

Wir  untersuchen  jetzt  den  Schnitt  von  Rp^  mit  einer  Ebene  P«.  Der- 
selbe ist  eine  Curve  dritter  Ordnung  C^',  welche  durch  die  imaginären  Kreis- 
punkte  geht.  Sie  hat  im  Schnittpunkte  H  von  h  mit  P^  einen  Doppelpunkt. 
Um  weitere  Punkte  von  Ci,^  zu  erhalten,  projiciren  wir  ga  in  den  Richtungen 
von  z  und  h  auf  P^.  g^t  und  gk  seien  diese  Projectionen.  Z  sei  der  Schnitt- 
punkt von  0  mit  P».  Dann  geht  C^^  durch  den  Schnittpunkt  von  g,  und  ^a, 
durch  den  Schnitt  von  HZ  mit  ^s  (Fig.  3)  und  durch  den  Fnsspunkt  des 
Perpendikels,  welches  aus  H  auf  ^^  gefällt  werden  kann,  g^  trifft  C«'  in 
dem  unendlich  fernen  Punkte.  Die  Normale  in  H  zu  HZ  schneidet  gh  in 
einem  Punkte  von  Ck\  Der  Kreis  über  HZ  als  Durchmesser  trifft  a  in 
zwei  weiteren  Punkten  der  Curve. 

Indem  wir  die  unter  A.  2  für  C«"  entwickelte  Construotion  speoiali- 
siren,  ziehen  wir  durch  feine  beliebige  Gerade  b,  Sie  schneide  gk  in  Bj^, 
Die  Parallele  durch  Ba  zu  HZ  treffe  g»  in  Bt.  Die  Senkrechte  aus  B»  auf 
b  trifft  letztere  Gerade  in  einem  Punkte  B  von  C^^. 
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Diese  Constmction  ist  nur  abhftngig  von  ^s ,  ^a  ,  H  nnd  der  Riehtang 
HZ,    Wir  schliessen'daher: 

Gegeben  seien  in  einer  Ebene  zwei  Gerade  g^^  gh  nnd  ein 
Punkt  J?.  Wir  construiren  die  Dreiecke,  welche  eine  der  Gera- 
den —  sagen  wir^.  —  zur  gemeinsamen  Seite  haben.  Eine  Ecke 
Bk  bewege  sich  in  gh*  Von  den  Seiten  durch  Bh  enthalte  eine 
£r,  während  die  andere  eine  gegebene  Richtung  hat  Ans 
dem  Schnittpunkte  der  letzteren  Seiten  mit  gz  fällen  wir  die 
resp.  Senkrechten  auf  J7jBa.  Ihre  Fusspunkte  liegen  auf  einer 
Cnrve  Cf?. 

Die  Ebene  P«  schneidet  das  Büschel  der  Orthogonalkegel  in  einem 
Bttsohel  von  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  HZ  liegen  und  welche  sich 
in  H  berühren.  Zu  jedem  Kegel  gehört  eine  Ebene  durch  g^^  also  zu  jedem 
der  erwähnten  Kreise  eine  Gerade,  welche  durch  den  Schnittpunkt  Q  Ton 
ga  mit  P^  geht.  Mithin  ist  das  Büschel  der  Geraden  durch  g  projectiviach 
zum  Büschel  der  Kreise.  Diese  Projectivität  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dasa 
dem  Kreise  mit  dem  Radius  Null,  d.  h.  dem  Punkte  ^die  Gerade  durch  H 
entspricht  Je  ein  Kreis  ist  bestimmt,  wenn  wir  seinen  zweiten  Schnitt- 
punkt Z*  mit  der  Geraden  HZ  kennen.  Daher  ist  auch  die  Reihe  der 
Punkte  Z*  zum  Büschel  der  Geraden  durch  Q  projectivisch.  Daraus  ergiebt 
sich  folgende  Darstellung  für  Cf,^\ 

Gegeben  sei  eine  Punktreihe  und  ein  zu  ihr  projeotiTes 
Strahlenbüschel,  fsei  ein  Punkt  der  Reihe,  welcher  in  seinem 
entsprechenden  Strahle  liegt.  Construiren  wir  den  Kreis, 
welcher  H  und  einen  Punkt  der  Reihe  zu  Durchmesserenden 
hat,  so  schneidet  der  Strahl,  welcher  dem  Punkte  entspricht, 
aus  dem  Kreise  zwei  Punkte  von  C^. 

Bei  dieser  Ableitung  von  C»^  ergiebt  sich,  dass  derjenige  unter  den 
erwähnten  Kreisen,  welcher  durch  H und  Q  geht,  zum  entsprechenden  Strahl 
die  Tangente  in  &  an  C»'  hat.  Dem  unendlich  fernen  Punkte  Z*  correspon- 
dirt  ein  Strahl  ^^^  der  einen  unendlich  fernen  Punkt  von  Ci,^  enthält  und 
überdies  aus  der  Normalen  in  H  zu  HZ  einen  Punkt  von  C^  schneidet. 
Construiren  wir  den  zweiten  Strahl  g^^  welcher  durch  seinen  entsprechenden 
Punkt  geht,  so  liegt  der  Punkt  in  C»*.  Damit  haben  wir  wieder  die  Linien 
gk   und  g^  gefunden,   welche  wir  oben  zur  Darstellung  von  Cj^  benutzten. 

8.  

Wir  wenden  uns  zur  Untersuchung  der  Euveloppe  der  Linien  B^B. 
Dieselbe  wird  erhalten  als  Schnitt  des  Cylinders  C^  mit  der  Ebene  P^  und 
ist  folglich  eine  Parabel.  Ihre  Azenrichtung  ist  die  Richtung  von  HZ.  Die 
Gerade  HZ  schneidet  aus  g^  einen  Punkt  der  Scheiteltangente  dieser  Parabel. 
Die  Curve  Ci^  ist  der  Ort  der  Fusspunkte  der  Senkrechten, 
welche  wir  aus  ^auf  die  Tangenten  der  Parabel  fällen  kOnnen. 
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Geben  wir  nun  eine  beliebige  Parabel  P*  und  einen  Punkt  H  ihrer 
Ebene,  so  suchen  wir  aus  P^  und  H  eine  Curve  C^'  abzuleiten.  Wir  ziehen 
zu  diesem  Zwecke  durch  H  zur  Azenrichtung  der  Parabel  eine  Parallele. 
Schneide  diese  die  Scheiteltangente  t,  der  Parabel  in  Bk ,  so  geht  durch  Bk 
eine  zweite  Tangente  g^  an  P^.  Dann  fölien  wir  aus  H  auf  zwei  Tangenten 
<],  t^  der  Parabel  die  Senkrechten  und  zeichnen  ihre  Fusspunkte  T^,  T^. 
Femer  ziehen  wir  durch  H  die  Senkrechte  zu  g^,  Ihr  Fusspunkt  sei  B^. 
Durch  Bk,  j^i^ai  B^^  durch  die  imaginären  Ereispunkte  cT*,,  J^  und  den 
Punkt  H  als  Doppelpunkt  wird  eine  Curve  dritter  Ordnung  6^**  bestimmt. 
Jeizt  ziehen  wir  durch  die  Schnittpunkte  von  t^,  t^  mit  g^  zur  Azenrich- 
tung der  Parabel  die  Parallelen  und  bringen  diese  resp.  mit  HT^,  HT^ 
zum  Schnitte.  Betrachten  wir  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  als 
eine  Linie  ^a,  so  können  wir  nach  der  in  2  gegebenen  Methode  mit  Hilfe 
von  jET,  ^2  und  gu  eine  Curve  dritter  Ordnung  erzeugen.  Diese  hat  H  znm 
Doppelpunkte,  geht  durch  £&,  Bz,  ^i^st  <^i<^s  ^^^  ^^^  daher  mit  der 
oben  bestimmten  Curve  Cj,^  zusammen.     Wir  schliessen  daraus: 

Gegeben  sei  eine  Parabel  P^  und  ein  Punkte  ihrer  Ebene. 
Fällen  wir  aus^auf  die  Tangenten  der  Parabel  die  Senkrechten, 
80  liegen  ihre  Fusspunkte  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  C^'. 

Geben  wir  umgekehrt  eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung  Cif  durch 
ihren  Doppelpunkt  H  und  vier  im  Endlichen  gelegene  Punkte,  so  ziehen 
wir  in  ihnen  zu  den  Verbindungslinien  mit  H  die  Normalen.  Diese  be- 
stimmen als  Tangenten  eine  Parabel,  mit  deren  Hilfe  wir  weitere  Punkte 
von  Ci?  construiren  können.    ^ 

Sei  S  der  Schnittpunkt  von  t^t^,  so  geht  durch  8,  H,  ^\T%  ^^^  Kreis. 
Es  folgt  daher: 

Construiren  wir  die  Kreise,  welche  durch  einen  festen 
Punkt  H  gehen,  und  ziehen  wir  in  den  Schnittpunkten  der 
durch  ^  gehenden  Durchmesser  mit  den  resp.  Kreisen  die  Tan- 
genten an  P^,  so  schneiden  diese  die  resp.  Kreise  ein  zweites 
Mal  in  Punkten  von  C^. 

Bewegt  sich  8  auf  einer  Geraden  durch  H,  so  schliessen  wir: 

Gegeben  sei  ein  Büschel  von  Kreisen,  die  sich  in  einem 
Punkte  berühren,  und  eine  Parabel.  Construiren  wir  in  den 
zweiten  Scl^nittpunkten  der  Mittelpnnktslinie  des  Büschels 
mit  allen  Kreisen  an  die  Parabel  die  Tangenten,  so  liegen  ihre 
Schnittpunkte  mit  den  resp.  Kreisen  auf  einer  Curye  C»'. 

Sind  die  Tangenten  t^,  t^  benachbart,  so  geht  8  in  den  Berührungs- 
punkt T  über.  Der  Kreis,  welcher  ET  zum  Durchmesser  hat,  berührt  (7(^ 
Wir  folgern  daraus: 

Alle  Kreise,  für  welche  ein  Durohmesserende  in  einem 
festen  Punkte  JETliegt  und  für  welche  das  andere  Durchmesser- 
ende  sich    im    Berührungspunkte   einer   Tangente    von  P^   be- 
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findet,  berühren  in  ihrem  zweiten  Schnittpunkte  mit  der  er- 
wähnten Tangente  eine  Curve  Ci\ 

Aus  diesem  Satze  schliessen  wir,  dass  C^^  die  Parabel  P^  in  dnä 
Punkten  berfibrt.  Es  sind  die  Fusspunkte  der  Normalen  aus  H  auf  P^, 
Weiter  folgern  wir,  dass  die  Tangenten  in  H  an  Cf,^  zu  den  Tangenten 
senkrecht  stehen,  welche  aus  H  an  P^  gelegt  werden  können.  Es  wird  daher 
H  ein  isolirter  Punkt  von  C»^  sein ,  wenn  er  in  Bezug  auf  P^  elliptisch  ist 
Liegt  H  in  P^,  so  ist  er  eine  Spitze  fttr  C*'.  Ist  H  in  Bezug  auf  f  •  hyper- 
bolisch, so  gehen  durch  ihn  zwei  reelle  Aeste  von  C^^. 

Der  zuletzt  angeführte  Satz  lehrt  uns  auch  die  Curve  C^^  constmiren, 
welche  durch  den  Doppelpunkt  und  drei  Punkte  mit  der  Tangente  in  einem 
oder  zwei  Punkte  mit  ihren  Tangenten  gegeben  ist. 

Die  Mittelpunkte  M  der  Strecken,  welche  H  mit  den  Punkten  T  Yon 
/*•  verbinden,  liegen  auf  einer  neuen  Parabel  /*„,*,  welche  zu  P^  centriscfa 
Vfanlich  liegt.  Indem  wir  bemerken,  dass  die  Punkte  M  Gentra  von  Kreisen 
sind,  welche  durch  H  und  T  gehen,  sagen  wir: 

Construiren  wir  aus  den  Punkten  einer  Parabel  als  Mittel- 
punkten die  Kreise,  welche  durch  einen  festen  Punkt  gehen, 
so  umhüllen  diese  eine  Curve  C^. 

Wir  transformiren  schliesslich  die  zuletzt  hervorgehobene  Figur  in  einer 
centrischen  CoUineation  erster  Ordnung.  Dabei  w&hlen  wir  den  Brennpunkt 
Br  von  Pfi?  als  Centrum  und  disponiren  so,  dass  das  Bild  von  Pm'  ein 
Kreis  Kn?  wird.  Dann  ist  das  Bild  der  unendlich  fernen  Geraden  eine 
Tangente  q  von  K^?.  Den  imaginftren  Erefepunkten  entsprechen  imaginSre 
Punkte,  welche  die  Bechtwinkelinvolution  um  Br  aus  q  schneidet.  Der 
Parabel  P^  correspondirt  ein  Kegelschnitt  K\  welcher  zu  K^?  centrisch 
involutorisch  liegt  mit  H  als  Oentrum  und  q  als  Aze.    Wir  schliessen  daher: 

Gegeben  sei  ein  Kreis  K^?  vom  Mittelpunkte  Br  und  ein 
Punkt  H,  q  sei  eine  Tangente  des  Kreises  und  werde  von  der 
Bechtwinkelinvolution  um  £r  in  den  imaginären  Punkten  y^^ 
getroffen.  Construiren  wir  die  Kegelschnitte,  welche  durch 
H,  J^^  J2  gehen  und  für  welche  der  Pol  der  Geraden  q  den 
Kreis  K*  durchläuft,  so  umhüllen  diese  Kegelschnitte  eine 
Curve  dritter  Ordnung  C^,  Sie  geht  durch  /j,  J^  und  hat  J7 
zum  Doppelpunkte.  Sie  berührt  in  drei  Punkten  den  Kegel- 
schnitt f ,  welcher  mit  H  als  Centrum  und  q  als  Axe  zum 
Kreise  Knr  involutorisch  ist. 

um  Punkte  von  C^  zu  zeichnen,  gehen  wir  von  einem  entsprechenden 
Paare  Om  0  der  Kegelschnitte  Km\  K^  aus.  Wir  construiren  den  Kegel- 
schnitt Ä,*,  welcher  durch  /j,  /j,  H  und  Q  geht  und  für  welchen  ß«,  ü 
Pol  und  Polare  sind.  Die  Tangente  in  0  an  E^  schneidet  K^^  ein  zweites 
Mal  im  Berührungspunkte  von-Ä^*  mit  0®. 
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4. 

Za  einer  noch  speGielleren  Fläche  dritten  Grades  als  die  jetzt  behan- 
delte werden  wir  geführt,  indem  wir  von  drei  in  einem  Punkte  0  sich 
scbneidenden  za  einander  senkrechten  Geraden  x^  y^  ss  ausgehen.  In  der 
Ebene  xz  liege  eine  Gerade  gxz^  welche  zu  x  parallel  ist.  hy^  sei  eine  der 
Geraden  durch  0  in  der  Ebene  yz^  welche  den  Winkel  zwischen  y  und  z 
halbiren.  Hp^  sei  die  Ebene  durch  g^x^  welche  za  hy^  parallel  ist.  Sie 
treffe  xy  in  gxy 

Lassen  wir  jetzt  an  Stelle  von  A,  B  in  1  die  Ebenen  xz^  xy  treten 
und  an  Stelle  von  gai  h  die  Geraden  g^i  und  ^z,  so  erhalten  wir  in  folgen- 
der Weise  eine  Pl&che  dritten  Grades: 

Wir  ziehen  in  der  Ebene  Hyz  die  Parallelen  zn  hyz  und  zeich- 
nen ihre  Schnittpunkte  mit  g^x^  gxy  Indem  wir  diese  mit  0 
verbinden,  erhalten  wir  Dreiecke.  Ihre  Höhenlinien,  welche 
durch  Punkte  von  gxz  gehen,  erfüllen  eine  Begelfl&che  dritten 
Grades  R». 

z  stellt  zwei  unendlich  benachbarte  Gerade  von  B^  vor.  Lftngs  dersel- 
ben berührt  die  Ebene  xz  die  Fläche  R^.  Die  Ebene  Hy»  ist  Tangential- 
ebene von  R^  im  anendlich  fernen  Punkte  von  g^t.  Sei  H  der  Schnitt- 
punkt, in  dem  eine  Parallelebene  durch  g^z  zur  Ebene  xy  die  Gerade  hyz 
schneidet,  so  gehen  die  Normalen  zu  den  Erzeugenden  von  B^  welche  hyz 
schneiden,  durch  H.     Daraus  ergiebt  sich  folgende  Darstellung  von  B®; 

Bewegen  wir  einen  rechten  Winkel  so,  dass  der  eine  seiner 
Schenkel  stets  durch  den  festen  Punkt  H  geht,  während  d«r 
Scheitel  die  Gerade  gxz  durchläuft  und  der  andere  Schenkel 
auf  der  Geraden  hyz  gleitet,  so  beschreibt  dieser  eine  Begel- 
fläche  B^ 

Geben  wir  zwei  beliebige  windschiefe  Gerade  im  Räume,  so  können 
wir  vier  Regelflächen  der  betrachteten  Art  construiren,  für  welche  eine  der 
gegebenen  Geraden  hyz  und  die  andere  gxz  ist.  Zu  diesem  Zwecke  zeichnen 
wir  die  gemeinsame  Normale  zu  den  beiden  Geraden.  Im  Schnittpunkte 
dieser  Normalen  mit  der  Geraden,  welche  an  Stelle  von  Jiyz  treten  soll, 
tragen  wir  die  Länge  der  Normalen  nach  beiden  Seiten  ab.  Hierdurch 
erhalten  wir  zwei  Punkte ,  von  denen  der  eine  an  Stelle  des  Punktes  0,  der 
andere  an  Stelle  des  Punktes  H  der  Fläche  treten  kann.  Damit  sind  zwei 
Flächen  fesl^esetzt,  welche  eine  der  gegebenen  Geraden  —  Punkt  für  Punkt 
*-  zur  Doppellinie  haben.  Für  zwei  weitere  Flächen  ist  die  andere  Gerade 
eine  solche  Doppellinie. 

Die  Involution  auf  gxz  und  die  projectivische  Zuordnung  der  Punkte- 
reihe auf  hyx  sind  dadurch  ausgezeichnet,  dass  die  Involution  den  Schnitt- 
punkt Z  von  z  mit  gxz  zum  Mittelpunkt  und  Doppelpunkt  hat.  Ihm  ent- 
spricht der  Punkt  0  in  hyz-  Dem  unendlich  fernen  Punkte  von  g^z  cor- 
respondirfc  der  unendlich  ferne  Punkt  von  hyz» 
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Ziehen  wir  in  der  Ebene  durch  H  und  gx%  zu  den  Geraden,  welche  H 
mit  den  Punkten  von  gx%  verbinden,  in  diesen  die  Normalen,  so  umhttllen 
dieselben  eine  Parabel ,  welche  H  zum  Brennpunkte  hat.  Sie  stellt  uns  die 
Spur  des  parabolischen  Cylinders  Cy'  vor,  dessen  Tangenten  die  Eneogan- 
den  von  B*  sind.  Indem  wir  mit  Hilfe  dieser  Parabel  B'  zeichnen, 
schliessen  wir: 

In  einer  Ebene  B*  sei  eine  Parabel  mit  dem  Brennpunkte 
H  und  dem  Scheitel  S  gegeben.  In  letzterem  construiren  wir 
eine  Senkrechte  zu  B*  und  zeichnen  einen  Punkt  0,  für  wel- 
chen  SO^OH  ist.  h^z  söi  die  Oerade  durch  0  und  H.  Verbin- 
den wir  jetzt  die  Punkte,  welche  die  Normalebenen  zu  B*  durch 
die  Parabeltangenten  aus  hy^  und  der  Scheiteltangente  der 
Parabel  schneiden,  so  liegen  diese  Verbindungslinien  auf  einer 
Fläche  dritten  Orades. 

Die  circularen  Cnrven  dritter  Ordnung,  welche  eine  Parallelebene  P* 
zu  xy  aus  B'  schneidet,  zeichnen  wir  mit  Hilfe  des  Schnittpunktes  H  Yon 
P^  mit  hyz  und  der  Schnittlinie  von  P^  mit  den  Ebenen  X0  und  jETy,.  Wir 
können  diese  Construction  dahin  fassen: 

Gegeben  seien  zwei  parallele  Gerade  d?*,  ^jry*  und  ein  Punkt 
H  ihrer  Ebene.  Construiren  wir  die  rechtwinkligen  Dreiecke, 
deren  eine  Kathete  x*  ist,  deren  Hypotenusen  durch  0  gehen 
und  aus  ggy*  eine  Ecke  schneiden,  so  liegen  die  Fusspunkte  der 
Höhen  dieser  Dreiecke  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung.  Sie  hat 
jETzum  Doppelpunkte,  geht  durch  die  imagin&ren  Ereispunkte, 
hat  Qxy*  im  unendlich  fernen  Punkte  zur  Inflexionstangente  und 
wird  von  x*   im  Fusapunkte  des  Perpendikels  aus  H  berührt.* 

Sei  Hyz*  eine  Ebene  durch  x^  welche  zu  ^^  senkrecht  steht,  so  schneidet 
auch  diese  die  Fläche  B'  in  einer  circularen  Curve  dritter  Ordnung.  Die- 
selbe hat  in  0  eine  Spitze«  Die  Durchführung  der  Construction  dieser  Cunre 
beweist  folgenden  Satz: 

Gegeben  sei  ein  Punkt  0  und  eine  Gerade  o,  welche  um  c 
vom  Punkte  0  abstehe.  Sei  P^  ein  Punkt  von  o,  so  ziehen  wir 
in  ihm  zu  PqO  die  Normale  und  tragen  auf  dieser  von  P^  aus 
nach  beiden  Seiten  die  constante  Grösse  c  ab.     Die  Endpunkte 

•  In  Flg.  4,  5,  6  und  7  sind  vier  solche  Schnitte  von  R*  gezeichnet,  welche 
uns  den  Uebergang  des  Punktes  H  vom  isolirten  Punkte  durch  die  Spitze  ram 
Doppelpunkte  veranschaulicheu.  Wir  bemerken,  dass  die  (stark  gezogenen)  Linien 
a^  reep.  x  in  der  Ebene  xe  liegen.  Der  Abstand  des  Pimktes  H  von  a^  giebt  ans 
an,  um  wieviel  die  Ebene  der  Curve  C7*  von  der  Ebene  xy  entfernt  ist  Es  ist 
daher  leicht  aus  den  vier  Curven  ein  ModeU  der  Fläche  herzustellen. 

In  Fig.  4  ist  die  Parabel  P^*  eingezeichnet,  welche  die  Mittelpunkte  aller 
Kreise  durch  H  enthält,  welche  (7»  berühren. 

In  Fig.  6  ist  die  Parabel  P*  dargestellt,  auf  deren  Tangenten  die  Punkte  ?on 
erliegen. 
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verbinden  wir  mit  0,  Die  Höhenpunkte  der  auf  diese  Weise 
erhaltenen  Dreiecke  liegen  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung.* 

Schneiden  wir  endlich  B?  mit  einer  Ebene,  welche  parallel  zur  Ebene 
X0  iaij  80  erhalten  wir  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  die  unendlich 
ferne  Oerade  in  der  Bichtung  von  0  berührt.  Die  Curve  lässt  sich  aus 
zwei  parallelen  Geraden  und  einem  Punkte  construiren  und  beweist  den  Satz : 

Gegeben  seien  zwei  parallele  Gerade  ^i,  ^2  ^^^  ®^^  ^^^^^-^^ 
Dreht  sich  eine  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  um  H^ 
wShrend  die  rechtwinklige  Ecke  sich  auf  einer  der  zwei  paral- 
lelen Geraden  bewegt  und  eine  zweite  Ecke  die  andere  Gerade 
durchläuft,  und  steht  die  Hypotenuse  der  Dreiecke  stets  senk- 
recht zu  beiden  Geraden,  so  beschreibt  die  dritte  Ecke  eine 
Curve  dritter  Ordnung  (Fig.  8). 

C.   Sätse. 
Wir    stellen  im  Folgenden  einige  S&tze  zusammen,    welche  sich  bei 
Specialisirung  der  allgemeinen  Untersuchungen  für  n  =  2  leicht  ergeben. 

1.  Satz.  Oxye  sei  das  rechtwinklige  Azenkreuz.  Gegeben  sei  eine 
Kngel,  deren  Mittelpunkt  M  m  x  liegt  und  welche  durch  0  geht,  hyz  sei 
eine  der  Geraden  dorch  0,  welche  den  Winkel  zwischen  y  und  z  halbiren. 
Kg^  und  Kx^^  seien  die  Kreise,  welche  die  Ebenen  xz  und  xy  aus  der 
Kugel  schneiden.  Mit  Fsz  und  P^y  seien  die  Punkte  bezeichnet,  in  wel- 
chen die  Ebenen  durch  hyx  die  erwähnten  Kreise  treffen.  Construiren  wir 
in  den  Dreiecken  OPx%Pxy  die  Höhen  dorch  P««,  so  liegen  diese  auf  einer 
Regelfläche  vierten  Grades  R^.     Dieselbe  hat  Ay,  zur  doppelten  Geraden. 

Führen  wir  die  gleiche  Construction  für  den  Fall  durch ,  dass  die  Kugel 
nicht  durch  0  gehe,  so  erhalten  wir  als  Ort  der  Höhen  eine  Regelfläche 
sechsten  Grades.     Dieselbe  hat  hy^  zur  vierfachen  Geraden. 

2.  Satz.  In  einer  Ebene  H  sei  ein  Kegelschnitt  K',  eine  Gerade  x  und 
ein  Pankt  0  dieser  Geraden  gegeben.  Sei  P  ein  Punkt  des  Kegelschnittes, 
80  fällen  wir  aus  P  auf  x  die  Senkrechte  und  tragen  ihre  Länge  von  P  aus 
in  einer  Normalen  zur  Ebene  H  nach  beiden  Seiten  ab.  Die  Endpunkte 
verbinden  wir  mit  0.  Fällen  wir  jetzt  in  den  so  erhaltenen  Dreiecken  aus 
den  Ecken,  welche  auf  der  nämlichen  Seite  von  H  liegen,  die  Höhen,  so 
erfOllen  dieselben  eine  Regelfläche  sechsten  Grades.  Die  Normale  in  0  zu 
H  ist  eine  vierfache  Gerade  der  Fläche. 

Liegt  0  auf  X*,  so  wird  der  Grad  der  Fläche  um  2  vermindert 

3.  Satz.  Gegeben  sei  ein  Kreis  vom  Mittelpunkte  M.  0  sei  ein  Punkt 
des  Kreises.  Schneide  eine  Senkrechte  .zu  OM  den  Kreis  und  die  Gerade 
OM  in  den  resp.  Punkten  PiP^Pmi  so  liegen  die  Fusspunkte  der  Normalen 

*  Drehen  T^ir  die  Dreiecke  um  OPo,  bis  sie  zur  Ebene  durch  Oo  senkrecht 
stehen,  bo  at^ellen  die  Höhen,  welche  nicht  durch  O  gehen,  zwei  Flächen  der  be- 
bandelten Art  dar.  ^ 
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aus  Pm  auf  OF^  und  OF^  in  einer  Curve  vierter  Ordnung  C\  Dieselbe  ist 
circular  und  hat  in  0  einen  dreiÜEM^en  Punkt  (Fig.  9).*  Die  Normalen 
umhüllen  eine  Curve  dritter  Classe. 

Eine  Curve  der  nämlichen  Art  C^  erhalten  wir,  wenn  OM  eine  belie- 
bige, durch  0  gezogene  Gerade  ist  (Fig.  10). 

4.  8atß.  Gegeben  sei  ein  Kreis  vom  Mittelpunkte  M.  0  sei  ein  Punkt 
des  Kreises.  Eine  Senkrechte  zu  OJftf  schneide  ihn  in  P^P^-  Die  Fuss- 
punkte  der  Normalen  aus  P^  zu  OP^  und  ans  P^  zu  OP^  liegen  auf  einer 
Curve  vierter  Ordnung  C7^  welche  circular  ist  und  in  0  einen  dreifachen 
Punkt  hai  Die  Normalen  umhtQlen  eine  Curve  dritter  Classe  (Fig.  11  u.  12, 
erstere  stellt  die  Curve  dar,  für  welche  OM  kein  Durchmesser  ist). 

5.  SaJbts,  Gegeben  sei  ein  Kreis  vom  Mittelpunkte  Jlf .  d  sei  einer 
seiner  Durchmesser.  Fftllen  wir  aus  den  Punkten  D  von  d  auf  die  Halb- 
messer des  Kreises,  welche  von  den  D  aus  unter  rechtem  Winkel  erschei- 
nen, die  Senkrechten,  so  liegen  ihre  Fusspunkte  auf  einer  Curve  sechster 
Ordnung  C  Sie  hat  in  M  einen  vierfachen  Punkt.  Die  imaginären  Kreis- 
punkte sind  Doppelpunkte.  Die  Sänkrechten  umhüllen  eine  Curve  vierter 
Classe  (Fig.  13).*» 

Eine  Curve  der  nämlichen  Art  erhalten  wir,  wenn  an  Stelle  von  d  eine 
beliebige  Gerade  tritt  (Fig.  14). 

6.  Satz.  Gegeben  seien  zwei  concentrische  Kreise  K^y  K^  mit  dem 
Mittelpunkte  0.  Dreht  sich  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
um  0,  während  dieselbe  aus  K^K^  zwei  Ecken  schneidet,  und  ist  eine 
Kathete  des  rechtwinkligen  Dreiecks  parallel  einer  gegebenen  Richtung,*^ 
so  durchläuft  der  Höhenfusspunkt  eine  Curve  der  sechsten  Ordnung  G^, 
0  ist  ein  (isolirter)  vierfacher  Punkt,  die  imaginären  Kreispunkte  sind  Doppel- 
punkte dieser  Curve  (Fig.  15). 

7.  Satz,  Gegeben  sei  ein  Kreis  vom  Mittelpunkte  0.  d  sei  ein  Durch- 
messer desselben.  Eine  Normale  in  einem  Punkte  D  von  d  schneide  den 
Kreis  in  zwei  Punkten  P^,  P,.  Construiren  wir  aus  D  als  Mittelpunkt  den 
Kreis  durch  P|Ps,  so  wird  derselbe  von  den  Geraden  OP^^  OP^  ein  zweites 
Mal  in  Punkten  einer  Curve  sechster  Ordnung  geschnitten.  Sie  hat  O  zum 
vierfachen  Punkte  und  die  imaginären  Kreispunkte  zu  Doppelpunkten  (Fig.  16). 

*  Im  Punkte  B  ist  nach  A.  4  die  Tangente  oonstrnirt.  Femer  sind  Ereiie 
gezeichnet,  welche  C^  berühren  und  aus  Tangenten  von  C,  die  Berührungspankte 
schneiden. 

**  Folgendes  ist  eine  Tangentenconstmction:  Sind  Pi,  P,  zwei  Punkte  tod 
G\  welche  in  Bezug  auf  O  symmetrisch  liegen,  so  schneiden  wir  x  mit  der  Nor- 
malen in  P,  zu  OBx .  Diesen  Schnittpunkt  8  verbinden  wir  mit  Pf.  83%  schneidet 
aus  der  Normalen  in  0  zu  OB^  einen  Punkt  T  der  Tangente  in  P|  an  C*.  Der 
Ort  der  Punkte  T  ist  eine  Curve  der  achten  Ordnung. 

***  Die  rechtwinklige  Ecke  des  Dreiecks  bewegt  sich  auf  einer  Ellipse  E^ 
(Fig.  16). 
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Bereohnimg  des  Inlialts  eines  Vielecks  aus  den 
Coordinaten  der  Eckpunkte. 

Von 

Dr.  W.  Veltmann, 

Dooent  an  der  Undwlrthsehaftl.  Akademie  Poppeisdorf-  Bonn. 


ffierzu  Taf.V  Fig.  1-6. 


Die  zuerst  Yon  Gauss  in  den  Zusätzen  zu  Schumacher *8  üeber- 
setzung  von  „Carnot,  06om6trie  de  position*'  gegebene  Formel  für  den 
Inhalt  eines  Polygons  soll  hier  gemäss  dem  natürlichen  Begriffe  des  Flächen- 
inhalts und  nach  dem  ebenfalls  naturgemässen  Verfahren  der  Zusammen- 
setzung aus  Dreiecken,  welche  ganz  im  Innern  des  Polygons  liegen,  all- 
gemein hergeleitet  werden. 

§  1.  In  dem  rechtwinkligen  Coordinatensjstem  werden  die  positiven 
Abscissen  (x  oder  {)  nach  oben,  die  positiven  Ordinaten  {y  oder  17)  nach 
rechts  genommen.  Die  Verbindungsstrecke  zweier  Punkte  Ä  und  B  wird 
AB  oder  BÄ  genannt,  je  nachdem  man  derselben  die  Bichtung  von  Ä  nach 
B  oder  von  B  nach  Ä  beilegt  Die  beiden  Drehungsrichtungen  werden 
unterschieden  als  rechtläufige  (nach  rechts,  also  von  der  positiven  Abscissen- 
halbaze  durch  90^  gegen  die  positive  Ordinatenhalbaxe)  und  rückläufige 
(nach  links).     Die  Coordinaten  eines  Punktes  werden  so  bezeichnet: 

Ä    B    ...    P^    P, 


Abscisse 

Xa     Xt     ... 

«i 

«,  ... 

Ordinate 

y.  yh  ... 

yi 

y»  — 

Absoisse 

U  1»  ... 

ii 

u  .-. 

Ordinate 

1}.  1}»  ... 

% 

%     ... 

§  2.  Von  einem  Punkte  P^  wird  eine  gerade  Strecke  PiP%^  von  P^ 
eine  solche  P^  P^  u.  s.  w. ,  von  P«  eine  Strecke  P«  P|  so  gezogen ,  dass ,  wenn 
man  das  hierdurch  entstandene  Polygon  von  einem  Punkte  aus  in  obiger 
Reihenfolge  der  Strecken  vollständig  durchläuft,  keine  Strecke  und  auch 
kein  Theil  einer  solchen  zweimal  durchlaufen  wird.  Dagegen  werden  mög- 
licherweise einzelne  Punkte  zwei-,  dreimal  u. s.w.  angetroffen  (Doppelpunkte, 
dieiÜMhe  Punkte  u.  s.  w.).    Man  kann  der  gebrochenen  Linie  die  Bichtung 
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P^P^.,.  PnPi  oder  auch  die  umgekehrte  PfiPu-i--  ^i^n  beilegen.  Die 
Richtungen  der  einzelnen  Strecken  werden  immer  mit  derjenigen  des  ganzen 
Polygons  übereinstimmend  genommen.  Hat  die  gebrochene  Linie  keine  mehr- 
fachen Punkte,  so  wird  dieselbe  eine  einfach  geschlossene,  im  entgegen- 
gesetzten Falle  eine  mehrfach  geschlossene  genannt. 

§  3.  Wenn  man  eine  mehrfach  geschlossene  gebrochene  Linie  von  einem 
mehrfachen  Punkte  aus  bis  zum  ersten  Male  zu  diesem  zurück  durchläuft, 
so  hat  man  einen  Theil  des  Polygons  durchlaufen,  welcher,  ebenso  wie  auch 
der  noch  übrige  Theil,  für  sich  ein  geschlossenes  Polygon  ist  Jeden  der 
beiden  Theile  kann  man,  wenn  derselbe  kein  einfach  geschlossenes  Poljgon 
ist,  in  gleicher  Weise  behandeln  und  so  fort,  bis  das  ganze  Polygon  in 
einfach  geschlossene  Polygone  zerlegt  ist.  Die  Zerlegung  kann  möglicher- 
weise auf  mehr  als  eine  Weise  geschehen.  So  lässt  sich  z.  B.  das  Polygon 
123456789  10  11  12  1  (Pig.l)  zerlegen  in  1234561  und  9  10  116789 
oder  auch  in  123  10  11  6  1  und  34567  83.  An  jedem  der  Theilpolygone 
folgen  die  einzelnen  Strecken  und  Streckentheile  in  derselben  Reihenfolge 
auf  einander  und  haben  dieselbe  Richtung,  wie  an  dem  ganzen  Polygon. 
Ein  Punkt,  welcher  das  ganze  Polygon  durchläuft,  hat  auch  den  Umfang 
eines  jeden  Theilpolygons  in  dessen  Richtung  durchlaufen,  wenn  auch  nicht 
immer  die  einzelnen  Strecken  desselben  unmittelbar  nacheinander. 

§  4.  Ein  einfach  geschlossenes  Polygon  theilt  die  Ebene  in  einen  inneren 
und  einen  äusseren  Theil.  Ein  Punkt  gehört  dem  letzteren  oder  dem  erste- 
ren  an,  je  nachdem  er  sich,  ohne  den  Umfang  zu  berühren,  unendlich  weit 
entfernen  kann  oder  nicht  Zwei  innere  oder  zwei  äussere  Punkte  lassen 
sich  durch  eine  Linie  verbinden,  welche  den  Umfang  nicht  berührt  Ein 
innerer  und  ein  äusserer  Punkt  können  nicht  durch  eine  Linie  verbunden 
werden,  die  den  Umfang  nicht  trifft  Letzterer  hat  ein  inneres  und  ein 
äusseres  Ufer  und  die  beiden  Richtungen  desselben  können  unterschieden 
werden  als  nach  rechts  und  nach  links  um  die  Fläche  des  Vielecks  (den 
inneren  Theil  der  Ebene)  herum. 

Um  einen  Eckpunkt  des  Vielecks  möge  ein  Ereis  gezogen  werden,  hin- 
reichend klein,  damit  er  den  UmfSang  desselben  nur  in  zwei  Punkten 
schneidet.  Von  den  beiden  Sectoren,  worin  dieser  Ereis  getheilt  ist,  liegt 
der  eine  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  des  Vielecks  und  demgemSss 
werden  die  beiden  Winkel  als  innere  und  äussere  Polygonwinkel  unter- 
schieden. 

§  5.  In  Fig.  2  seien  AB  und  ÄC  zwei  zusammenstossende  Seiten,  « 
ein  innerer  Winkel  eines  einfach  geschlossenen  Vielecks.  Ist  a  kleiner  als 
180^  und  liegt  in  der  unendlichen  Fläche  des  Winkels  a  kein  Eckpunkt  dee 
Vielecks;  so  ist  BC  eine  Diagonale,  die  ganz  innerhalb  des  Vielecks  liegt 
Befinden  sich  dagegen  Eckpunkte  des  Vielecks  in  der  Fläche  des  Winkels, 
so  verbinde  man  jeden  derselben  mit  A.     Diq'enige  der  Verbindungslinien, 
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welche  mit  AB  den  kleinsten  Wipkel  bildet,  sei  AB,  Liegt  auf  derselben 
kein  anderer  Eckpunkt,  so  ist  .äD  eine  Diagonale  ganz  innerhalb  des  Viel- 
ecks. Enthält  aber  AD  noch  einen  oder  mehrere  andere  Eckpunkte,  so  ist 
die  Verbindungslinie  des  dem  A  nächsten  mit  A  eine  solche  Diagonale.  Ist 
a>180^  oder  s=  180^,  so  würde,  wenn  kein  Eckpunkt  in  dem  Winkel  a 
läge,  auch  keine  Verbindungslinie  dieser  Punkte  in  a  liegen.  Man  würde 
Yon  einem  beliebigen  Punkt«  in  a  aus  sich  unendlich  weit  entfernen  können, 
ohne  den  Umfang  zu  treffen;  a  wäre  ein  äusserer  Winkel.  Somit  liegt 
wenigstens  ein  Eckpunkt  in  der  Fläche  des  Winkels  a  und  es  kann  daher 
in  derselben  Weise,  wie  yorhin,  eine  Diagonale  ganz  innerhalb  des  Vielecks 
erhalten  werden. 

In  jedem  Falle  ist  es  also  möglich,  in  dem  Vieleck  eine  Diagonale  zu 
ziehen,  welche  ganz  in  dem  Vieleck  liegt  und  ausser  den  Endpunkten  keine 
Eckpunkte  des  Vielecks  enthält.  Dieselbe  theilt  das  Vieleck  in  zwei  ein- 
fach geschlossene  Vielecke,  deren  Flächen  ganz  innerhalb  der  Fläche  des 
ursprünglichen  liegen  und  von  welchen  jedes  wenigstens  einen  Eckpunkt 
weniger  hat,  als  das  letztere.  Diese  können  wieder  auf  gleiche  Weise  ge- 
theilt  werden  und  so  fort,  bis  das  ganze  Vieleck  in  Dreiecke  zerlegt  ist. 
Jedes  Dreieck  liegt  ganz  innerhalb  des  Vielecks  und  jeder  Punkt  des  letz- 
teren gehört  einem  der  Dreiecke  an;  die  Fläche  des  Vielecks  ist  aus  den 
Flächen  der  Dreiecke  zusammengesetzt.  Jede  der  Diagonalen,  welche  ge- 
zogen worden  sind,  ist  gemeinsame  Seite  zweier  Theildreiecke ,  jede  Um- 
fangsstrecke  gehört  nur  einem  Dreieck  an.  Die  erste  Theilung  lefert  zwei 
Theile  T  und  T'\  von  welchen  jeder  blos  eine  Diagonale  als  Seite  hat. 
Die  Theilung  von  T'  liefert  dann  einen  Theil  T',,  die  von  T\  einen 
Theil  T\  u.  s.  w.  von  der  nämlichen  Eigenschaft,  bis  man  zu  einem  Dreieck 
von  dieser  Eigenschaft  gelangt.  Gleiches  gilt  von  T\  Unter  den  Drei- 
ecken, in  welche  das  Vieleck  zerlegt  wird,  befinden  sich  also  wenigstens 
zwei,  von  welchen  eine  Seite  eine  Diagonale,  die  beiden  anderen  Seiten  des 
Vielecks  sind.  Durch  Abschneiden  eines  solchen  Dreiecks  vermindert  sich 
die  Seitenzahl  um  1.  Auf  gleiche  Weise  kann  von  dem  noch  übrigen  Theil 
ein  Dreieck  abgeschnitten  werden  u.  s.  w. ,  bis  nur  noch  ein  Dreieck ,  das 
(n  — 2)**,  übrig  ist.  Man  erhält  also  durch  diese  Zerlegung,  welche  von 
der  ursprünglichen  möglicherweise  verschieden  ist,  {n-^2)  Dreiecke.  Da 
die  Eckpunkte  der  letzteren  sämmtlich  Eckpunkte  des  Vielecks  sind,  so  ist 
die  Winkelsumme  des  letzteren  gleich  der  Summe  der  Winkel  der  Dreiecke, 
=  (n-2).180o. 

§  6.  Die  Definition  des  Inhalts  einer  einfach  geschlossenen  Fläche  ist 
derjenigen  der  Länge  einer  geraden  Linie  nicht  ganz  analog.  Die  Längen- 
einheit läset  sieh  auf  einer  Linie  in  einer  bestimmten  Weise,  von  einem 
Ende  aus  zusammenhängend  so  oft  abtragen,  dass  der  Rest  kleiner  ist  als 
die  Längeneinheit.     Auf  letzterer  kann  der  Best  ebenso  abgetragen  werden 
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n.  8.  w. ,  wodurch  dann  die  Länge  der  Linie  unter  der  allgemeinen  Form 
einer  reellen  Zahl,  als  Eettenbmch  erhalten  wird.  Da  jeder  Best  kleiner 
ist  als  die  Hälfte  des  vorhergehenden,  so  erhält  man  hierdurch  nothwen- 
dig  die  ganze  Linie.  Auf  einer  Fläche  dagegen  kann  ein  Quadrat  nicht 
in  einer  bestimmten,  von  jeder  andern  ausgezeichneten  Weise  und  nicht 
immer  so  abgetragen  werden,  dass  der  Best  kleiner  ist  als  das  Quadrat 
üeberdies  kann  hier  gar  nicht  unmittelbar  definirt  werden,  was  „grösser*^ 
und  ^kleiner^  bedeuten  soll.  Um  den  Inhalt  einer  beliebigen  einfach  ge- 
schlossenen Fläche  F  zu  erhalten,  werde  das  Einheitsquadrat  in  eine  Anzahl 

=  n*  Quadrate,  jedes  =>-§  zerlegt.  Dann  werde  die  ganze  Ebene  durch 
zwei  aufeinander  senkrechte  Schaaren  von  parallelen  Linien  in  Quadrate, 
ebenfalls  sämmtlich  =-^9  zerlegt.  Die  Zahl  derjenigen  von  diesen  Qua- 
draten, welche  ganz  in  der  Fläche  Fliegen,  sei  m.  Wächst  m  ins  Unend- 
liche ,   so  ist  Um  ~5  der  Inhalt  der  Fläche.    Für  ein  Dreieck  lässt  sich  leicht 

zeigen,  dass  bei  beliebiger  Bichtung  der  Schaaren  von  parallelen  Linien 
der  Inhalt  gleich  dem  halben  Producte  aus  Grundlinie  mal  Höhe  ist  Ebenso 
können  folgende  Behauptungen  leicht  bewiesen  werden:  Wird  eine  einfach 
geschlossene  Fläche  nach  §  5  in  Dreiecke  zerlegt,  so  ist  bei  beliebiger  Bich- 
tung der  Schaaren  von  parallelen  Linien  der  Inhalt  des  Vielecks  gleich  der 
Summe  der  Inhalte  der  Dreiecke,  somit  gleich  einer  bestimmten  endlichen 
Zahl.  Zerlegt  man  eine  einfach  geschlossene  Fläche  in  eine  endliche  Anzahl 
von  ebensolchen  mit  endlichem  Umfange,  so  ist  der  Inhalt  des  ganzen  Viel- 
ecks gleich  der  Summe  der  Inhalte  der  Theile.  Die  Anzahl  der  Theile 
muss  hier  als  eine  endliche  vorausgesetzt  werden,  weil,  wie  ich  in  Bd.  27 
(1882)  dieser  Zeitschrift  S.  313  gezeigt  habe,  eine  Fläche  in  unendlich  viele 
Theile  zerlegt  werden  kann ,  welche  zusammen  nicht  der  Fläche  gleich  sind. 

§  7.  Unter  der  Determinante  einer  geraden  Strecke  AB  soll  die  De- 
terminante     ^    ^    verstanden  werden ,  wo  also  die  Absoissen  in  der  oberen, 

Va  Vb 

die  Ordinaten  in  der  unteren  Zeile,  die  Coordinaten  des  Anfangspunktes 
linkst  die  des  Endpunktes  rechts  stehen.  Diese  Determinante  möge  kurz 
mit  Dah  bezeichnet  werden, 

§  8.    Es  ist  2>a6  +  Aa  =  0,  also  I>a*  =  — A«. 

§  9.  Wenn  drei  Punkte  A^  B^  C  in  beliebiger  Beihenfolge  in  gerader 
Linie  liegen,  so  ist 

I>a6  +  I>6o+-Z>ca  =  0    oder    D«*  +  D6o  =  I>ao. 

Beweis.  Die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  die  Punktet 
B^  C  liegen,  lässt  sich  immer  in  einer  der  beiden  Formen  y  =  ffia;  +  i» 
oder  a;s9iiy  +  n  darstellen.     Ninmit  man  die  erstere,  so  ist 
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\Xa  Xb 

\mxa  +  n  mx^  +  n 

In    nl     In    n\ 


Xa  Xk 

ym  yy 

Xb 


Xb  Xt 

ykyt 


I    I  -B  Xc  4.    **  *" 

\mxt  +  n  mxc  +  n\     \mXe  +  n  mXa  +  n 


Xc   Xa 

n    n  I 


§  10.    Wenn  beliebig  viele  Punkte  P|,  P^j  ...,  Pn  in  gerader  Linie 
liegen,  80  ist 

D„  +  D»  (nach  §  9)  =  D^,;   hierzu  D34  (nach  §  9)  =  D, 


oder 


Beweis 
u.  8.  w. 


14 


§  11.    Der  Inhalt  eines  Dreiecks  ABC  bestimmt  sich  nach  der  Formel 

2'ÄBC^Dab  +  Dbc  +  JOca. 

Beweis.  Die  Richtung  ÄBG  des  ümfangs  sei  die  rechtlftufige;  die 
Seite  Ä  B  mOge  in  der  Abscissenaze  liegen  (Fig.  3).  Da  ^^  ==  ^^  =  0  ist, 
so  liefert  obiger  Ausdruck 


y.  y» 

Xi   Xc 

+ 

*c    Xa 

Vi  yc 

yc  y. 

den  Werth  x^yc  —  Xayc^ye{Xh  —  Xt)^CDBA  und  dies  ist  der  doppelt« 
Inhalt  des  Dreiecks.  Jetzt  drehe  man  das  Cocrdinatensjstem  um  einen 
Winkel  =  q>  nach  rechts.     Sind  die  neuen  Coordinaten  |  und  ry ,  so  ist 

Obiger  Ausdruck  wird  also  jetzt: 

iaC08q>  —  r^aSi'nv    1*  cos 9»  -  ly*  stn <p 
^8%nq>  +  ria00Sfp    l^smfp-^-vibCOSfp 

lcCOsq>—"rieSmfp     iaC0sg>  —  fia9ing> 

^esing>  +  fiocosq)     ^aSinqf+rjaCOSq> 

Dieser  Ausdruck  entsteht  aber  aus 


§6  cosq>—rii,sinq>   ^casq>  "tjcSinip 
ihSinq>  +  rjöC08q>    ^  sin  q>  +  fic  cos  g> 


\L    la 


Vb\ 


fl/c  Va 


17»  Ve 

indem  man  jede  dieser  drei  Determinanten  nach  Cauchj's  Multiplications- 

regel  mit      .  e=  1   multiplicirt.     Die  Formel  stellt  also  bei  be- 

8inq>     cosg>\ 

liebiger  Lage  des  Coordinatensystems  den  Inhalt  des  Dreiecks  dar. 

Bei  rechtlftufig  gerichtetem  Umfang  ist  also  der  Inhalt  des  Dreiecks 

gleich  der  Summe  der  Determinanten  der  Seiten,  jede  in  der  Richtung  des 

ümfangs  genommen.     Dieselbe  Regel  gilt  nun  auch  bei  rückläufiger  Rieh- 
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tung  des  Umfangs ,  weil  dann  der  Inhalt  des  Dreiecks  und  auch  die  Deter- 
minante einer  jeden  Seite  desselben  das  entgegengesetzte  Zeichen  erhüi 
Die  Sätze  §§  9  und  10  hätten  sich  auch  hieraus  ableiten  lassen« 

§  12.  Der  Inhalt  eines  einfach  geschlossenen  Vielecks  P^P^...  Pn  be- 
stimmt sich  nach  der  Formel 

Beweis.  Der  Umfang  des  Vielecks  möge  die  rechtläufige  Richtung 
haben.  Man  zerlege  dasselbe  nach  §  5  in  Dreiecke.  Bestimmt  man  dann 
die  Inhalte  sämmtlicher  Dreiecke,  den  Umfang  derselben  rechtläufig  ge- 
nommen, nach  §  11,  so  ist  der  doppelte  Inhalt  eines  jeden  gleich  der  Summe 
der  Determinanten  der  rechtläufig  gerichteten  Seiten  desselben.  Darch  Ad- 
dition erhält  man  also  nach  §  6  den  doppelten  Inhalt  2F  des  Vielecks 

2F=^(Da6  +  l>Ac+2>oa), 

wo  der  Ausdruck  £  die  Summe  der  Inhaltsausdrttcke  sämmtlicher  Dreiecke 
ist.  Nun  sei  in  Fig.  4b  AB  eine  der  Diagonalen,  also  die  gemeinsame  Seite 
zweier  Theildreiecke  ÄCB  und  ABB,  Dann  sind  AB  und  BA  recht- 
läufig gerichtete  Seiten  resp.  der  beiden  Dreiecke  ABB  und  ACB.  In 
dem  Ausdruck  >  kommt  also  die  Determinante  von  AB  und  auch  die  von 
BA  vor,  welche  nach  §  8  zusammen  =  0  sind.  Aus  dem  Ausdruck  ^  Men 
somit  die  Determinanten  sämmtlicher  Diagonalen  heraus. 

Femer  sei  EF  (Fig.  5)  eine  Seite  des  Umfangs.  An  dieser  liegt  dann 
ein  Theildreieck  EFQ.  In  dem  Ausdruck  $  kommt  daher  die  Determi- 
nante von  EF^  nicht  aber  die  von  FE  vor.  Die  Strecke  EF  hat  aber  die 
Richtung  EF  auch  als  Seite  des  Vielecks.  Somit  sind  in  dem  Ausdrucke  7 
nur  die  Determinanten  sämmtlicher  Vielecksseiten,  jede  in  ihrer  Richtung 
genommen ,  zurückgeblieben. 

Giebt  man  dem  Umfange  die  entgegengesetzte  Richtung,  so  ändert  der 
Inhalt  und  di^  Determinante  einer  jeden  Umfangsstrecke  das  Zeichen;  die 
Inhaltsformel  gilt  somit  auch  fOr  diesen  Fall. 

§  13.    Wendet  man  die  Formel 

auf  ein  mehrfach  geschlossenes  Polygon  P^P^.-.P^  an,  so  ist  2/*  die 
Summe  der  Inhalte  der  einfach  geschlossenen  Polygone,  worin  sich  dasselbe 
nach  §  37  zerlegen  lässt,  den  Inhalt  eines  jeden  positiv  oder  negativ  ge- 
nommen, je  nachdem  sein  Umfang  die  rechtläofige  oder  rückläufige  Rich- 
tung hat.  In  welcher  Weise  das  Polygon  zerlegt  worden,  ist  hierbei  gleich- 
giltig. 

Beweis.  Das  Polygon  sei  nach  §  3  in  einfach  geschlossene  Polygone 
^1,  /^f  •-•  zerlegt.  Jede  Strecke  des  Umfangs  eines  Theilpolygons  hat  als 
solche  dieselbe  Richtung,  wie  als  Theil  des  Umfangs  des  ganzen  Polygons. 
Bestimmt  man  also  den  doppelten  Inhalt  eines  jeden  nach  §  12,  so  bt  die 
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Snmme  derselben  zusammengesetzt  ans  den  Determinanten  sämmülcher 
Seiten  aller  Theilpoljgone ,  jede  der  letzteren  in  der  Richtung  genommen, 
welche  sie  als  Theil  des  ganzen  Polygons  hat.  Wenn  demnach  die  Doppel- 
pimkte  blos  Eckpunkte  der  letzteren  sind ,  keiner  derselben  eine  Seite  theilt, 
80  hat  man  schon  den  Ausdruck  2  F.  Liegt  dagegen  ein  Doppelpunkt  0 
(Fig.  6)  auf  einer  Seite  /'m^m+i  des  Vielecks,  so  kommen  in  dem  Aus- 
drucke für  obige  Inhaltssumme  die  Determinanten  von  PmO  und  OPm+i 
Tor.  Diese  vereinigen  sich  aber  nach  §  8  zu  der  Determinante  von  Pm-Pm  +  i* 
üeberall,  wo  eine  Polygonseite  durch  einen  Doppelpunkt  getheilt  ist,  ver- 
einigen sich  die  Determinanten  der  beiden  Theile  zur  Determinante  der 
ganzen  Strecke  und  man  hat  dann  wieder  obigen  Ausdruck. 

Nachdem  man  die  Gleichheit  des  Ausdrucks  2F  und  obiger  Inhaltssumme 
erkannt  hat,  kann  man  diese  Grösse  als  den  Inhalt  des  mehrfach  geschlos- 
senen Polygons  definiren« 
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XX. 

Substitution  neuer  Variabelen  in  höheren  Differential- 
quotienten. 

Von 

Dr.  BocHow 

in  Borg  bei  Magdeburg. 


sichilicber,  als  die  gewöhnlich   gebrauchte 


f  kann  neben  t 


I. 

Durch  die  Schreibweise  'D/^f{t)  bezeichne  ich,  dass  ich  die  Function 
f{t)  von  t  nach  t  n-mal  differenzirt  habe  und  nach  vollendeter  Differentia- 
tion den  Special werth  t  =  x  —  welchen  ich  die  ;,6renze''  des  Differential- 
quotienten nenne  —  eingefQhrt  habe.  Diese  Schreibweise,  analog  der  des 
Integrales  und  identisch  mit  der  in  meiner  Dissertation  (Der  Differential- 
quotient zu  beliebigem  Index,  Halle  1885)  benutzten  Bezeichnung  der  Dif- 
ferentialquotienten zu  beliebigem  Index,   halte  ich  für  bequemer  und  über- 

auch  X  von  Anfang  an  enthalten.  Dann  bedeutet  *Dt^f[tyX)^  dass  vor 
und  während  der  Differentiation  nur  t  als  variabel  anzusehen  ist; 
nach  ausgeführter  Differentiation  nach  t  wird  dies  als  ^  =  a;  specialisirt,  so 
dass  der  Ausdruck  schliesslich  nur  wieder  x  enthält. 

Für  den  Index  n  s=  1  ist  leicht  abzuleiten  die  Beziehung 

1)  *'"2)i(o  F{i, «))  ^  -^^ -A*  Fi^ (t)), 

WO  ich  also  einmal  nach  ^,  einmal  nach  einer  Function  '4;  von  t  differenzire. 
Besteht  nun  eine  Gleichung 

2)  'D,^m  =  ,p{x), 

ist  q>  gegeben  und  f  so  zu  bestimmen,  dass  es  dieser  Gleichung  genügt,  so 
ist  die  Lösung  dieser  Aufgabe  unbestimmt;  nicht  nur  die  Function  f(t), 
für  welche  f{t)=^<p{t)y  ist  eine  Lösung.     Setzen  wir  vielmehr 

2«)  DMt)^F(t), 

wo  F  eine  ganz  beliebige  Function  bedeutet,  welche  nur  die  Eigenschaft 
besitzen  muss,  dass 

2ß)  Fix)  =  q>ix) 

ist,  so  ist 
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2y)  f{{)  =  /jp(0  dt  +  Cona. 

eine  Lösung  von  Nr.  2  a).     Wfthlen  wir  in  27^)  die  Constante,   welche  nur 

Yon  t  unabhftngig  zu  sein  braucht,  x  aber  enthalten  kann,  so,  dass  sie  für 

t  =  x  verschwindet,  so  kommt 

t 

2B)  m-=nx)+jF(t)dt, 

X 

und  wir  können  F{t)  beliebig  specialisiren ,  wenn  nur  Nr.  2ß)  gewahrt 
bleibt  Die  einfachste  Specialisirung  bleibt  natürlich  F{t)^=^g>(t).  Wir 
können  aber  auch  setzen  F{t)  =  q>{x)ff)(t)j  wo  '^  nur  der  Bedingung  ge- 
nOgen  muss,  dass  '4;(a;)=  l*ist,  und  erhalten  als  Lösung  von  Nr.  2) 

t 
2  a)  *(«?)  =  1,    m^m  +  q>{x)f^{f)di 

X 

and,  wenn  wir  fp{f)  constant  gleich  Eins  setzen, 

2b)  m^m+{t-x)q>{x). 

f{x)  ist  in  allen  diesen  Lösungen  unbestimmt,  so  lange  es  nicht  durch 
Nebenbedingungen  der  Aufgabe  bestimmt  wird. 

Ohne  Weiteres  sind  die  folgenden  Gleichungen  klar.     Es  seien  m  und 
n  positive  ganze  Zahlen,  die  Null  eingeschlossen,  so  ist 
l  n>m,    'A"(<- «?)'»  =  0, 
'  l  n  =  m,    'A"(*-«)"  =  n(n-l)(«-2)...2.1=ti! 

if;(t)  —  ^(x) 

Der   Differentialquotient  *Dt  — >  wo  ^  eine  beliebige  Punc- 

t  ■""  X 

tion  bedeutet,  stellt  sich  folgendermassen  heraus:  zunSchst  in  unbestimmter 

^°""                      -  T^  «-«;)»'(<) -(»(0-»(x)) 
x<Mn ■ j- 75 > 

also  sein  relativer  Werth 

_         ^Xt)  +  (t-x)ii,"{t)-'^'(t)  _  ^"{x) 

4)  ^^Mt)-i'('>)_.^"i'>) 

t  —  X  2 

Hieraus  folgt  weiter 

Es  ist 

-i)..(*«|-,te))*— A-[(ÄZ|W)'((-.)'] 

111=30 
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Nach  Nr.  3  verschwinden  alle  Olieder  ausser  dem  Gliede  m=X;: 

e)'^.-'(^'^fef^y-.(.-.)(.-l..(.->+.)'^--<^"'-^"»'- 

n. 

Wir  stellen  uns  folgende  Aufgabe:  Gegeben  sind  zwei  Functionen  f 
und  f^\  eine  Function  F  so  zu  finden,  dass 

'Av(V'«))=*"'i>;(i)^. 

Wir  nehmen  an,  ^  sei  ein  Product  /"(t/; (<)) <P,  wo  <P  eine  neue  un- 
bekannte Function  bedeutet ,' die  von  der  N^tur  der  Function  /'un- 
abhängig ist.  Das  ist  eine  willkürliche  Annahme ;  im  Verlauf  der  Unter- 
suchung müsste  es  sich  jedoch  zeigen,  wenn  sie  unberechtigt  war.  <P  wird 
Function  von  tf;  sein  müssen.  Da  wir  aber,  wenn  wir  die  Gleichung 
^(^)  =  ^  nach  t  auflösen  können  in  der  Form  ^=<p(^),  stets  t  als  Func- 
tion von  i^{f)  darzustellen  im  Stande  sind  [^  =  <p(^(0)]t  so  bezeichnen  wir 
0  einfach  mit  0{f).  0{x)  ist  dann  der  Specialwerth ;  den  es  für  ^  =  x, 
resp.  für  flj(t)=^^(x)  annimmt.  Da  wir  aber  nicht  voraussetzen  dürfen, 
dass  <Z>  für  alle  Indices  n  dieselbe  Function  sein  wird,  so  charakterisiren 
wir  das  zum  Index  n  gehörige  <Z>  durch  <Pn(0*  Demnach  lautet  unsere 
Aufgabe: 

äine  Function  On{t)  so  zu  finden,  dass  für  beliebige  positiv  ganze  fi 
und  für  beliebige  f 

7)  'A-  /'(t  m  =  ^'"2>vw  [/'(V  W)  «.  (0] 

sei. 

HL 
Das  Gesetz  des  Index  der  Fanction  ^ir  nnd  ihre  Gestalt. 

Wir  setzen  voraus,  in  Nr.  7)  sei  (P«  die  gesuchte  Function:  so  müssen 
wir  auch  alle  aus  Nr.  7)  sich  ergebenden  Consequenzen  für  <Z>  gelten 
lassen,  und  werden  durch  Entfaltung  derselben  auf  die  Natur  von  <P 
schliessen. 

Ä,  In  Nr.  7)  entwickeln  wir  rechterseits  nach  der  Regel  zur  Diffe- 
rentiation eines  Productes: 

8a)       'AV(*(0)=^[(j)^"^Djr.)V(*(0)*<'>i>^(o<«>.]. 
Nun  ist,  da  Nr.  7)  für  beliebige  Functionen  gelten  soll. 

Diesen    Ausdruck  entwickeln    wir    nach    Differentialquotienten    von   f  und 
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'''•^■-^=.:g[(";;*)-A-'-«*w)'a-sr:;]' 

setzen  wieder  umgekehrt 


führen   8b)   in  8a)  ein,   ordnen  nach  Differentialquotienten  Ton  f  und  er- 
halten 

8)  'Dt'-fi'fm 

B.  In  Nr.  7)  setzen  wir  /*(^(0)  =  /*(tf/(f)).l  und  entwickeln  nach  Dif- 
ferentialquotienten von  f  und  1,  indem  wir  überall 

setzen;  so  kommt 

n    p 

'ß.v(i'W)  =^  [(J)'^.»-''/'(tf  W)  '^"'/>5,(o  <i>p] 

oder,  <»p  =  (<Pp .  0„) :  <P„  gesetzt, 

C  Vergleichen  wir  nun  Nr.  8)  und  9),  so  muss,  da  alles  Uebrige  in 
den  beiden  Gleichungen  übereinstimmt,  <2>  in  Ansehung  seines  Index  das 
Gesetz  befolgen 

10)  a>p_Ä :  a>i,-Ä  =  a>p :  a>„ . 

Unsere   Substitutionsformel   soll   auch   für   den  Differentiationsindex  n  =  0 
gelten;  setzen  wir  Ä  =  p,  so  folgt 

also,  n— p  =  g  gesetzt,  • 

11)  a>p+,  =  (a>p<i>,):a>o. 

p  =  5  =  1  giebt 
P  =  l.   g  =  2: 

So  kann  man  fortfahren  und  erhält  <2>n  ausgedrückt  durch  O^  und  O^  als 

12)  (D^^cDi-i^Po—^ 

Nun  führen  wir  eine  neue  unbekannte  Function  X{f)  ein  durch  die 
Gleichung 

13)  <»)i(/)  =  Z(0<l>o(<), 
80  wird 

14)  <I)„(0  =  Z(<)-<I>oW. 

und  wenn  wir  dies  in  Nr.  7  einsetzen  und  einfach  O  statt  O^  schreiben, 
erbalten  wir:  unsere  gesuchte  Substitutionsformel  hat  die  Gestalt 
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15)  'D.'  rtt W)  =  ^'"i?;«  [/'C* (0)  X(<)-  «(<)]. 

Wir  haben  nun  nur  noch  die  Functionen  X  nnd  <P  zu  bestimmen. 

IV. 
BeBttnunang  tob  X  und  9. 

A  Nr.  16)  soll  anch  für  den  Index  ns=0  gelten.     Es  ist  aber 

mithin,  da  gleichzeitig  ^  zn  o;  nnd  t^(^)  zu  1^(0;)  wird, 

/•(i^(a;))  =  /•(*(«?))  a>(a?), 

16)  a>(a;)  =  l. 

Offenbar  brauchen  wjr,  um  X(^)  und  Oif)  zu  bestimmen,  wie  ein  Blick 
auf  Nr.  15)  zeigt,  nur  den  Index  n^=\  ins  Auge  zu  fassen: 

17)  *AV(i»'(0)  =  '^'"l>i(«[f(*W)2:«)<i>(0]. 

Diese  Formel  mnss  ftr  beliebige  /"gelten.    ^=1  giebt 

18)  0  =  Z(»)  *''»D^w  *W  +  0(x)  *<"i)^(„  Z(<) , 
also  mit  Hilfe  von  Nr.  1}^  nnd  16) 

X{x)  'D,^  Oit)  +  'Dt^  X{t)  =  0. 
/•=1:«1>(0  und  f=liX{t)  liefern 

oder 
^ö»)  -¥^'^''*W=^)'A^X(*). 

und  analog 

Indem  wir  diese  beiden  Gleichungen  miteinander  multipliciren  ^  erlialten  wir 

l:X(a?)«=l:iJ;'{a;)«, 
also 

Dies  führen  wir  in  Nr.  18)  ein  und  benutzen  zugleich  Nr.  19a),  so  kommt 

+  'mX{t)  +  'Dt'X{t)^0, 
also  gilt  das  obere  Zeichen: 

20)  X{x)=:'^\x),    0(x)=l. 
B.  Nr.  19b)  können  wir  so  schreiben: 

*D/  Z(0  +  ^\x)  'Dt^  0{t)  =  0. 

Wir  addiren  beiderseits  tl}''{x)0{x)  =  ^''{x)^  so  kommt 

'Dt'  X{t)  +  ^\x)  'Dt'  0{t)  +  11,'Xx)  O  ix)  =  ^'\x) 
oder 

21)  'Dt'  [X{t)  +  ^\t)  O  (t)]  =  jij'Xx), 

Durch  Integration  ergiebt  sich 
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'  Z(0  +  t^'(0  ^{t)  ==/ V(«)  dt+'Const., 

also,  wenn  wir  als  Integrationsgrenzen  x  und  f,  und  für   j'^'\x)dt  die 
Specialisirang  fj^-^x)^^"{x)  wählen, 

iz(o + v'(o  *(or,=L = (*-«) '»'''(«), 

d.  L  nach  Nr.  20) 

Z(0  +  ^Xt)  0(t)  =  2^'{x)  +  {t-ai)  lt.». 

Die  rechte  Seite  gestalten  wir  so  nm: 

Da  es  sich  nun  nur  um  Werthe  yon  t  sehr  nahe  an  x  handelt,  können  wir 
if{x)  +  {t'-'X)'H/{x)  +  - — 5-^^"(ä)  durch  ilj{t)  ersetzen,  mithin 

22)  xit)  +  Vit)m  =  2'>^^^^^- 

Diese  Gleichung  hätten  wir  auch  mittels  Nr.  4)  sofort  aus  der  Differential- 
gleichung Nr.  21)  herstellen  können. 

(7.   Eür  t=^x  wird  sowohl  X  als  ^'O  gleich  der  halben  rechten  Seite 
in  Nr.  22).     Für  variabele  t  setzen  wir 

23)  l 

\  a>(o  =  (2-^(*,)*(^^:V.'(0; 

Ä  bedeutet  eine   noch   unbekannte  Function  yon  L     Führen  wir  dies  in 
Nr.  17)  ein,  so  muss  sein 

oder  nach  Nr.  1)  fC^C^OW*))» 

*:i<»'(«)]J 


•.Lim 


/-(v («)) i»''(*)»4(«) (2-^ (*))+/•(!>' W)  -A^ [A{{)(2-Ä(i}) (»(<)-»(«'))'; ^'(o]- 

Damit  dies  möglich,  muss  erstens 

24a)  ^(a5)(2-^(a;))  =  l,  d.  h.  Ä{x)^h 

und  zweitens 
^(:^)(2-^(a;))'I)/[(^?i^^^^|^)^t'(0]+*'(«)'A»MW(2-^(*))]  =  0 

sein.     Nach  Nr.  ö)   verschwindet  der  erste  Summand,   also  wird  diese  Be- 
dingung erfüllt y  wenn  A  constant  gleich  Eins  ist : 
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24)  Ä(t)=^l. 

Demnach 

f  —  X 


V. 

Setzen  wir  nun  diese  Werthe  von  X  und  O  in  Nr.  15)  ein ,  so  erhalten 
wir  als  die  gesachte  Snbstitntionsfonnel 

26)  -A- am = '^<'>d;,, [fcn; (0)  {"^^^IzTY  •■  kt)] • 

Wir  setzen  ^(<)  =  y;  es  folge  hieraus  t  =  q>(p).  y  werde  zu  t;,  wenn 
t  zu  X  resp.  tl'W   zu  ^(a;)  wird.     Ferner  ist  l:i>;'(i)  =  l:  =  — -rr 

_    yvy/  __  <jp'(y).     Führen  wir  also  y  und  t;  in  Nr.  26)  ein ,  so  können  wir 
schreiben: 

Diese  Gleichung  enthält  die  Lösung  des  Problems  der  ,  Vertauschung  der 
unabhängigen  Variabelen^  bei  der  mehrfachen  Differentiation. 

Diese  Formel,  am  leichtesten  aus  der  Theorie  der  Differentiation  zn 
beliebigem  (d.  h.  negatlYem  und  gebrochenem)  Index  fliessend,  ist  zuerst  ge- 
geben und  ftlr  derartige  Indices  bewiesen  worden  von  Dr.  Schimpf  (Unter- 
suchungen aus  der  Infinitesimalrechnung,  Programm  Bochum  1885),  später 
—  jedoch  selbststtodig  gefunden  —  von  mir  in  meiner  Dissertation:  dort 
erwähne  ich  auch  bereits,  dass  sie  auch  für  positiv  ganze  Indices  gilt, 
hielt  es  jedoch  bei  dem  allgemeinen  Interesse,  welches  ihr  wohl  zukommt, 
fCLr  angezeigt,  den  obigen  unabhängigen  Beweis  dafür  zu  erbringen.  In 
der  ersten  Abhandlung  des  zweiten  Bandes  von  Schlömilch's  Compen- 
dium,  betitelt  |,Die  höheren  Differentialquotienten^,  welche  wohl  als  eine 
Zusammenfassung  des  bisher  in  unserer  Frage  Geleisteten  angesehen  werden 
darf,  findet  sich  diese  Formel  nicht,  und  zwei  andere  [Nr.  40)  und  41)] 

.u,      ^=p,-.((-^^)V,.,),^, 

besitzen  den  Mangel,  dass  auf  der  einen  Seite  der  Gleichung  ein  n^,  auf 
der  andern   ein  (n  — 1)^*^  Differentialqnotient  steht  [nur  ftb:  die  Speciili- 

Digitized  by  \^KJKJW\\^ 


Von  Dr.  Boobow.  353 

sirang  ^(Q=l:^  enthält  die  in  Bede  stehende  Abhandlung  eine  Formel, 
die  auf  beiden  Seiten  gleiche  Indices  zeigt]. 

Die  Ghrondlage  nnd  den  Ausgangspunkt  aller  Untersuchungen  bildet  bei 
SchlOmilch  die  Reihe  [Nr.  7)]: 

28a)  L^n.)+Är(,)+3^3r(y)+...+ 

Entwickeln  wir  aber  unsere  Formel  Nr.  26)  nach  der  Regel  zur  Differentia- 
tion eines  Productee,  so  kommt: 

Nun  yerschwindet  der  Coefficient  des  Gliedes  ft  =  0,   da  er  nach  Nr.  26) 
gleich  '2)|"1  ist;  den  des  allgemeinen  Gliedes  gestalten  wir  so  um: 

und  wenden  Nr.  6)  darauf  an,  so  wird  unsere  Reihe: 

28)  'Dt-fm))  =^[^^^^§^-A"(*(0-i>'(«))*] 

oder,  ansgeschrieben, 
28b)  *D«VC*«)) 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  dies  mit  der  Seh lömilch'schen  Reibe 
identisch  ist,  also  müssen  auch  die  beiderseitigen  weiteren  Resultate  über- 
einstimmen. Unsere  Herleitung  aber,  direct  aus  der  Grund formel 
Nr.  26),  scheint  mir  natürlicher  als  die  S  o  hl  ($  milch 'sehe«  durch  eine  Spe- 
cialisirnng  gewonnene. 

VL 
Speelalisiriuigeii« 

A.  Specielle  f  in  Nr.  26)  und  27). 
1.  f  constant,  =1,  giebt: 

2,.,  ♦«i„,„[(?:<fl^)-^\».(o]-o. 
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ux,..,(o=^-H.,.s--«,o[*ji('-n^r'] 

8.   /^(*(<))=i>''(0: 

31)  l        ■       d-+'«> -j.f   y-«>    V- 

f  ~(dv(f))-+'~     *  \v(y)-v(»)/      ' 

*•  /'(■»(0)'=^   ]~^       •    Wir  «ntwiokeln  nach  dem  Taylor'schen 
Satze  nach  Potenzen  von  (t  —  x)  und  erhalten 

32)  j=-;r+i~-iri:irf^^^"    ^*'"Lv    <-«    ;   -^^'^J 

^  -fi  +  l  (d<p(t;))-+'~  ■"•  LVv(y)-v(«V       '•**^J' 

6.  Setzen  wir  /■(*(0)  =  ^^^^^  =  JP"(*(0)  *'(0  "nd  schreiben  wie- 
der f  statt  JP,  so  kommt 

(  (<iv(f))-+»       '  LVv(y)-v(V     '"'^J 

6.  Wir  stellen  die  Formeln  2,8,4  zusammen,  indem  wir,  wo  es  nOtbig 
ist,  (m+1)  durch  n  ersetzen.    So  erhalten  wir  die  Gleichungsreihe 

.)i--^«.[.(.)(*-i^r"H-.-['(?^.r'«] 
«)(-«--^^[(^n^')-*':H-«'^'-[(;i^r''"i- 

Man   überzengt  sich  leicht ,   daes    34  b)  mit  der  unter  27  b)  angefthrten 
Schlö  milch 'sehen  Formel  identisch  ist. 
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7.  Wir  ersetzen  in  Nr.  33)  (n+1)  durch  n: 

/        ='"•-' [(?«?4w)'""]- 

Man  sieht,  Nr.  35)  ist  identisch  mit  der  unter  Nr.  27  a)  angeführten  For- 
mel von  SchlOmilch.  Auch  die  Reihe  Nr.  28a)  ging  mit  Leichtigkeit 
hervor:  es  erweist  sich  also  unsere  Formel  26/27)  als  eine  umfassende 
Grundformel. 

B.  Specielle  ^. 

1.  ^(t)  =  a  +  ht  '  . 

also,  a+ht  =  y  gesetzt, 
36a)  'A"  f{a  +  60  =  «►"  •+*'I>sr"  f(y). 

Setzen  wir  a  +  6a;  =  t7,  «  = y  so  kommt 

36b)  •Dv"f(y)  =  6—  '  Dt'f(a  +  bt). 

2.  ^(0  =  <*. 

'D,*f{t*)  =  **D^-  [/•(*«)  (^^)'"^'=  (20] 

also,  <*  =  y,  *  =  /y  gesetzt, 

37a)  .      'D.V(^')-^''i?>"P^^^"^"""]- 

Setzen  wir  «*  =  t;,  also  0?=]^,  so  kommt 

37b)        .nA^jm^^+X^']^2y'D.'f(n 

also,  )/^  =  y  gesetzt, 

38a)  'AV(^Ö  =  2  ^'^/  ,    fy-Lt' 

(y+K^)""*"* 

Setzen  wir  j/x=^v^  x^f^^  so  kommt 
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Nach  dieser  Methode ,  welche  durch  die  gegebenen  Beispiele  wohl  ge- 
nugsam illustrirt  ist,  sind  auch  die  folgenden  Gleichungen  gewonnen. 

4.   1^(0  =  1:/^. 
6.  iff{t)  =  l:t'. 

40a)       '■»«"/'(j)  «(-irQ)""^*  'J>,'[mir-'h 

40b)  "D/  \f(y)  »"-•] = ^^''^'"fij) ' 

Nr.  40)  und  36)  sind  die  beiden  einzigen  FKlle,  dass  die  zn  diffe- 
renzirenden  Functionen  auf  beiden  Seiten  Ton  «  resp.  v  frei  sind. 

41  a)  'D.v(^)  =  ^ {^y^'  ^i>,'  [m y^"'  (H-*>^y)-+']. 

41b)  .,>,.[,(,),T-(i+^)--]  =  (=l)l2^^^^^ 

Mit  diesen  Specialisirnngen  wollen  wir  uns  genügen  lassen. 

C.  Bisher  hatten  wir  stets  angenommen,  dass  fdie  Function  ^{t)  aas- 
drttcklich  enthalte;  das  ist  aber  nicht  einmal  nOthig.  Denn  wenn  /'einfach 
das  Argument  t  enthält,  also  f\t)  zu  differenziren  ist,  so  können  wir,  vor- 
ausgesetzt, dass  wir  die  Oleichung  t^(Q=y  als  t  =  fp(p)  nach  t  aufzulösen 
im  Stande  sind,  t  stets  durch  iß{f)  ausdrücken,  ^^^(«^^(O)»  ^^o  f  wich 
als  Function  von  ^  darstellen:  f{i)^fl(p(^{t))^F(^{t)).  Es  ist  dämm 
auch 

42)      'D,'  m = *<'>D^,,  [m  (m^y^\  ^-^t)] 

und  hiermit  die  Aufgabe  gelöst,  eine  neue  Differentiationsyariabele  sn 
subsütuiren,  die  ursprünglich  nicht  in  /*  enthalten  war.  Führen  wir  y  ein, 
so  muss  also  g>  die  ümkehrungsfunction  von  ^,  d.  h.  if'C9'(y))«y  sein, 
dann  wird 

43)  -AV(0  =  *'"I>,"[/'(v(y))(^;^5^)"^':v'(y)].  Hvm^»- 

1.  Beispiel.    tt=(p(jf)  =  tinff,  ff  ss  ip{t)  s=  arcsmt. 
44  a)      'Dt'  nt)  -  -'«"«D/  [fiain»)  (^^'"'^  *)""*"'<»»»]  • 
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2.  Beispiel    ^  =  ^ (y)  =  arcsiny^  ys=s^{t)^8int. 

44b)  'D,«  f{i)  =  •'«'!)/  [/-(orc^ny) (   ^"^"^   V"^'  "T^^l  • 
'  L  ''^  Varcwny  — a?/        j/i--y«J 

S.Beispiel.    fs=y(y)  =  6y,  yr=ixi,(t)  =  logt 
45a)  -^A«^(0  =  ^.'i>/[Ae^)(y^l^)"'^W^ . 

4.  Beispiel     ^  =  y  (y)  =  iö^y,  y  =  i^  (^)  =  e«. 

46b)    'Av«)=-i>,-[f(«<vy) (i^r* y]- 

Aas  Nr.  43)  ist  ersichtlich:  Setze  ich  sowohl  in  der  Fonction  f  des 
links  stehenden  Differentialqnotienten,  als  auch  in  der  Function /*  des  rechts 
stehenden  an  Stelle  des  jedesmaligen  Differentiationsargumentes  t  resp.  y 
die  Grenze  des  Differentialquotienten ,  x  resp.  t^(a;),  ein,  so  erscheint 
links  f{x)j  rechts  /*[v(if'(aj))]  =  /'(a?),  also  beide  Male  f{x)]  geschieht  dies 
nicht,  80  ist  die  Substitution  falsch. 

vn. 

Beispiele. 

Nach  Crelle's  Vorgang  bezeichne  ich  durch  das  Symbol  {fn,ry  die 
Factorenfolge  

48)  (m.r)P  =  m(m+r)(m  +  2r)...(tH+p-lr); 

m  ist  die  „Basis**,  r  die  „Differenz**,  p  der  „Exponent**  dieser  „Facultät**, 
deren  Symbol  ähnlich  zu  lesen  ist  wie  die  Potenz,  die  ja  (so  lange  p  eine 
ganze  Zahl)  f&r  r  =  0  daraus  hervorgeht.  Wie  man  sieht,  ist  für  belie- 
bige m 

49)  D,«  a;«  =  (m ,  - 1)»  a;"-«, 
mithin 

50)  (fH,-l)*s=m,     (m,-l)Oc=l. 

Femer:  wenn  m  gleich  NuU  oder  einer  positiven  ganzen  Zahl  kleiner  als  n 
ist,  80  ist  (w,  — 1)»  =  0.    Es  ist 

51)  (n,-l)»  =  w! 

^^^  h\^f   ^   \_(n>-l)^^     (n,^\Y-^ 

^  \JcJ  ""  Kn-kJ  ■"  (Ä,  -1)*      (n-Ä,  - 1)"-*' 

Für  eine  Facultftt,  deren  Basis  eine  Summe  zweier  Zahlen  ist,  gilt 
derselbe  binomische  Satz  wie  für  die  Potenz.     Denn: 

D^  rc»+/' =  (A  +  ^,  -  l)Pa;*+^-P  =  D,P(a;*i»^) 

f)3)  (A  +  ^.  ~  1)P  ^^  [(f)  (A,  -  1)*(^,  -  l)r-*]. 
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Ate  Gesetz  der  Exponenten  der  Facnltftt  ergiebt  sich 
I)J+«aj"  =  (m,-l)P+«af»-P-«c=3l)i(J9ja-»)  =  2)l((w,-l)i'«^^^ 

Wir  wollen  nun  unsere  Formeln  benutzen,   um  eine  Beihe  Ton  Iden- 
titäten für  die  Facnltftt  zu  beweisen. 

In  Nr.  28)  setzen  wir  ^(0— <*f  ffjÖ^^^i  »o  kommt 

n 

also,  wenn  wir  auch  auf  der  linken  Seite  die  Differentiation  ausführen, 
e=  (om,  — l)"a:'*'~",  und  die  gleichen  Potenzen  von  w  auf  beiden  Seiten 
weglassen: 

56)     («m,-l)«=^'{(j)^[(-l)p(*)(«Ä-«p,-.l)«]|; 

z.  B.  n^2: 

«m(am— 1) 


1    ^  .-V  ^       ^         2 


=  (T)(«.-l)*+(2)((2«.-l)'-2(«,-l)«) 
=  llia(o-l)  +  «»(«i-l)(o(2«-l)-«(«-l)) 
=  »o  [«  —  1  +  («»— 1)  tt]  =  am(««i— 1). 

Benatzen  wir  ftlr  die  speciellen  a,  a=2,  ^,  —1-,  —1,  — 2  die  For- 
meln Nr.  37)  bis  41) ,  so  erhalten  wir  Oleichnngen  von  anderer  Geetalt: 

56a)  2(2m.-l)-J[(»+l)  (?^+m.  -l)-] 

oder,  wenn  wir  -^-fm  =  P  setzen, 

66«  ^[Ct^)(^-i'  -l)']=2(2p-n,-l)., 

57)  2»-(|,  -l)"=j^  [(J)  (•»+1.  -l)*(-«-l.  -l)-*2'], 
68)  (-«»,-l)-  =  (-l)-(«+i»-l,-l)-. 
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In  der  Thal,  steUt  man  die  Faoolt&ten  ab  Faotorenfolgen  dar  und 
multiplicirt  auf  der  rechten  Seite  jedes  Glied  mit  (—1),  so  sieht  man,  dass 
das  rechts  stehende  Prodact  nur  die  umgekehrte  Anordnung  des  links 
stehenden  ist: 

^^  /=(-l)"j(§{(*)("'  +  2«-l,-l)*(— .-l,-l)-*2*}, 

~  ^    ^  (-2n,-l)- 

««>   |=(-1)»2-J[(«+^)  («.+1-1,-1; (n+l.-l)*2-*]. 

Weitere  Specialisirungen  anzuführen  unterlasse  ich ,  da  ja  S  c  h  1  ö  m  i  1  c  h 
bereits  für  die  hauptsftchlichsten  Fälle  eine  Menge  yon  schOnen  Beispielen 
gegeben  hat 
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XIX.  Zur  Theorie  der  Potenireate. 

1.  Wenn  n  und  k  beliebige  ganie  Zahlen  bedeuten  und  q  ein 
positiver  ganzer  Exponent  ist,  dann  besteht  die  Congraenx 

1)         [n  +  Qlc]('\[n  +  iQ-2)kßX[n+{Q-A)k](*\.. 

=  [n  +  {9-l)kß\[n  +  {(f-3)k-f»\[n+(Q-5)kß\..     (modl*). 

um  diesen  Satz  zu  beweisen,  nehmen  wir  vorerst  an,  derselbe  seifBi 
den  Exponenten  9  richtig.  Alsdann  iSsst  sich  seine  Qiltigkeit  aach  leicht 
fOr  den  Exponenten  (9+I)  nachweisen. 

Die  Congruenz  1)  liefert,  wenn  man  in  ihr  »  +  A;  fttr  n  einsetzt: 

2)  [n  +  {Q+l)kpX[n  +  {Q-\)kfi\..  =  [n+Qki'\[n  +  {(f-2)kP... 

{modk»). 
Bezeichnet  man 

F(n)  =  [n+Qkßf       .[«  + (p-2j  *](*).  [„+(p_4)Ä](*)..., 

G(n)=-.\n  +  {if-l)kpX[n  +  {Q-3)k]('\[n  +  ((f-5}kßX.., 
so  kann  i)  in  Form  einer  Gleichung  geschrieben  werden: 

3)  F(n)  =  Q  (»)  +  Ifi  H{n). 

Die  Congruenz  2)  iBsst  sich  unter  dieser  Voraussetzung  schreiben: 
F{n+k)-Gin+k)  +  lfiH(n  +  k)  oder 

4)  a(n+h)  =  F(n+k)-^E{n  +  k). 
Indem  man  3)  und  4)  miteinander  multiplicirt,  ergiebt  sich 

Fin)a{n+k) 
=  ö(n)  F(n+k)  +  k^[H{n)  F{n+k) - &{n) H{n+k)]  -i>»»H(») H{n+It). 
Nun  ist  bekanntlich  die  altemirende  Function 

n{n)  F(n +k)-  F(n)  H{n+k) 
durch  n+k—n  =  k  theilbar,  d.  h.  es  ist 

Hin)F(n  +  k)-F{n)H(n+k)  =  0        (modk). 

Nach  3)  hat  man  ausserdem 

F(n)  =  G(n)        {modk), 
daher  ist  auch  . 

H{n)F{n+k)-G{n)Sin+k)  =  0        (modk)\ 
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d.  h.  der  Ausdruck  H{n)F{n  +  k)-0{n)S{n  +  k)  ist  durch  k  theilbar. 
Dies  berücksichtigt,  schreibt  sich  Gleichung  6)  auch 

F{n)O{n+k)^O{n)F{n+k)  +  Jöf+^.0, 
wo  iS  eine  ganze  Zahl  bedeutet;  oder  auch 
Da  aber  F{n)G{n+k)  =  G(n)F{n+k)        (modW+i). 

F[n)0(n+k)  =  [n  +  Qk']^^V)     .[n+(^-2)Ä](*s'*).  [n+ (9-4)Ä;](*t*)..., 

ain)F(n+k)  =  [n+{Q+l)ki^'\[n+{Q-'l)k](^^^^ 
so  hat  man  schliesslich 

Die  Congruenz  1)  gilt  sonach  auch  für  den  Exponenten  ^  +  1,  sobald  sie 
für  den  Exponenten  q  erwiesen  ist.  Nun  ist  sie  offenbar  für  p  =  1  und 
^  =  2  erfüllt;  denn  für  diese  Fftlle  hat  man  bezw. 

n  +  k  =  n     {modk),  {n  +  2k)n  =  {n  +  ky    {modk^. 

Daher  ist  1)  allgemein  giltig  für  jeden  positiven  ganzen  Exponenten  q. 

2.  Eine  Aufeinandei^lge  von  Grössen 

^Oy  ^11  *"«»  •'s»  •■• 
soll  eine  arithmetische  Restreifae  erster  Ordnung  in  Bezug  auf 
den  Modul  k  genannt   werden,    sobald   die  s&mmtlichen  Differenzen  der 
aufeinander  folgenden  Grössen  bezüglich  des  Moduls  k  einander  congruent 
sind.     Desgleichen  möge  eine  Reihe 

^0»  ^'i»  **»  ^'s'  •••  ^ 

eine  arithmetische  Restreihe  m**'  Ordnung  bezüglich  des  Mo- 
duls Ä?  heissen,  wenn  die  Glieder  der  m*^^  Differenzenreihe  einander  bezüg- 
lich des  Moduls  k  congruent  sind.  Für  das  (allgemeine)  x^  Glied  r«  der 
Restreihe  erhält  man  in  letzterem  Falle: 

r,  =  ro  +  (^7   )(''i-''o)  +  (^2    )i^%-^^i  +  ^o)  + -" 

"*"V  »»   )L*-m-(i*)rm-i  +  (2)*'m-2-+...J    (fnodk). 

3.  Es  bedeute  p  eine  Primzahl,  a  eine  durch  p  nicht  theilbare  ganze 
Zahl  und  g  einen  positiven  ganzen  Exponenten.  Dann  ist,  dem  F ermat- 
schen Satze  zufolge,  für  A  =  0,  1,  2,  ...  stets 

voraus  ^''"  "'•  (^'"■'  -- 1)^  =  0        (modp^) , 

a^+^X^^-O-^^Y^lö^^+^^'^^^^^^  +  f^  2^)ö^*■*■*"*^^~*^-+••• 
=a<^+*-'')fl»-»)-^^Y^)«^^■'■^'"^^^'''^+(^2^)**'*'*"^~'^^'*"'^""+•  • 

{modp% 
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Hieraus  ist  ersichÜicli,  dass  die  Reste  der  Potenzen  af+*<P-^^  (bei  «  =  0, 
1,  2,  ...)  nach  dem  Modal  p9  eine  arithmetische  Bestreihe  (^  —  1)^'  Ord- 
nung bilden,  deren  allgemeines  Glied 

a.+*(P-u  =  a'  [l  +  (i)  {äP-'  - 1)  +  (2)  (^~*  - 1)'  +  •  •  • 
Setzt  man  o'— *  — l  =  cjt>,  so  folgt 

Mit  Hilfe  dieser  Formel  Ifisst  sich  der  Best  jeder  beliebigen  Poteni 
Yon  a  nach  dem  Modul  p^  berechnen  bei  Eenntniss  der  Beste  von  a,  a\ 
a\  ...,  aP-*  nach  jenem  Modul. 

Unter  p  werde  jetzt  eine  ungeiude  Primzahl  Terstanden,  und  a  sei 
irgend  eine  primitive  Wurzel  von  p^.     Zufolge  Art  1  besteht  die  Congruenz 

[«  +  wA[n+(^-2)p](')...=[n+(^-l)pA 

{modp^). 

Nimmt  man  a  zur  Basis  eines  Indicessystems  in  Bezug  auf  den  Modul  ]n^, 
so  leitet  sich  aus  letzterer  Congruenz  unmittelbar  die  folgende  her: 

[fnod{p^l)p9-'] 

/   —IN 

ind[n  +  Qp]-[%    jind[n  +  {Q^l)p]  +  ^... 

=  fni[n  +  (^-l)|)]-(^7^)»nd[n  +  (^-2)i)]+-...      [fnod{p -l)p9'% 

welche  bestehen  bleibt  [vergl.  Congruenz  1),  Art.  1],  wenn  man  in  ihr 
n  +  lp  (AssO,  1,  2,  ...)  fOr  n  einsetzt.     Es  folgt  daraus,  dass  die  lodioes 

indn^  vndn+py  indn  +  2p^  indn  +  Zp^  ... 
in  Bezug  auf  den  Modul  {p'-l)p^''^  eine  arithmetische  Bestreihe  (^—1)*" 
Ordnung  bilden.     Man  erhält  sonach 

indln+xp"] 
=  indn+  lj[ind(n+p)'indn]  +  ^[ind(n  +  2p)-2%nd{n+p)  +  i^^^ 

Dabei  sind  die  Ausdrucke  *■        ^  ^^     ^' 

[md{n+p)''indn],     [ind{n  +  2p)-'2ind{n+p)+ifidn],    ... 

[md[n  +  ((>-l)i^]-(^7^ji«^[n+(^-2)ri  +  -....] 

noch   durch  bezw.  (p  — 1),  p(/>  — 1),   ...,  P*~*(p  — 1)   theilbar,  sodass 
man  letztere  Congruenz  auch  in  der  Form  schreiben  kann 
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ind{n  +  xp)  =  indn  +  xci{p-l)+  \^j  c^p{p  —  l)'+ ... 

Diese  Beziehung  lehrt  ind{n+xp)  aus  indn^  tfkl(n+p),  ...,  ind[n  +  (Q-'l)p] 
berechnen. 

Ist  a  eine  primitive  Wurzel  von  p^,  dann  ist  auch  a  +  kp  (i  »0, 1, 2, ...) 
eine  solche«    Es  sei 

a  +  lp  =  a*i         {fMdp9), 

80  folgt 

(a  +  Ap)*  =  an'       {modp^). 

Indem  man  zu  den  Indices  in  Bezug  auf  die  Ba»is  a  und  den  Modul  p^ 
übergeht  y  ergeben  sich  der  Beihe  nach 

sf^     =     ind[a+Qp]  [»wd(p-l)p*-*], 

'-909~\  =  '-Qind[a  +  {Q''l)p]  „ 

+  (|)ir^-2  =  +  (|)ftki[a+(p-2)p] 
woraus  durch  Addition 

=  md[a+ep]-(j)i«(i[a  +  (^-l)p]  +  -...  =  0     [♦nod(p-l)i?f-*]. 

Es  bilden  sonach  (dem  Früheren  gemäss)  die  0i  eine  arithmetische  Rest- 
reihe (9  — 1)^  Ordnung.  Man  erhält  also  bei  Eenntniss  yon  Bq^  0^^ 
^tj  •••*  ^f— 1  ^^0  Indices  der  Basis  a+Xp  aus  demjenigen  der  Basis  a, 
indem  man  die  letzteren  mit 

^i  =  ^o  +  (})[^i-^o]  +  (2)[^-2xfi  +  xfo]  +  ... 

multiplicirt,  \^     VL  >    ^    /  J 

Mainz,  im  Februar  1887.  Dr.  J.  Kraus. 


XX.  Zur  geometrischen  Interpretation  binärer  Formen»  speoiell  solcher 

▼on  der  vierten  Ordnung,  im  temären  Gebiete. 

(ffierzu  Taf.  V  Fig.  7.) 

Für  eine  binäre  Form  vierten  Grades  a«^  oder  in  canonischer  Form: 
w  =  »/  +  6m  a?i'«2*  +  x^\ 
liefert  das  Nullsetzen  der  Hess  ersehen  Form  (ab)*as^hx^^Oy  oder  fbr  die 
canonische  Form  ausgerechnet: 

f»(«i*+v)+a-3«*)»,»v-o  ^      , 
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vier  Warzelpunkte ,  über  deren  geometrischen  Zusammenhang  mit  den 
vier  Wurzeln  der  Form  selbst  die  meisten  Lehr  und  Handbücher  der 
modernen  Algebra  die  nöthige  Erläuterung  nur  flüchtig  geben. 

Salmon-Fiedler  (Algebra  der  linearen  Transformationen)  macht  aller- 
dings die  Bemerkung  (S.  271  der  zweiten  deutschen  Ausgabe,  Art.  216), 
dass  obige  Gleichung  der  Hesse'schen  Form  den  sogenannten  harmonischen 
Kegelschnitt  vorstellt  für  zwei  Kegelschnitte  B  und  Fj  von  welchen  beiden 
der  eine,  B,  gebildet  wird  vom  B um side- Kegelschnitt* 

fljie?— y«  =  0, 

der  andere  dagegen,  F^  dargestellt  wird  von  der  in  Gestalt  einer  Kegel- 
schnittgleichung transformirten  biquadratischen  Form  selbst.  -  •  Demnach 
wäi^e  ergänzend  zu  sagen,  dass  die  vier  Wurzelpunkte  der  Hesse  "sehen 
Form  die  Schnittpunkte  sind  jenes  harmonischen  Kegelschnittes  mit  dem 
zur  Interpretation  benützten  Burnside- Kegelschnitte;  aber  in  die  Ent- 
stehung der  geometrischen  Configaration ,  durch  welche  die  zweimal  vier 
Punkte  der  Original-  und  der  Hesse'schen  Form  verbunden  sind,  lässt 
diese  Erklärung  eben  noch  nicht  deutlich  hineinsehen. 

Wir  gedenken  in  den  folgenden  Zeilen  die  Herstellung  jener  Wurzelpunkte 
der  Hesse'schen  Form  auf  möglichst  directem,  geometrischen  Wege 
zu  versuchen  —  der  uns  schliesslich,  wenn  wir  wollen,  wieder  mit  dem  soeben 
genannten  harmonischen  Kegelschnitt  Zusammenhang  gewinnen  lässi 

1.  Wir  fragen  uns  vor  Allem:  Was  ist  die  geometrisohe  Bedeutung 
jener  Punkte  Xy  welche  durch  Nullsetzen  der  zweiten  Polaren  von  £  in 
Bezug  auf  eine  Form  vierten  Grades  definirt  werden,  für  die  Annahme  eines 
willkürlichen  Punktes  jer;  welche  also  als  Wurzeln  der  folgenden  quadra- 
tischen Gleichung  bestimmt  werden: 


oder  kürzer 
symbolisch 

Wir   geben  zugleich  das  Resultat  dieser  Operationen,   angewandt  auf 

die  canonische  Form,  an: 

(  Ä  ,..    z^^{x^^  +  mx^^  +  Amz^e^ x^x^  +  e^{mx^^  +  x^)  =  0, 
\  Ä  ..,    ^^W  +  ^wjefg*)  +  4m x^x^ e^g^  +  Xy^{mz^  +  z^)  =  0. 

Durch  diese  Gleichungen  ist  jedem  Punkte  z  ein  Punktepaar  x  in  gani 

bestimmter  Weise    zugeordnet.     Da  aber  die  Grössen   (i^i*),   {^iB^y  {»i)\ 

geschrieben  als  x\  y\  z\  offenbar  die  Relation  erfüllen 


*  Wir  lassen  im  Folgenden  den  Zahlenfactor  4  weg,  mit  welchem  behaftet 
gewöhnlich  der  ßurnside-  Kegelschnitt  in  der  Form  geschrieben  wird :  4  a;  jer  -  / = 0- 
Es  ist  das  für  die  Rechnung  and  fOr  alle  weiteren  Schiflsse  ganz  nnweeentüch. 
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wShrend  zwischen  den  Grössen  (x^),  (x,a;j),  {x^)^  geschrieben  als  a;,  y,  je?, 
dieselbe  Beziehnng  herrscht,  so  sieht  man ,  dass  die  aus  den  Werthen  yon  e^e^ 
TUid  x^x^  berechneten  Zahlen  xyB\  resp.  xyB  interpretirt  werden  können  als 
homogene  Coordinaten  von  Punkten,  die  sich  auf  dem  festen  Burnside- 
Kegelschnitte  B...    oJiS  — y*  =  0 

Yorfinden.  Wir  gedenken  also  zu  untersuchen,  wie  ein  beliebig  vorgegebe- 
nes B  auf  diesem  Kegelschnitte  zwei  Punkte  x  auf  demselben  Kegelschnitte 
definirt  (als  Wurzeln  der  zweiten  Polaren,  deren  Gleichungen  A^  Ä)  —  wenn 
ausserdem  noch  die  vier  Wurzelpunkte  der  biquadratischen  ^orm  bereits  auf 
ihm  markirt  sind. 

Was  nun  diese  letzteren  Wurzelpunkte,  die  der  Originalform  selbst,  anlangt, 
so  sind  sie  aus  vier  Zahlenpaaren  {Xy^ ,  x^  entstanden ,  welche  so  beschaffen  sind, 
dass  sie  die  Gleichung     ^4  +  6m a?,« V  +  V  =  0 

erfüllen.  Ersetzt  man  nochmals  (^i*),  (^i^^))  {x^)  durch  die  neuen  Sym- 
bole vom  ersten  Grade:  x^  y,  £,  %o  ist  damit  auch  gesagt,  dass  man  4  mal 
3  Zahlen  {x^  y,  $)  angeben  kann,  ftlr  welche 

Jlf...    ««  +  6i»y«  +  j»«  =  0. 
Diese  Zahlen  x^y^  jSy  resp.  die  durch  sie  als  homogene  Coordinaten  markir- 
ten  Punkte  können  wiederum,  als  der  Relation 

B  ...    a?0  — y*  =  0 
genügend,   aufgesucht  werden  auf  dem  Burn aide- Kegelschnitt    Demnach 
werden  die  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung 

iCi*  +  6ma;^«V  +  «^2"  =  ^ 
im  temären  Gebiet  interpretirt  als  Schnittpunkte  obigen  Kegelschnittes  iKf 
mit  dem  festen  Kegelschnitte  JB.  ^ 

Aber  da  eben  die  Relation  X0^y*  =  O  erfüllt  ist,  können  wir  auch 
das  Glied  ßmy*  auflösen  in  {4my^  +  2mxz)  und  damit  M  neuerdings 
anschreiben  als        jp         s^  +  2mx0+4my^  +  0^  =  O. 

Mit  anderen  Worten:  Dieser  letztere  Kegelschnitt  JP  schneidet  den  Burn- 
side-Kegelschnitt  xz  —  y^  =  0  in  denselben  Punkten,  wie  der  ursprünglich 
aufgestellte  M]  F  geht  durch  die  Schnittpunkte  des  Kegelschnittes  B  mit  üf, 
weil  die  Gleichung  von  F  geschrieben  werden  kann 

F^M+2mB=^Q. 
Nun  kann  man  zu  einem  auf  dem  Burnside-Kegelschnitt  gelegenen 
Punkte  $^  der  die  Coordinaten  xyz   hat,  die  Polare  in  Bezug  auf  F 
suchen.     Dieselbe  hat  zur  Gleichung 

x\x  +  mz)  +  4«»  y'y  +  /(«»»+j»)  =  0. 
Dies  ist  aber  genau  die  Gleichung  A^  Ä^  wenn  in  derselben  nnsere  fort- 
während gebranohten  Substitutionen  fttr  {x*)^  {x^x^,  {(c^)\  (z^^),  {z^B^^  {»%*) 
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gemacht  werden.  Wir  wiederholen:  die  Werthsysteme  i?,i?2,  x^x^,  wie  sie 
durch  die  Gleichung  A  einander  zugeordnet  werden,  liefern  vermittelst 
Burnside's  Transformation  Punkte  0{xy/)  und  x{xy0)  auf  dem  Burn- 
8 ide- Kegelschnitte,  wobei  die  zu  z  nach  den  Gleichungen  i.  zu- 
geordneten Punkte  X  erhalten  werden  als  Schnittpunkte  des 
festen  Kegelschnittes  5  oder  ajjef  — y*  =  0,  mit  der  für  denPunkt 
z  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  der  Originalform  F  gebildeten 
Polaren. 

Vergl.  Fig.  7.  In  derselben  ist  der  Kegelschnitt,  welcher  die  Form 
selbst  repräsentjift,  mit  F  bezeichnet;  B  sei  der  Burnside-KegelschnitL 
Ein  Punkt  z  war  vorgegeben  [durch  das  beliebig  angegebene  Werthepaar 
z^z^  definirt,  von  welchem  ausgehend  ein  Punkt  aj'=r (jer^*),  y'=(/f,i8j), 
/»(jEf,*)  des  Burnsi de -Kegelschnittes  gewonnen  wurde].  Jene  zwei  Werthe- 
paare  (o;,  x^ ,  wie  sie  eigentlich  durch  die  Gleichungen  A  dem  Werthsystem 
h^%  algebraisch  zugewiesen  sind,  geben  Veranlassung  zu  den  Substitntionea 
x^=i[x^)^  y^{XiX^)i  ^=(^^;  uii<^  <^i^  80  erhaltenen  Punkte  xyz  finden 
sich  eben  wiederum  auf  dem  Burnsi  de -Kegelschnitt  Sie  sind  dortsiohtr 
bar  als  Schnittpunkte  der  für  den  Punkt  z  in  Bezug  auf  F  gebildeten 
Polaren  mit  dem  festen  Burnside- Kegelschnitt. 

Somit  wäre  eine  Interpretation  der  zweiten  Polaren  einer  biquadra- 
tischen Form  gewonnen,  und  zwar  im  temären  Gebiete.  —  Dass  die  Be- 
ziehung zwischen  den  Punkten  x  und  z  eine  reciproke  ist,  zeigte  bereits 
die  symbolische  Gleichungsform  a«*as^  =  0;  dasselbe  kann  aber  auch  nun- 
mehr als  geometrisch  evident  angesehen  werden,  denn  wenn  die  Polare  von« 
in  Bezug  auf  F  durch  x  geht,  so  geht  auch  umgekehrt  die  Polare  von  x 
durch  z* 


=  0, 


2.  Es  sei  nun  fttr  einen  {gestimmten  Punkt  z  im  binfiren  Gebiete 

geschrieben  gedacht  in  den  z.  Damit  wSre  auch  gesagt,  dass  das  zugehörige 
Punktepaar  x  diesmal  einen  einzigen  Punkt  liefert,  denn  obige  Determi- 
nante ist  die  Discriminante  der  fttr  x  quadratischen  Gleichung 

Mit  dieser  Bemerkung  wäre  auch  die  geometrische  Interpretation  in  unserer 
Figur,  der  Wurzelpunkt  der  Hess  ersehen  Form  ermöglicht.  Sie  sind  so 
gelegen,  dass  die  ftlr  sie  in  Bezug  auf  F  genommene  Polare  den  Burn- 
side-Kegelschnitt  B  berührt;  ihre  Anzahl  bestimmt  sich  somit  auf 
vier  —  wie  es  auch  der  Grad  der  Hesse 'sehen  Form  mit  sich  bringen 
muss  — ;  denn  verschafft  man  sich  zu  sttmmtlichen  Tangenten  an  J9  den 
jeweiligen  Pol  in  Bezug  auf  JP,  so  wird  es  an  vier  Stellen  vorkommen»  dass 
die  durch  jene  Pole  dargestellte  Curve  zweiter  Ordnung  die  Ourve  B  achnsidei 
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Demnach  geben  wir  als  geometrische  Definition  der  Wurzelpnnkte  is 
der  Hesse'schen  Form  einer  Form  vierten  Grades  im  temftren  Gebiete, 
ond  gewonnen  mit  Hilfe  des  Burnsi  de -Kegelschnittes  die  folgende:  9,  sie 
sind  jene  Punkte  z^  deren  in  Bezug  auf  den  Form-Kegelschnitt 
F  gebildete  Polaren  den  Burnside-K^gelschnitt  B  berühren; 
oder:  sie  sind  die  vier  Schnittpunkte  jenes  Kegelschnittes  mit 
B,  der  gebildet  wird  von  den  Polen  sämmtlicher  Tangenten 
Yon  B^  bestimmt  in  Bezug  auf  J*." 

Wir  werden  nun  auf  das  Einfachste,  wie  schon  früher  in  Aussicht 
gestellt ,  einen  Zusammenhang  mit  dem  sogenannten  harmonischen  Kegel- 
schnitt* für  die  Kegelschnitte  B  und  F  erkennen. 

Es   sei  in  der  Figur  P  ein  Punkt,   gelegen  auf  B^   dessen   in  Bezug 
auf  F  gebildete  Polare  den  Kegelschnitt  B  berührt.     Man  kann  fragen, 
wie  die   Geraden  durch  P  gelegen  sind   (es  giebt  deren  im  Allgemeinen 
zwei) ,  für  welche  die  auf  ihnen  gelegenen  vier  Schnittpunkte  mit  B  und  F 
?ier  harmonische  Punkte  sind.     Offenbar  giebt  es  durch  F  nur  eine  Gerade 
Ton  solcher  Eigenschaft,  nSmlich  die  vom  Punkte  P  nach  dem  Berührungs- 
punkte Q  geführte  Gerade.     Wie    dieselbe  in  der  That  vier  harmonische 
Punkte   QBP8  aufweist  als  Schnittpunkte  mit  den  beiden  Kegelschnitten 
B  und  F^  ist  der  Figur  zu  entnehmen,  in  welcher  nach  der  Voraussetzung 
P  der  Pol  von  QT.    Ebenso  ist  aber  auch  der  Figur  zu  entnehmen,  dass 
nur  eine  solche  Gerade  durch  P  möglich  ist.     Denn  jede  Gerade  durch  P 
würde  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  F^  d.  h.  die  Gerade  QT^  ia  einem 
Pankte  Q'  so  treffen,   dass  Q'  mit  P  die  zwei  Schnittpunkte  der  Geraden 
mit  F  harmonisch  trennen  würde;  es  giebt  aber  nur  einen  solchen  Punkt  Q\ 
dass  er  zugleich  auf  der  Geraden  Q  T  und  auf  dem  Kegelschnitte  B  liegen 
könnte,  das  ist  eben  der  schon  benützte  Berührpunkt  Q.   Also  geht  durch  P 
nur  eine  Gerade  von  der  Eigenschaft,  dass  sie  B  und  F  in  yier  harmo- 
nischen  Punkten   trifft.     Demnach   ist   P  ein  Punkt  der  Enveloppe  jener 
Geraden,   welche  die  beiden  Kegelschnitte  B  und  F  in  vier  harmonischen 
Punkten  treffen ;  d.  h.  P  ist  in  der  That  ein  Punkt  des  ebengenannten  har- 
monischen Kegelschnittes  H  der  Kegelschnitte  B  und  F. 

So  sind  wir  in  der  That  ohne  jede  Bechnung  zu  dem  in  den  ersten 
Worten  der  Einleitung  erwähnten  Resultat  gelangt,  dass  der  harmonische 
K^elschnitt  H  in  Bezug  auf  ^  und  F  den  Burnside- Kegelschnitt  in  den 
vier  Punkten  trifft,  welche  die  Wurzelpunkte  der  Hesse'schen  Form  kenn- 
zeichnen. Aber  es  ist  bemerkenswerth ,  dass  nach  unserer  Ableitung 
der  Wurzelpunkte  der  Hesse'schen  Form  das  Heranziehen  jenes 
harmonischen  Kegelschnittes  ganz  entbehrlich  wäre. 

Vielleicht  mag  der  hier  eingeschlagene  Weg  zur  Ableitung  dieser  Be- 
ziehungen, abgesehen  von  seiner  Einfachheit,  auch  deswegen  Beachtung  yer- 


*  VergL  Salmon-Fiedler,  Kegeliohnitte,  Art.  864. 
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dienen ,  weil  als  Nebenresultat  die  geometrische  Deutung  des  zweiten  Polar- 
Systems  der  Formen  vierter  Ordnung  sich  ungezwungen  ergiebt. 

München,  Winter  1886.  Dr.  Fritz  Hopmann. 


XXI.  XTeber  den  Best  der  Beihe  fllr  arcsinx. 

Wenn  man  den  Mac-Laurin^schen  Satz  zur  Entwickelung  Yon 
f(x)  =  aresin X  benutzen  will,  so  kann  man  zwar  aus  /'(0)  =  0,  /^(0)  =  1 
und  mittels  der  Becursionsformel 

fik+2i  (^)  =  l2fc  + 1)  05  ^*+W(^)+£f<*)(x) 

1  —  Xt 

die  Coefficienten  der  Beihe  leicht  finden,  dagegen  verursacht  die  Discussion 
des  Restes  einige  Mtthe,  weil  der  independente  Ausdruck  von  /t"+*)(x) 
etwas  complicirt  ist.  Die  Sache  Iftsst  sich  aber  auf  folgende  Weise  ohne 
besondere  Weitläufigkeiten  erledigen. 

Bekanntlich  ist  /      1  1      \ 

\Vl+x  yi^x) 

und  darin  l(n)  1.3(ft), 

^o-A>    ^^--2fi-l'   ^«"(2fi-l)(2ii-3) 
_  1.3.5(fi)3 

^«- (2n-l)(2fi-3)(2fi-5)  ' 
Diese  Coefficienten  besitzen  (wie  die  Binomialcoefficienten)  die  Eigenschaft 

sie  bilden  demnach  eine  aus  zwei  symmetrischen  Hftlften  bestehende  Reihe. 
Anfang«  ist  l  =  Co>C.>(^>.... 

die  Coefficienten  nehmen  also  bis  zur  Mitte  der  Reihe  ab,  erreichen  dort 
ein  positives  Minimum,  das  bei  ungeraden  n  zweimal  vorkommt,  und  wach- 
sen dann  bis  (7,.s=l;  mit  Ausnahme  von  Oq  und  C«  sind  daher  alle  C 
positive  echte  Brüche.    Hieraus  erheüt,  dass  die  Reihe 

<'.-<'.^:+'i(^:)--+'-')-'^(fe)" 

von  a;3=0  bis  x-^l  eine  endliche  Summe  q>{x^n)  besitzt,  die  selbst  im 
Falle  fiaoo  endlich  bleibt  [nämlich  9>(^,  oo)  =  ^^(l  +  a;)];  es  ist  also 
/f«4-«/  N      1.3.5...  (2fi-l)    ,       , 

Fttr  den  Rest,  der  in  Mac  Laurin's  Reihe  auf  das  mit  x^  versehene 
Glied  folgt,  gilt  nun  die  von  mir  angegebene  Formel 
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worin  ^  einen  positiven  echten  Bruch  nnd  j?  eine  willkürliche  positive  Grösse 
bezeichnet;  man  hat  demnach  im  vorliegenden  Falle 

_1.3.5...(2n-l)   (l-^)"-p-fia;"H-t   q,{&x,n) 
^"■^''~    2.4.6  ...(2n)    •    p(l--^x)-+%     ' /TJ^^' 

wobei  man  gleich  bemerkt,  dass  p^=^^  die  zweckmässigste  Wahl  von  j?  ist, 
wodurch  entsteht 

_  1.3.5...(2n-l) /^-jd^Y+H  2/g.y(^fl;,n) 
^+'""     2.4. 6. ..(2w)    ll-W       '      ^1+^ 
Aus  dem  bekannten  Satze ,  dass  bei  unendlich  wachsenden  n  und  unter 
der  Bedingung  a  >  /5  >  0 

^(|3+l)(P+2)...(/?+n-l)  _  ^ 
^^«(«  +  l)(«+2) ...  (a  +  »-l)  ~ 

ist,  folgt  für  a  =  l,  /S  =  4 

1.3.6...  (2»-l)_ 

.-^     2.4.6. ..(2;Ö~"' 
und  da  alle   übrigen  in  i2n+i  vorkommenden  Factoren  endliche  Grössen 
bleiben,  so  lange  x  das  Intervall  von  0  bis  1  nicht  überschreitet,  so  ergiebt 
sich  unter  dieser  Voraussetzung  LmBn^\  =  0.  Sohlömiloh 


XXIL  Bestimmung  des  Ortes  and  der  Helligkeit  des  gebrochenen  Bildes 
eines  Punktes,  wenn  die  brechende  Fläche  eine  Ebene  ist 

(ffierzu  Taf.  V  Fig.  8  u.  9.) 

In  Lehrbüchern  findet  man  häufig  das  gebrochene  Bild  einer  Münze, 
welche  unter  Wasser  erblickt  wird,  so  dargestellt,  als  ob  dasselbe  ausser 
der  senkrechten  Erhebung  eine  seitliche  Yerrückung  vom  Auge  des  Be- 
t)bachters  weg  erfahren  hätte,  während  in  Wirklichkeit  das  Bild  nach  dem 
Auge  des  Beobachters  hin  gerückt  wird.  Es  soll  daher  im  Folgenden  eine 
einfiache  Bestimmung  der  Ortsverschiebung  gegeben  werden,  welche  das 
gebrochene  Bild  eines  Punktes  erleidet,  wenn  die  brechende  Fläche  eine 
Ebene  ist. 

Sei  also  (Fig.  8)  Ä  ein  leuchtender  Punkt,  der  sich  in  einem  stärker 
brechenden  Medium,  z.  B.  Wasser,  befindet,  ÄQ=^h  seine  Entfernung  von 
der  brechenden  Ebene  NN,  seien  femer  AB  und  ÄC  zwei  benachbarte 
Strahlen  mit  den  Einfallswinkeln  i  und  i  +  di^  seien  femer  FB  und  FC 
die  Bichtungen  der  zugehörigen  gebrochenen  Strahlen,  also  F  der  Durch- 
schnitt der  rückwärts  verlängerten,  so  lässt  sich  leicht  beweisen,  dass  der 
za  AB  gehörige  gebrochene  Strahl  von  allen  benachbarten  Strahlen  der- 
selben Ebene   in  demselben  Punkte  F  geschnitten   wird.     Es  ist  nämlich 
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G-B^htgi  und  da  BC  den  Zuwachs  von  G-B  darstellt,  wenn  •  in  i+di 
übergeht,  so  erhSlt  man,  wenn  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  yemach- 
Iftssigt  werden, 

Man  erhält  ferner  aus  dem  Dreieck  BCF 


BF ^sinjdO'-r  +  dr)  _  cos(r  +  dr)  ^ 
BC  8indr  ~"         dr 

2)  jj.^Mca»--mrdr)^. 

008*%. dr 

Bezeichnet  man   ferner   den  Brechungsexponenten  für  den  üebergang 

des  Lichtes   aus   der  Luft  in  das  stärker  brechende  Medium  mit  n,  so  ist 

.    .       -       nco$idi 

smr  =  n9tn%t     dr^ — = • 

dr 

Eliminirt  mau  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  den  Buchstaben  r  aus  2),  so 

^^""^  _  _      Ä (1  -  fi«  «fi«t  -  n»  «n»  cosi  di) 

nco^t 
Vemachlftssigen  wir  im  Ztthler  das  kleine  Glied  von  der  Ordnung  di,  so 
wird  JBJP  für  den  Durchschnitt  aller  Strahlen,   welche  dem  Interrall  yon 
t  — di  bis  i  +  di  entsprechen,  gleich  gross.     Es  wird  also  ^ 

3)  jj,^Mi-«y<). 

Ein  Auge,  welches  diesen  kleinen  Strahlenbttschel  aufflbügt,  wird  also 
das  gebrochene  Bild  des  Punktes  ^  in  JP  erblicken. 

Es  soll  nun  untersucht  werden,  wie  weit  das  Bild  des  Punktes  A  durch 
die  Brechung  gehoben  wird.  Bezeichnet  man  das  Loth  FH  mit  h\  so  findet 
man  h'^^BF.cosr  und  daraus 

h'^  (l-n»gin»i)V«^  {l-(n«-l)<jy«i}V« 

h  ncos^i  n 

K 
Lassen  wir  zunächst  t  constant  und  betrachten  -z-  nur  als  Function 

n 

von  fi,  so  ßrgiebt  die  Differentiation  des  ersten  Ausdruckes  nach  n 

^\h)  ^      j/i''n*8inU{2n^sinH+l) 
dn  »*  oos^i 

Da  das  Zeichen  der  Quadrat¥nirzel,  wie  aus  4)  hervorgeht,  nur  posiÜT 

genommen  werden  kann,  so  ist  obiger  Ausdruck  stets  negativ,  d.  h.  -r  ^^ 

eine  mit  wachsendem  n  abnehmende  Function.     Da  nun  für  ii=l   -r^ 

wird,    so  muss   fUralle  Werthe  von  »,   welche   >1    sind,   y^^  ^^ 


4) 
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Daraas  ergiebt  sich  der  Satz,  dass  in  jeder  Richtung  das  gebrochene  Bild 
eines  Punktes  in  einem  stärker  brechenden  Mittel  gehoben  erscheint  nnd 
zwar  um  so  mehr,  je  stärker  brechend  das  Mittel  ist. 

Setzt  man  femer  n  =  const.  und  betrachtet  -z-  nur  als  Function  yon  f , 

n 

80  lässt  der  zweite  Ausdruck  in  4)  erkennen ,  dass  F{i)  mit  wachsendem  i 

stetig  abnimmt. 

h'       1 
Für   i  =  0   wird   —t=—   und   für  den   Grenzwerth  von   ♦,    d.  h.  für 
h       n 

nsini=l,   wird   —  =  0,     Daraus  ergiebt  sich  der  Satz:   Das  Bild  eines 

Gegenstandes  in  einem  stärker  brechenden  Mittel  erscheint  um  so  höher,  in 
je  schieferer  Richtung  es  erblickt  wird,  bis  es  im  Grenzfalle,  wo  der  Blick 
parallel  der  brechenden  Ebene  gerichtet  ist,  in  der  Grenzfläche  erscheint. 
Befindet  sich  das  Auge  senkrecht  über  dem  Gegenstande,  so  erblickt  es  den- 
selben in  —  tel  der  Höhe,  also  beim  Wasser  z.  B.  in  drei  Viertel  der  Höhe, 
w 

Es  soll  nun  noch  die  seitliche  Verschiebung  des  Bildes ,  also  die  Länge 
GH  gemessen  werden.  Da  GB  =  htgi  und  HBs=iBFsinr,  so  findet  man 
nach  einigen  Umformungen  die  seitliche  Verschiebung 

5)  ejJ=Ä(w«-l)f/i. 

Da  dieser  Ausdruck  für  die  gemachte  Voraussetzung  n  ^  1  stets  positiv  ist, 
80  ergiebt  sich  hieraus,  dass  das  gebrochene  Bild  eines  Punktes  in  seitlicher 
Richtung  stets  nach  dem  blickenden  Auge  zu  gerückt  erscheint.  Die  Grösse 
dieser  seitlichen  Verschiebung  ist  nach  5)  zunächst  proportional  der  Tiefe 
des  leuchtenden  Punktes  unter  der  brechenden  Ebene,  sie  ist  femer  bei  der- 
selben Blickrichtung  um  so  grösser,  je  grösser  n  ist;  endlich  wächst  sie  bei 
demselben  brechenden  Mittel  mit  wachsendem  i.  Bei  senkrechtem  Blick  auf 
die  brechende  Fläche  ist  sie  gleich  Null.     Für  den  Grenzwerth  von  i  erhält 

man  als  Grösse  der  seitlichen  Verschiebung  den  Werth     ,  •    In  diesem 

Falle  wird  BF  in  Gleichung  3)  gleich  Null,  d.  h.  das  Bild  erscheint  da, 
wo  die  Grenzstrahlen  die  brechende  Ebene  treffen. 

um  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  JP,  wo  das  Bild  des  Punktes  Ä 
erscheint,  in  rechtwinkligen  Coordinaten  darzustellen,  nehmen  wir  den  Fuss* 
punkt  G  des  von  Ä  geföllten  Lothes  (Fig.  8)  als  Coordinatenanfangspunkt, 
die  Richtung  QÄ  als  positive  Z-Axe,  GB  nls  positive  J-Axe.  Dann  sind 
die  Coordinaten  des  Punktes  F  gleich  x^FH  und  y^GH  und  man  hat 
also  aus  4)  und  5) 

Die  Elimination  von  tgi  aus  diesen  Gleichungen  ergiebt 
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Diese  Gleichung  stellt  bekanntlich  die  Evolute  einer  Ellipse  dar,  deren  Axen 
mit  den  gewählten  Coordinatenaxen  zusammenfallen  und  deren  Halbaxen  a 

und  b  gleich  nh  und  ä/«*  — 1  sind.     Da  — =l/l ^y  also  stets  <1 

ist,  so  ist  nh  die  grosse  Halbaxe  dieser  Ellipse;  da  ferner  die  lineare  Ex- 
centricität  derselben  «=Ä  ist,  so  ist  der  leuchtende  Punkt ^ ein  Brennpunkt 
der  Ellipse,  deren  Evolute  die  Bildlinie  ist.  Diese  Evolute  kehrt  der 
X-Axe  die  convexe  Seite  zu  und  wird  von  den  Coordinatenaxen  in  den 
Punkten  berührt,  welche  von  dem  Coordinatenanfangspunkte  die  Entfer- 
nungen —  und     ,  haben. 

Es  Iftsst  sich  leicht  die  interessante  Bemerkung  machen ,  dass  für  jeden 
Punkt  der  Bildlinie  die  Blickrichtung,  in  welcher  dieser  Punkt  gesehen 
wird,  mit  der  Tangente  in  diesem  Punkte  zusammenföllt.  Denn  aus  7) 
findet  man  «  ^ — -—     •  ,— 

Das  ist  die  Tangente  des  Winkels,  welchen  die  Berührungslinie  mit  der 
Richtung  QA  einschliesst.  Nennt  man  daher  den  Winkel,  den  dieselbe 
Linie  mit  der  Richtung  AQ  einschliesst,  o,  so  erhält  man 

d.h.  es  ist  a^=^T\  r  ist  aber  der  Winkel,  welchen  die  Blickrichtung,  in 
welcher  der  betrachtete  Punkt  gesehen  wird,  mit  der  Richtung  AG  ein- 
schliesst, womit  die  obige  Behauptung  bewiesen  ist  Die  Tangenten  der 
Evolute  sind  aber  Normalen  der  zugehörigen  Ellipse.  Denkt  man  sich  die 
Evolute  mit  ihrer  zugehörigen  Ellipse  um  die  X-Axe  rotirend,  so  entsteht 
ein  Rotationsellipsoid,  welches  einen  Brennpunkt  im  leuchtenden  Punkte i 
hat.  Dieses  Rotationsellipsoid  hat  nach  dem  Vorhergehenden  die  Bedeutung} 
dass  das  Auge  des  Beobachters  überall,  wenn  es  das  Bild  des  Punktes  A 
sehen  will,  seinen  Blick  senkrecht  gegen  die  Fläche  des  Ellipsoids  richten  muss. 
Es  soll  nun  noch  untersucht  werden,  wie  die  Helligkeit  des  gebrochenen 
Bildes  von  der  Blickrichtung  abhängig  ist.  Die  Strahlen  zwischen  AB  und 
AC  (Fig.  9)  sollen  dem  Intervall  i^di  bis  i  +  ^i  entsprechen;  nach  der 
Brechung  schneiden  sich  dieselben  in  F.  Lässt  man  diese  Figur  um  das 
von  A  auf  die  brechende  Ebene  gef&llte  Loth  rotiren,  so  erkennt  man,  dass 
die  zwischen  den  Kegelmänteln,  welche  den  halben  Oe£fhungen  i  —  di  und 
i  +  di  entsprechen,  befindlichen  Lichtstrahlen  nach  der  Brechung  sich  in 
dem  Kreise  schneiden,  welchen  der  Punkt  F  um  das  Loth  AM  beschreibt 
Betrachtet  man  das  von  A  ausgehende  Strahlenbüschel,  welches  durch  eine 
Rotation  dq>  entsteht,  so  ist  dasselbe  von  der  Form  einer  Pyramide  mit 
einer  rechtwinkligen  Grundfläche,  welche  durch  BCDE  dargestellt  sein  mag. 
Nach  der  Brechung  befinden  sich  die  rückwärts  verlängerten  Strahlen  in  dem 
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prismatischen  Banme  BODEFK.  Es  ist  aber  FK=^h{n^'-l)ts^id<p, 
also  von  der  Ordnung  dq>j  und  wir  können  daher  fOr  dieses  Strahlen- 
bflschel,  welches  in  das  Auge  tritt,  annShemd  annehmen,  dass  alle  Strah- 
len von  demselben  Punkte  kommen.  In  beiden  Büscheln  gehen  durch  die 
FlSche  BCDE  gleichviel  Strahlen,  um  nun  die  Dichtigkeit  der  Strahlen 
in  beiden  Büscheln  zu  vergleichen ,  setzen  wir  die  Dichtigkeit  in  der  Fläche 
BCDE=  1.     Es  ist  aber  in  dem  Büschel  A  em  zu  AB  in  der  Entfernung  1 

von  der  Spitze  senkrecht  gelegter  ebener  Schnitt  von  der  Orösse  j^ — 

AB^ 

BCDE.co^i       .'  ...    ...  ,  ^.  ,    .^        .  ,  T.  ,  _x     .     ^.    ™ 

= 7j •  Also,  da  die  Dichtigkeiten  sich  umgekehrt  wie  die  Flä- 
chen verhalten,  erhalte  ich,  wenn  mit  8  die  Dichtigkeit  des  Büschels  A 
bezeichnet  wird,  _, 

6  = 

cos^i 

Ebenso  erhalte  ich  für  das  gebrochene  Büschel  den  Durchschnitt  senkrecht 
zu  FB  =  BCDE,cosr  und  in  der  Entfernung  1  von  der  Kante  FK 
^BCDE.cosr/FB^^BCDE.n^cosfii/h^co^r.  Bezeichnet  man  daher 
die  Dichtigkeit  dieses  Büschels  mit  8\  so  erhält  man 

Daraus  ergiebt  sich  endlich 

Dieser  Quotient  stellt  das  Yerhältniss  der  Helligkeit  des  gebrochenen  Bildes 
und  des  leuchtenden  Punktes  dar,  wenn  von  der  Absorption  im  brechenden 
Mittel  und  von  dem  Umstände  abgesehen  wird,  dass  nur  ein  Theil  des  von 
A  kommenden  Lichtbüschels  aus  der  brechenden  Fläche  austritt     Für  den 

Grenzfall  erhalte  ich  --  =0,  für  senkrechten  Blick  aber  -s»  also  für  Wasser 
^.  Da  im  letztem  Falle  nur  ein  sehr  kleiner  Theil  reflectirt  wird,  so 
stellen  die  Werthe  0  und  -^  annähernd,  der  erste  sogar  genau,  die  6renz- 
werthe  der  Helligkeit  dar.  W.  Saltzmakn, 

ObexL  »m  Gymn.  in  Nea-Buppin« 


XXm  Beweis  einiger  Lehrsätze  von  Jakob  Steiner. 

Auf  S.  667  der  Gesammelte»  Werke  Jakob  Steiner's  (Grelle, 
Bd.  55)  finden  sich  unter  II  die  Sätze  1  bis  5  ohne  Beweise  mitgetheilt. 
Was  Steiner  in  Nr.  5  von  dem  Kegelschnitt  und  den  Kreisen  behauptet, 
behalte  ich  mir  vor,  bei  einer  geeigneteren  Gelegenheit  zu  beweisen,  weil 
dazu  gewisse  besondere  Betrachtungen  nöthig  sind,   was  Steiner  selbst 
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aach  andeutet.  Der  Best  von  Nr.  5  ist  sehr  bekannt.  Die  Nummern  3 
und  4  sind  nur  Folgerungen  aus  2,  daher  will  ich  hier  nur  die  Nmxunem 
1  und  2  beweisen,  denn  sie  enthalten  die  Hauptsachen  der  ganzen  Ab- 
handlung n. 

Die  Stttze  lauten  folgendennassen: 

„l.  Sind  in  gleicher  Ebene  irgend  zwei  Ourven,  die  eine 
vom  p**",  die  andere  vom  ^♦•°  Grade,  in  fester -Lage  gegeben, 
und  bewegen  sich  die  Endpunkte  einer  constanten  Strecke  al 
einer  Geraden  8  beziehlich  in  denselben,  so  umhüllt  die  Ge- 
rade eine  Curve  4pq*^'  Classe,  welche  die  im  Unendlichen 
liegende  Gerade  0«  zur  2p9-fachen  Tangente  hat. 

2.  Bewegen  sich  die  Endpunkte  der  constanten  Strecke  ah 
in  einer  festen  Curve  «*•"*  Grades  C",  so  umhüllt  die  Gerade  S 
eine  Curve  2fi(»  — !)*•'  Classe,  welche  die  gegebene  Curve  in 
jedem  ihrer  im  Unendlichen  liegenden  n  Punkte  vierpunktig 
berührt,  und  welche  die  Gerade  &ao  zur  n(fir-l)-fachen  Tan- 
gente hat.  Demzufolge  giebt  es  in  der  gegebenen  Curve  nach  jeder  be- 
stimmten Richtung  nur  je  f>(n  — 1)  Sehnen  von  irgend  einer  gegebenen 
L&nge  ah.  Die  Mitten  solcher  f>(n  — 1)  gleichen  und  parallelen 
Sehnen  liegen  allemal  in  irgend  einer  Curve  (n  — l)^*"^  Grades, 
und  in  gleichen  Curven  liegen  auch  die  nach  gleicher  Seite  hin  liegenden 
Endpunkte  der  Sehnen.'' 

Beweis, 

1.  Ich  bezeichne  die  beiden  festen  Curven  durch  C^  und  C?.  Um  zu 
erfahren,  von  welcher  Classe  die  Enveloppe  der  Geraden  8  ist,  beetinune 
ich  die  Anzahl  ihrer  Tangenten,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  $ 
der  Ebene  gehen.  Indem  ich  nun  den  Pimkt  $  in  einer  beliebigen  Lage 
festhalte,  werde  ich  eine  der  beiden  Curven,  z.  B.  C^  transformiren,  und 
zwar  folgendermassen :  Zunächst  beschreibe  ich  um  jeden  Punkt  c  der  Gmre 
Cf  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  @  vom  Radius  ah.  Nun  trifft  jeder  Strahl 
8  des  Punktes  $  die  Curve  Cp  in  p  Punkten  q,  Cg,  ...,  c^,  welche  die 
Mittelpimkte  von  ebensovielen  Kreisen  (S^,  6g,  ...,  (S,p  sind.  Die  Schnitt- 
punktpaare dieser  Kreise  mit  dem  Strahl  8  mögen  yj,  /ij  y«»  /g;  •..;  yp,  7p 
heissen.  Dann  behaupte  ich,  dass,  während  s  sich  um  $  dreht,  die  Schnitt- 
punkte y  eine  Curve  C^^  von  der  Ordnung  4p  durchlaufen« 

In  der  That,  auf  jedem  Strahle  8  liegen  2p  Punkte  y,  und  ausserdem 
ist  $  ein  2p-fiEU)her  Punkt  des  Ortes  der  Punkte  y.  Denn  beschreibe  ich 
um  $  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  vom  Radius  a&,  so  trifft  derselbe  die 
Curve  C^  in  2p  Punkten  c,  welche  die  Mittelpunkte  von  2p  Kreisen  (S  sind. 
Die  Strahlen  8,  welche  nach  diesen  Mittelpunkten  laufen,  treffen  die  2p 
Kreise  6  unter  Anderem  sämmtlich  in  g$,  also  ist  dies  ein  2p-facher  Pimkt 
der  erhaltenen  Curve,  welche  somit  von  der  Ordnung  4p  ist 
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Man  kann  aber  anch  leicht  nachweisen,  dass  eine  beliebige  Gerade  g 
den  Ort  der  Punkte  ^  in  4  p  Punkten  schneidet  Ich  denke  nair  nämlich 
die  Gerade  g  in  derselben  Weise  transformirt  wie  die  Gorve  G^.  Dann 
erhalte  ich  bekanntlich  die  Conchoide  des  Nikomedes,  welche  von  der 
yierten  Ordnung  ist«  Diese  Conchoide  trifft  die  Cnrve  C^  in  4p  Punkten  c, 
deren  Verbindungslinien  mit  $  die  Gerade  g  offenbar  in  den  4p  Punkten 
schneiden,  welche  sie  mit  dem  Orte  der  Punkte  y  gemein  hat.  Also  ist 
dieser  Ort  eine  Cur?e  4p**'  Ordnung  C^^. 

[Anmerkung.  Es  ist  leicht,  die  Gleichung  der  Ourve  C^^  anzugeben. 
Nimmt  man  $  zum  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Cooxdinatensjstems, 
so  möge 

1)  ^,(«,y)  =  o 

die  Gleichung  der  Curve  C^  sein«  Bezeichne  ich  jetzt  die  constante  Strecke 
ah  durch  r  und  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  von  C  durch 
flf,  j9,  so  stellt  die  Gleichung 

2)  («-.„)»+ (y-(S)2=,H 

einen  der  Kreise  S  dar,  und  lege  ich  den  Grössen  o,  ß  alle  Werthepaare 
bei,  welche  die  Gleichung  1)  erf Ollen,  so  stellt  2)  nacheinander  alle  Kreise 
6  dar.  Die  Gleichimg  des  Strahles  «,  welcher  yon  $ß  nach  dem  Mittel« 
punkte  eines  Kreises  S  geht,  lautet: 

3)  /J«  — «y«=0« 

Eliminire  ich  aus  den  Gleichungen  2),  3)  und  aus  /p(a,/3)=aO  die  Grössen 
«r,  j?,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Ourye  C^'*«] 

Nun  schneidet  C^^  die  Gurre  0^  in  4p  ^  Punkten  d.  Deren  Verbin- 
dungslinien mit  $  sind  die  Tangenten,  welche  sich  von  $  aus  an  die  En- 
veloppe  der  Geraden  8  ziehen  lassen.  Denn  ein  Strahl  $d  =  tf  trifft  die 
Curve  (7^  in  p  Punkten,  von  denen  einer  um  die  Strecke  ah  yon  d  ent- 
fernt ist.  Also  ist  $d  eine  Tangente  8  der  gesuchten  Enveloppe,  welche 
somit  von  der  Classe  4cpq  ist  und  durch  Gi^f  bezeichnet  werden  möge, 
(Offenbar  h&tte  man  anstatt  der  Gurre  C^  auch  die  Gurre  C*  transformiren 
können,  ohne  das  Resultat  zu  ändern.) 

Es  erübrigt  nun  noch,  den  zweiten  Theil  des  Satzes  Nr.  1  yon  Steiner 
zu  beweisen,  demzufolge  die  Q^  eine  2|>g- fache  Tangente  der  Curye  CSipf  Min 
soll.  Dies  ist  erwiesen,  sobald  es  feststeht,  dass  yon  jedem  Punkte  $a>  der 
Gqo  nnr  2p ^  im  Endlichen  befindliche  Tangenten  an  die  Curye  Cipq  gehen. 
Modificiren  wir  also  unsere  obige  Transformation  fttr  den  Fall,  dass  $  im 
unendlichen  liegt,  so  werden  alle  Strahlen  8  dieses  Punktes  parallel,  und 
durch  die  Transformation  yon  C  ergeben  sich  zwei  Curyen  0^\  0^'\  welche 
man  auch  erhfilt,  wenn  man  C^  auf  einem  Strahle  b  in  beiderlei  Sinne  je 
um  die  Strecke  ah  parallel  mit  sich  selbst  yersohiebi  Die  Mhere  Curye 
C^v  wird  also  jetzt  yertreten  durch  die  beiden  Curyen  G^^  0^'\  welche  mit 
&  oongrnent  sind«  Mithin  sind  C^^  C^'  auch  yon  der  Ordnung  p  und 
treffen  C9  zusammen  in  2p^  Punkten,  deren  Verbindungslinien  mit  ^  die 
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Tangenten  sind,  welche  von  diesem  Punkte  aus  an  die  Enveloppe  der  Ge- 
raden 8  gezogen  werden  können.  Daher  ist,  wie  Steiner  behauptet,  die 
&QP  eine  2p q- fache  Tangente  der  Curve  ^4^^. 

2.  Bewegen  sich  die  beiden  Endpunkte  der  constanten  Strecke  ah  in 
einer  festen  Curve  n^'  Ordnung  C",  so  ist  die  Transformation  dieser  Curre 
nach  dem  vorigen  Paragraphen  für  einen  beliebigen  Punkt  $  ei&e  Cnrre 
4fi*"  Ordnung  0*".  Dieselbe  hat  mit  der  gegebenen  Curve  0"  offenbar 
dieselben  Asymptoten  und  berührt  dieselben  je  vierpunktig  im  unendlichen. 
Dies  folgt  direct  aus  der  Transformation  mittels  der  Kreise  6.  N&mlich 
jedem  der  beiden  Zweige  der  Curve  C7",  welche  sich  einer  Asymptote  t  dieser 
Curve  ins  unendliche  nähern,  entsprechen  zufolge  der  Transformation  zwei 
Zweige,  welche  sich  derselben  Asymptote  ins  unendliche  nähern.  Also 
hat  C*«  etc. 

Aendere  ich  nun  in  der  Ebene  die  Lage  des  Punktes  $,  so  hat  die 
Curve  O^**,  welche  sich  jedesmal  ergiebt,  ausser  4n(f>  — 1)  im  Endlichen 
liegenden  Punkten  mit  0"  stets  jene  4n  im  unendlichen  befindlichen  Punkte 
gemein ,  welche  fest  bleiben ,  wenn  $  sich  auch  verschiebt.  Diese  4n  Punkte 
auf  der  Q^  kommen,  als  total  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  $, 
unter  den  4tn*  Schnittpunkten  von  C"  und  C^",  die  zur  Bestimmung  der 
Tangenten  8  dienen,  welche  durch  $  gehen,  gar  nicht  in  Betracht  Desn 
wollte  man  sie  berücksichtigen,  so  würde  man  alsbald  auf  die  Absurdität 
gerathen,  dass  jede  Gerade,  die  nach  einem  der  Pimkte  geht,  welche  G* 
mit  der  &«  gemein  hat,  eine  Tangente  der  Enveloppe  von  8  sei. 

Es  bleiben  daher  für  die  Bestimmung  der  Classe  der  Enveloppe  von  8 
nur  die  im  Endlichen  befindlichen  4f»(f»--l)  Schnittpunkte  von  C"  und  C^' 
zur  Beachtung  übrig.  Es  ergiebt  sich  nun  aus  der  Transforma- 
tion mittels  der  Kreise  (S  augenblicklich,  dass  diese  4n(n''l) 
Punkte  paarweise  auf  2fi(n— 1)  Strahlen  von  $  vertheilt  lie- 
gen. Denn  ist  y  ein  Schnittpunkt  von  O*  und  0^",  so  liegt  auf  dem 
Strahle  $7^  im  Abstände  ah  von  y  (in  der  einen  oder  andern  Richtung) 
ein  Punkt  c  von  C".  Ist  nun  y  ein  bei  der  Transformation  dem  c  ent- 
sprechender Punkt  von  C^",  so  ist  bei  der  Transformation  des  Punktes  y 
(der  nun  als  C7"  angehörig  betrachtet  wird)  c  ein  entsprechender  Punkt  von 
C7^",  d.  h.  die  Curven  C"  und  0^"  schneiden  sich  in  den  beiden  Punkten 
c  imd  y  des  Strahles  ^y.  Mithin  sind  die  4«» (n—  1)  Schnittpunkte  von  C 
und  (7^**  allerdings  paarweise  auf  Strahlen  des  Punktes  $  vertheilt,  und  es 
lassen  sich  daher  von  $  an  die  Enveloppe  der  Geraden  8  nur  2^(^  —  1) 
Tangenten  ziehen;   diese  Enveloppe  ist  also  eine  Curve  2n(n— 1)**'  Classe 

Dass  diese  Curve  die  C"  in  jedem  ihrer  auf  der  &«  liegenden  n  Punkte 
vierpunktig  berührt,  leuchtet  ohne  Weiteres  ein,  und  dass  die  ff«  eine 
n(f>—l)- fache  Tangente  der  Cinin-^i)  ist,  ergiebt  sich  ganz  ähnlich  wie  im 
vorigen  Paragraphen  der  Beweis,  dass  die  G^  eine  2|7g- fache  Tangente  der 
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Cipq  ist,  indem  man  $  auf  die  G-^  verlegt.  Transformirt  man  nSmlich  für 
diese  Lage  von  $  die  C,  so  ergiebt  sich  eine  Cnrve  von  der  Ordnung  2n, 
welche  ans  zwei  mit  C^  congmenten  Cnnren  C"'  und  C""  besteht.  Diese 
beiden  Curven  erhält  man  auch,  wenn  man  C  in  beiderlei  Sinne  je  um  die 
Strecke  a  h  parallel  auf  einem  Strahle  des  Punktes  $00  verschiebt.  Da  die  drei 
Cnnren  C",  C"',  C""  also  in  ähnlicher  Lage  und  congruent  sind,  so  gehen 
sie  durch  dieselben  n  Punkte  der  &«,  und  hieraus  folgt,  dass  die  n(n  — 1) 
Schnittpunkte  y\^  y\^  ...,  /„(«_i)  von  C"  und  C',  welche  sich  im  End- 
lichen befinden,  und  ebenso  die  ^(n  — 1)  im  Endlichen  enthaltenen  Schnitt- 
punkte /'j,  y"j,  ...,  /'«(»-D  von  C"  und  C»"  je  auf  einer  Curve  (n  — !)*•' 
Ordnung  C<"-^>' und  C<*— ^>"  liegen,  welche  beide  Curven  ähnlich  gelegen 
und  congruent  sind. 

Aus  denselben  Gründen  wie  oben  folgt  nun,  dass  allein  die  im  End- 
lichen befindlichen  2fi(«  — 1)  Schnittpunkte  /  und  y"  von  C"  mit  C"'  und 
C""  für  die  Bestimmung  der  Tangenten  8  in  Betracht  kommen ,  welche  von 
$»  aus  an  die  Enveloppe  gehen,  und  dass  die  2n(n~l)  Schnittpunkte  / 
und  /'  zu  je  zweien  auf  n{n  —  V)  Strahlen  von  %  vertheilt  sind,  d.h.  es 
gehen  von  $«  nur  n(n  — 1)  Tangenten  an  die  Enveloppe  der  Geraden  8\ 
diese  Enveloppe  hat  also  die  Gt^  zur  f>(n  —  l)- fachen  Tangente  und  ist  von 
der  2  n  (»-!)*«  Classe. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  auf  einem  Strahle  ^  von  $«  die 
Schnittpunkte  yi  und  y'i  von  C"  mit  C"'  und  C*"  liegen,  so  dass  also 
/{/'{ =  a&.  Die  Mitte  von  yiy\  heisse  ^\,  Dann  ist  es  klar,  dass  die 
Punkte  /  und  y"  auf  verschiedenen  Seilen  von  den  Mitten  \l  liegen,  und 
zwar  z.  B.  die  Punkte  /  alle  links  von  fi  und  die  Punkte  /'  alle  rechts 
von  fi,  denn  die  Punkte  /  können  mit  den  Punkten  y'  durch  parallele 
Verschiebung  um  die  Strecke  ab  zur  Deckung  gebracht  werden.  Daraus 
fol^t  aber,  dass  die  Mitten  \k  auch  mit  den  Punkten  /  und  /'  zur  Deckung 
gebracht  werden  können ,  indem  man  sie  auf  den  durch  sie  gehenden  Strahlen 

von  $00  nach  links  oder  nach  rechts  um  die  Strecke  -^  verschiebt.     Daher 

liegen  die  Mitten  ^  der  parallelen  und  gleichen  Sehnen  der  Curve  C  auch 
auf  einer  Curve  (n  — 1)^'  Ordnung,  welche  congruent  und  in  ähnlicher  Lage 
ist  mit  den  Curven  Gt"""^^',  G^"~^^",  auf  welchen  die  Endpunkte  der  paral- 
lelen und  gleichen  Sehnen  sich  befinden. 

Steiner  hätte  auch  allgemeiner  sagen  können:  Trägt  man  auf  den 
gleichen  und  parallelen  Sehnen  der  Curve  C"  von  den  Mitten  aus  eine  con- 
stante  Strecke  ä  nach  links  oder  rechts  ab,  so  liegen  die  fi(n  — 1)  End- 
punkte dieser  Strecken  auch  auf  einer  Curve  (»  —  !)*"  Ordnung,  welche 
congruent  und  in  ähnlicher  Lage  ist  mit  der  Curve  (n—l)***  Ordnung,  auf 
der  die  Mitten  der  gleichen  und  parallelen  Sehnen  liegen. 

Danzig,  September  1887.  H.  E.  M.  0.  Ztmhermank. 
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XXIV.   Zur  Lehre  von  den  unter  onbestinunter  Form  ersohemenden 

Ansdrücken. 

Wenn  v  =  — V-r   für  «  =  a  unter  der  Form  4  erscheint  und  wenn  fftr 

denselben  Werth  von  x  der  Differentialquotient  —   bestimmt  werden  soll, 

80  ist  dies  insofern  unbequem,  als  derselbe  sieb  zunSchst  ebenfalls  in  nn- 
bestimmter  Form  darstellt.  Nachfolgende  Methode  dient  zur  Abkürzung  der 
zu  seiner  endgiltigen  Bestimmung  erforderlichen  Rechnung.  Dabei  wird 
vorausgesetzt,  dass  der  wahre  Werth  von  Va  (d.  h.  i;  fOr  Xf=a)  nicht  unead- 

in  welchem  Falle  auch  t;'«,  d.  h.  —  ffüa  x^a^  fllr  jedes  end- 
liche a  unendlich  würde).     Sind  also  n  Differentiationen  des  Z&hlers  und 

des  Nenners  erforderlich,  am  den  wahren  Werth  von  Va  zu  finden,  so  soll 
jedenfalls  qS^^a  von  0  verschieden  sein,  während  f^'^a  einen  beliebigen 
endlichen  Werth  einschliesslich  der  Null  haben  kann. 

Sei  zunftchst  f>=l,  also  q/a  von  0  verschieden,  so  ist: 

1)  Va  =  -r- 

q>a 

und  allgemein: 

2)  ^.^f:x^vyx 

oder: 


(pX['-7-  —  v} 

o)  V  = 


<p{x) 

Dieser   Ausdruck   erscheint  für  a;  =  a   wegen    1)   in   unbestimmter  Form, 
also  ist:  * 


daher: 


*  ^'--(.-.(S)). 


Ist  weiter  n  =  2,   also   ^(a)  =  /"(a)  =  0,   g)(ö)  =  9'(o)  =  0,   ^\a)  von  0 
verschieden,  so  ist: 

5)  Va  =  —77- 

q>  a 
und  v'ai  welches  in  der  Form  der  Gleichung  2)  xmbestimmt  erscheint: 

^{f'x  —  V  ip'x)  —  V  (px\ 


.'.-(^ 


(^X 

also: 
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^^  ^^-  =  1        a>'x        ja' 


f'x  —  V  <p' V 
tp'x 
d.  i.  wieder,  da  g/'a  von  0  verschieden  ist 


IM?.-')] 

\  V'X  Ja 


also  wegen  S)  =^^  und  daher  (wie  oben) : 
folglich : 


3- =(/(-)) 

\dx\q>  X/  fa 


Ist  n=3,  sind  also  noch  f'a  und  g^^a  gleich  der  Null,  so  muss  man  von 
der  Gleichung  6)  weiter  gehen  und  gelangt  auf  diese  Weise  unschwer  zu 
folgendem  allgemeinen  Resultat: 
Wenn: 

-   9)(a)  =  g)a=  ..  =  (p<'»-*>a  =  0,     g)<«>a>0, 

/•(a)=/"a  =  ..-  =  /'<»-'>a  =  0,    /^")a^0, 
und  wenn: 

g)<»)(«) 
gesetzt  wird,  so  ist:  ' 

Es  kann  vorkommen ,  dass  von  Anfang  an  oder  während  der  Rechnung 
ein  Factor  u  sich  aussondern  Iftsst,  der  für  a;  =  a  in  bestimmter  Form 
erscheint.  Dadurch  vereinfacht  sich  die  Operation.  Gleschehe  dies  etwa 
nach  der  V^  Difforentiation ,  sei  also: 

^  <f^^>x  (S>{x)' 

wobei  h  auch  gleich  Null  sein  kann  und  wobei  der  Fall  nicht  ausgeschlossen 

mx 

werden  soll,  dass     ...     durch  Aufhebung   eines  gemeinsamen  Factors  in 

ZBhler  und  Nenner  bereits  fUr  a?s=.a  in  völlig  bestinmiter  Form  erscheine, 
dass  also  der  Factor  von  u  in  8)  gleich  der  Einheit  sei;  nur  muss  die 
Anzahl  der  vorgeschriebenen  Differentiationen  (n)  so  geztthlt 
werden,  als  ob  kein  Factor  fortgehoben  wttre« 

Da  noch  n^h  Differentiationen  fehlen,  um  —^  (wie  es  in  semer  ur- 

sprttnglichen  Form  erscheint)  in  seinen  wahren  Werth  .^^  (für  x^=ia) 
überznfQhren,  so  ist  bei  zweimaliger  Anwendung  von  7): 

(-+"(Ä(^)).-a(3.-^-=<"-'>''- 

Digitized  by  VjOOQIC 


380  Kleinere  Mittheilnngen. 

Andererseits  giebi  die  DifEerentiation  von  8)  allgemein: 

dx\q,<-'')x)         ilf(xy     dx\<t>{x))' 
folglich  ist: 

l<-+')'-.=(-+'-){---0.+-(r.(fi)).] 

9)      <  und: 

)  (^^^)\ 

TP  (t\ 
wobei  die  unbestimmt  erscheinende  Function  ^^tt-t»  wennttber- 

(l>{x) 

haupt  vorhanden,  nebst  ihrem  Differentialquotienten   wieder 

nach  den  Gleichungen  7)  zu  behandeln  ist 

1.  Beispiel.*     Sei: 

""-         (e*«l)3         5 
wie  gross  sind  v  und  v   für  «=0? 

Die  Anzahl  der  Differentiationen  ist:  n=3.     Nun  ist  zuerst: 

''«~V3c(c--l)«/o' 
also: 

Dann  folgt  nach  7)  mit  n  =  2: 

und  dann  nach  9),  worin  n  +  l  — ^  =  3  z^^  setzen  ist: 

4f'o  =  3(-i-T»j),    r'o i,    t>o  =  f 

2.  Beispiel.     Es   sollen  i;  =  — ^ ^^  und  t;'  ftlr  «=2   be- 

stimmt  werden. 

Hier  ist  n  =  2,  ferner: 

und  somit  nach  9): 

v  j  =  4^  -  2m'8  =  f  c*,     Vg  =  2e*. 

Die  Methode  lässt  sich  ebenfalls  anwenden,  wenn  eine  Function  zweier 
Variabelen,  zwischen  denen  eine  Gleichung  besteht,  für  gewisse  zusammen- 
gehörige Werthe  derselben  unter  der  Form  ^  erscheint;  desgleichen  er- 
leichtert sie  öfters  die  Rechnung,  wenn  für  diejenige  Stelle  einer  Gurre, 
an  welcher  der  Differentialquotient  in  der  Form  ^  sich  darstellt,  der  ErOm- 

*  Aus  dem  Uebangsbuch  (für  DifferentialrechnuDg)  des  Herrn  Geh.  Rath 
Schlömilch  entlehnt. 
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mungöradius  gefunden  werden  soll,  wie  aus  nachfolgendem  Beispiel  ersehen 
werden  mag. 

Für  die  sich  als  Dreiblatt  steigende  Curve: 
10)  y*  +  aa;y«  =  6fl;»-a?*» 

wird  der  Differentialquotient: 

unbestimmt  für  die  zusammengehörigen  Werthe  x^O,  y  =:  0;  seine  wahren 
Wertbe  sind  '+j/—  nnd  +  oo.     Um  den  letzteren  Werth  zu  vermeiden, 
"Tertauschen  wir  die  Coordinaten,  setzen  also: 

Dann  wird  aus  11),  wenn  ich  Zähler  und  Nenner  durch  y^  dividire: 
,2,  ,._      '('^^-f)  2(21+.») 


wobei  y  =  t?  gesetzt  ist   Für  den  Punkt  (^  =  0,  t^  =  0)  wird  dann  nach  7): 

folglich,   wenn   die  Gleichung   12)   differentiirt  und  dann  auf  den  Punkt 
(g  =  0,  i?=sO)  angewandt  wird: 

^    ^^        -2a  +  2(36  +  2aV)V-f  («  +  3&V)V'o 
13)       2"'^'o=  (36  V-«)* 

Nun  ist,  wie  aus  12)  abzuleiten ,  Vq'=  +  j/ -r-  oder  =  0.    Im  ersten  Falle 
folgt  durch  Auflösung  der  für  tj'q  linearen  Gleichung  13): 

""»^äO+y»)* 

im  zweiten  Falle:  „ 

2 

Vo  =  --- 

Somit  haben  wir,  wenn  q  der  Krümmungsradius  ist,  die  zusammengehörigen 

Werthe:  .—  ,  ,       ,x       / 

A  n      ^y      j_  7/  ^  ah{a+h) ,/ -      a 

nnd: 

a;  =  0,    y  =  0,     ^  =  ±oo,  9  =  |-. 


^^-^-,  v-2 


♦  S.  a.  a.  0.  §  29,  Aufgabe  5). 

Königsberg,  im  August  1887.  Louis  Saalschütz. 
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XXV.  Heber  eine  Stelle  in  PoiBSon's  Trait^  de  m^caniqne. 

In  einer  Note,  S.  244 — 246  des  laufenden  Jahrganges  dieser  Zeit- 
schrift, beanstandet  Herr  Dr.  Pfannstiel  die  Entwickelungen ,  auf  Grund 
deren  Poisson  unter  Nr.  408  seines  Trait6  de  m^canique  zur  Anfstellong 
derjenigen  kinematischen  Gesetze  gelangt,  welche  für  die  Untersuchung  der 
Rotation  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  die  allgemeinste  Grund- 
lage bilden.  Der  H.  Verf.  setzt  daselbst  Zweifel  in  die  Richtigkeit  des  an- 
gewandten Verfahrens,  die,  wenn  sie  begründet  w&ren,  direct  die  üngiltig- 
keit  der  gedachten  Formeln  und  mit  diesen  die  Unrichtigkeit  der  schon 
gewonnenen  Resultate  über  Rotationsprobleme  zur  Folge  haben  mOssten. 
Zum  Glücke  ist  nun  die  Zulässigkeit  der  Poisson'schen  Behauptungen  eine 
unbestreitbare,  und  es  soll  im  Nachstehenden  der  Versuch  gemacht  weiden, 
den  Beweis  hierfür  zu  erbringen. 

Ist  x^  yy  0  das  feste  rechtwinklige  Coordinatensystem  des  Raumes,  Sp 
y^ ,  jETj  dasjenige  des  rotirenden  Körpers ,  so  sind  bezüglich  des  letzteren  die 
Coordinaten  o;,,  y^,  g^^  eines  und  desselben  Körperpunktes  feste,  d.  h. 
von  der  Zeit  unabhängige  Werthe.  Die  Coordinaten  x,  y^  e  des  Punktes 
bezüglich  der  festen  Axen  dagegen  sind  variabel,  und  es  bestehen  die 
Relationen 

a;  =  aa?i  +  hy^  +  cjef, ,  x^  =  ax  +  ay  +  aB, 

I)      y  =  dx^  +  6  Vi  +  ^X I  II)      yj  =  6a;  +  t'y  +  6'V, 

z  =  axy^  +  6' Vi  +  c'jef, ;  jefj  =  cä  +  cy  +  c"$, 

worin  die  a,  &,  ...,  c''  die  neun  Neigungscosinas  der  Axen  der  zwei  Co* 
ordinatensysteme  vorstellen. 

Dreht  sich  nun  der  Körper  zur  Zeit  t  während  eines  unendlich  kleinen 
Zeitelements  ät  von  einer  Lage  in  die  Nachbarlage,  so  ist  dadurch  der 
Punkt  Xy  y^  z  im  Räume  von  der  Stelle  x^  y,  0  in  die  unendlich  nahe 
gelegene  Stelle  x  +  dx^  y  +  ^y^  »-{•de  übergegangen,  und  es  wird  durch 
die  Kenntniss  der  Verschiebungen  dx^  dy^  de  die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  völlig  bestimmt.  InsbesoDdere  ist  die  Richtung  derselben  definirt 
durch  eine  gerade  Linie,  deren  Neigungscosinus  gegen  die  Axen  im  festen 

Räume  bezw.  proportional  sind  ^r »  :t7  >  tt  '    Nun  können  aber  diese  Bich- 

at     at     at 

tungscosinus  auch  gemessen  werden  gegen  die  Axen  des  beweglichen  Sjateme, 
d.  h.,  weil  das  Messen  einer  Ortsveränderung  zugleich  das  Festhalten  eines 
Ortes  involvirt,  gegen  eine  fixirt  gedachte  Lage  dieses  Systems,  beispiels- 
weise jene,  welche  es  zur  Zeit  t  inne  hatte.  Es  resultiren  dann  f&r  die 
aufzustellenden  Cosinus  bis  auf  einen  Proportionalitätsfactor  die  Ausdrücke 
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dx  .     »dy  .     „dz 

deren  Giltigkeit  unanfechtbar  ist. 

Nun  freilich  handelt  es  sich  nm  die  fundamentale  Frage:  kann  man 
vorstehende  Summen  der  Reihe  nach  wirklich  als  die  „Geschwindigkeiten** 
unseres  Punktes  bezüglich  der  Azen  des  rotabeln  Systems  der  x^^y^y  ß^  auf- 

fittsen  und   demgemKss  gleich  --77»  -~-i  -jj  setzen  —  oder  nicht?     Herr 

dt      dt      dt 

Dr.  Pfannstiel  scheint  diese  Frage  zu  verneinen ,  indem  er  anfahrt,  dass 
ja  die  Coordinaten  x^^  y^^  0^  des  betrachteten  Sjstempunktes  von  der  Zeit  t 

onabhSngig    und    demgemttss  die  Differentialquotienten  -r-^j  -^i  -^  fUr 

dt      dt      dt 

denselben  jederzeit  gleich  Null  seien. 

Diese  Schlussfolgerung  scheint  mir  aber  eine  irrthümliche.  x^,  y^,  0^ 
sind  allerdings  von  der  Zeit  t  unabhängige,  feste  Werthe,  aber  einzig  und 
allein  fOr  das  zugleich  mit  dem  Punkte  mUhetvegte  Baumsjstem  der  ^n  ^i » ie^i , 
nicht  etwa  für  eine  fixirte  oder  auch  nur  einen  Moment  fixirt  gedachte  Lage 
desselben,  gegen  welche  die  Ortsveränderung  des  Punktes  gemessen  werden 

soll    Mit  anderen  Worten:  -vr>  -Ir»  -rr  i^i  Sinne  des  Herrn  Dr.  Pfann- 

dt      dt      dt 

stiel  sind  die  relativen  Geschwindigkeiten  des  bewegten  Punktes 
und  als  solche  freilich  durchaus  gleich  Null,  das  Werthsjstem  Poisson's 
dagegen  yerzeichnet  die  flir  den  Zeitpunkt  t  gemessenen  absoluten  Ge- 
schwindigkeiten desselben,  welche  vorher  gegen  das  feste  Coordinaten- 
system  des  Baumes  geschätzt  wurden,  nunmehr  für  eine  unveränderlich 
gedachte  Lage  x^,  y^,  0^  des  beweglichen  Coordinatensystems. 

Dass  als  letztere  dabei  gerade  die  Lage  zur  Zeit  t  gewählt  wird,  die 
nur  für  diesen  Zeitpunkt  als  fest  erscheint,  hat  nichts  Wunderliches,  weil 
die  Differentialentwickelungen  des  angeführten  Poisson*schen  Abschnittes 
nur  die  Eenntniss  des  momentanen  Geschwindigkeitszustandes  eines  beliebi- 
gen Eörperpunktes  bedingen  wollen.  [Würde  statt  der  Lage  ^x)  ^i>  ^1  ^^^ 
Zeit  t  jene  zur  Zeit  t-^-dt  als  bestimmend  angenommen  werden,  so  würden 
statt  der  Formeln  III)  Formeln  erscheinen,  die  sich  von  den  ersteren  nur 
durch  unendlich  kleine  GrOssen  erster  Ordnung  unterscheiden  würden,  ent- 
sprechend den  Zunahmen  da^  dh^  ...,  dc'\  wie  auch  geometrisch  deutlich 
ist,  dass  die  Bichtungscosinus  einer  Geraden  für  zwei  Coordinatensysteme, 
welche  durch  eine  unendlich  kleine  Drehung  zur  Deckung  gebracht  werden 
können,  bis  auf  solche  Grössen  dieselben  sind.] 

Punkte  im  Körper,  welche  bei  der  XJeberfÜhrung  des  Systems  der  o;,, 
^11  i?|  von  einer  Lage  in  die  unendlich  benacUbarte  Lage  absolut  in  Buhe 

Digitized  by  ^^jOOQIC 


384  Kleinere  Mittheilungen. 

bleiben,  für  welche  also  die  Zunahmen  dx^^dy^^de^^  gegen  die  erstere  Lage 
effectiv  Null  sind,  giebt  es  nur  eine  einfach  unendliche  Anzahl,  gelegen  anf 
einer  geraden  Linie,  der  instantanen  Drehungsaxe.  Man  Erkennt  diese  Thai- 
Sache  durch  das  Nullsetzen  der  Ausdrücke  III}  der  PfannstieTschen  Note. 

Handelt  es  sich  freilich,  im  Gegensatz  zu  dem  Ziele  der  Poisson- 
schen  Entwickelungen ,  um  die  Verfolgung  von  Drehungsvorgängen ,  die  sich 
innerhalb  eines  gewissen  endlichen  Zeitintervalles  vollziehen  und  also  im 
Allgemeinen  eine  Integration  von  Differentialgleichungen  erheischen,  dann 
ist  auch  die  Annahme  einer  wirklichen  Anfangslage*  des  mit  dem  Körper 
beweglichen  Coordinatensjstems  unausbleiblich.  In  der  That  findet  sich  z.  B. 
bei  den  Jac ob i'schen  Bestimmungsweisen  der  Neigungscosinus  a^b,  ...,c' 
in  allen  Rotationsproblemen  (vergl.  den  11.  Band  der  „Gesammelten  Werke") 
irgend  eine  ursprüngliche ,  durch  die  Zeit  t^  charakterisirte  Lage  z^^  y^^  £,^ 
gegen  welche  erst  die  allgemeine  Lage  x^^y^^  0^  zur  Zeit  t  gemessen  wird, 
ehe  diese  für  das  feste  Raumsystem  x^  y^  e  zur  Bestimmung  kommt. 

Zum  Schlüsse  dieser  Erwägungen  sei  noch  bemerkt,  dass  die  totale 
Differentiation  der  Relationen  II),  wie  sie  Herr  Dr.  Pfannstiel  S.  245 
seiner  Note  ausführt,  natürlich  identisch  0  ergeben  muss.  Denn  werden 
daselbst  sowohl  von  den  Coordinaten  x,  ^,  ;?,  als  den  Cosinus  a,  5,  ...,c' 
die  Differentiale  gebildet,  so  heisst  dies  nichts  Anderes,  als  es  wird  vor- 
genommen: 1.  eine  unendlich  kleine  Verschiebung  des  betrachteten  mate- 
Yiellen  Punktes  in  der  Richtung  der  Axen  x^  y^  0,  und  2.  eine  unendlich 
kleine  Drehung  des  Axensystems  a^,  ^j,  j^i  um  diese  Axen.  Da  aber  die 
beiden  Coordinatensysteme  der  x^  y^  z  und  x^^  y^^  z^  denselben  festen 
Punkt  zum  Ursprung  haben  und  überdies  der  Körperpunkt  als  mit  den 
Axen  x^^y^y  z^  starr  verbunden  angesehen  werden  kann ,  so  sind  die  erste- 
ren  Verschiebungen  drei  Drehungen  Mm  x^  y,  z  bezw.  gleich  zu  erachten, 
welche ,  wie  leicht  ersichtlich ,  dieselben  Amplituden  besitzen  wie  die  Dreh- 
ungen 2.,  weshalb  die  totalen  Aenderungen  der  Coordinaten  des  Punktes 
im  Räume  o;,,  y^,  z^  Null  sind,  um  eigentlich  ganz  correct  zu  sein,  müss- 
ten  daher  die  Poisson'schen  Differentialquotienten  der  »j,  y^,  z^  nach  ^ 
partiell  genommen  und  daher  entweder  durch  das  Zeichen  d,  oder  durch 
Einklammern  oder  sonstwie  kenntlich  gemacht  sein. 

Soweit  die  materielle  Seite  des  Themas.  Ob  freilich ,  wie  der  Herr  Verf. 
am  Schlüsse  seiner  Note  vermuthet,  aus  dem  Mangel  an  Prftcision  und  ans 
der  allerdings  wenig  durchsichtigen  Behandlungs weise  bei  Poisson  wirklich 
Zweifel  desselben  an  der  Berechtigung  und  inneren  Wahrscheinlichkeit  seiner 
Formeln  hervorsehen,  wage  ich  nicht  zu  entscheiden. 

München.  Dr.  Wilhelm  Hess. 
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Bemerkung  zu  einer  Stelle  im  Abnagest 

Von 

Dr.  Armin  Wittstein 

In  Ldpilg. 


Hierzu  Taf.  V  Fig.  10  u.  11. 


In  meinem  kleinen  Aufsätze  über  arabische  Stemnamen,*  der  lediglich 
dazu  dienen  sollte,  dem  bescheidenen  Maasse  etymologischer  Wünsche,  zu 
denen  unsere  modernen  astronomischen  Ephemeriden  durchschnittlich  Ver- 
anlassung geben  können,  in  der  einfachsten  und  kürzesten  Form  gerecht 
zu  werden,  habe  ich  bereits  einige  Nachrichten  von  einer  arabischen  Him- 
melskugel aus  dem  13.  Jahrhundert  beigebracht,  die  seit  1790  in  der 
Sammlung  des  Cardinais  Stefano  Borgia  in  Velletri  war,  dann  nach  Bom 
wanderte  und  sich  jetzt  im  königl.  Museum  zu  Neapel  befindet  Ich  habe 
gleichfalls  dort  mitgetheilt,  dass  jener  Olobus  mehrere  Male  Gegenstand 
wissenschaftlicher  Beschreibung  gewesen  sei,  so  von  Assemani  (1790), 
Lach  (1796 — 1797),  Fraehn  (Antiquitatis  Muhammedanae  monumenta 
?aria;    Petropoli,   1820),    und  zwei  Aufschriften    (wie   alles   üebrige,    in 

*'     *•  "^ 

kafischen  Scbriftzeichen ,  sogenannt  nach  der  Stadt  SLS^XJ  I  al-Eüfa,  in  der 

Nfthe  des  alten  Babylon),  die  über  seine  Entstehung  und  Anlage  berich- 
ten, trage. 

Auf  diese  beiden  Inscriptionen  muss  ich  nun  hier  noch  einmal  und 
etwas  ausfElhrlicher  zurückkommen,  weil  sie  den  Ausgangspunkt  der,  in  den 
obigen  Titelworten  zusammengef assten ,  historischen  Betrachtung  bilden,  die 
ich  im  Folgenden  niedergelegt  habe  und,  begleitet  von  dem  ViTunsche,  dass 
sie  sich  der  wohlwollenden  Aufnahme  von  Seite  des  einen  oder  andern, 
meiner  Fachgenossen  erfreuen  möchte,  hiermit  der  Oeffentlichkeit  übergebe. 

Die  erste ,  im  Grunde  auf  die  im  Orient  übliche  Glorification  des  Herrschers 
hinauslaufende  Inschrift  sagt  aus,  dass  der  Globus  für  deü  damaligen  Sultan 
von  Aegypten,  Muhammed  ben  abt  Bekr  ben  Ajüb,  angefertigt  wurde. 

•  HiBt.-lit.  Abthlg.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phya.  XXIX,  1884. 
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Wenn  ich  nicht  irre,   ist  dieser  Sultan  derselbe,   der  im  Jahre  1232  dem 

Kaiser  Friedrich  IL  ein  Zelt  schenkte,   dessen  oberer  Theil  sich  durch 

ein  Wasser -Uhrwerk   in  Bewegung  setzen  Hess.*     Die  zweite,  wichtigere 

lautet: 

^  j,a*jdf    ^Jj^^öaS**^^  „Entwarf    Kaisar    ben   abt'l 

^.J-rrZ^   Jul\    3^^l  JL^      ^^''""^  ^^^  Musafer  al-Abrakt 
^Ä>^      2u^  ^y«^)  ^ß  ii)^»  u*^     al  -  Hanaf  i  im  Jahre  622  der  Heg» 

-5  1%  ^^^  %Sü3s^yA  Jt5*|^i>^  ^o\4iß     mit  Hinzufügung  von  16  Graden  46 

U^.^^ty      Minuten  zu  Demjenigen ,  was  im  Al- 
magest." 
,    Unter  der,  sehr  wahrscheinlich  zutreffenden  Voraussetzung,  dass  Kaisar, 
der  Verfertiger,  der  zu  seiner  Zeit  noch  in  voller  Kraft  bestehenden  Aucto- 
rität  des  Al-Battlini  gefolgt  sei  und  auf  66  sjnodische  Mondjahre  1^  Ver- 
änderung in  der  Lfinge  der  Gestirne  gerechnet  habe,  würde   er  somit  die 
Epoche  des  ganzen  Ptolemaeus 'sehen  Verzeichnisses  in  das  Jahr  151  nach 
Christus,    oder  in  keinen  früheren  Zeitpunkt,    als   den  des  Anfanges  des 
zweiten  Drittels  des  in  Rede  stehenden  Jahres ,  verlegt  haben ,  weil  das  Jahr 
622  der  Hegra  mit  dem  13.  Januar  1225  (Julian.  Kai.)  begann.    Giebt  man 
zu ,  dass  es  mit  der  eben  angefahrten  Voraussetzung  seine  Richtigkeit  habe 
—  und  ich  befürchte  keinen  triftigen  Einwand  gegen  dieselbe  — ,  so  wüsste 
ich  mir  die  Frage,   wie  K.   zu  seinem  Präcessionswerthe  von  16^46'  ge- 
kommen sein  mag ,  nicht  anders  zu  erklären ,  als  dass  er  über  die  angezogene 
Epoche  falsch  unterrichtet  war.  Denn,  meines  Wissens,  spielt  das  Jahr  151 
weder   in   dem   Zeitabschnitte   der   astronomischen  Thätigkeit   des  Ptole- 
maeus,   noch  sonst  in  seinem  Leben,   eine  hervorragende  RoUe;  auch  ist 
mir  nicht  bekannt,  dass   in  dasselbe  die  Vollendung  der  Oaceig  anlavmv 
iüxiqmv  (die  später  als  der  Almagest  abgefasst  sind)  vielleicht  fallen  könne. 
Seine  Beobachtungen,    von  denen  er  im   Almagest  spricht,    gehören  dem 
Zeitraum  von  126  bis  141  an,   die  Epoche,  auf  welche  er  seine  Fixstern- 
Oerter  bezieht,  entspricht  der  zweiten  Hälfte  des  Jahres  137,  als  das  Jahr 
seines   Todes  endlich   kann  man  mit  einiger  Wahrscheinlichkeit  das    165. 
gelten   lassen.     Nun   könnte   man   noch  eine   andere  Conjectur  versuchen, 
so  gewagt  sie  auch  erscheint,  wie  ich  gern  zugebe,   nämlich  die,   K.  habe 
sich  nach  dem  Vorgange  des  berühmten,  im  10.  Jahrhundert  lebenden,  per- 

*  Obwohl  durchaas  ohne  Bezug  auf  diesen  speciellen  Fall,  dagegen  aber 
überhaupt  «ehr  nützlich  zur  Kenntniss  alter  Uhren  und  einschlägiger  Bewegongi- 
mechauismeo  ist  die  kürzlich  erschienene  Schrift  von  Prof.  Bilfinger  über  „Die 
Zeitmesser  der  antiken  Völker  (Programm  des  Eberhard -Ludwigs -Gym- 
nasiums, Stuttgart,  1886;  40,  78  S.)'S  die  ich  hier  vielleicht  nicht  ganz  am  on- 
rechten  Orte  der  Beachtung  meiner  verehrten  Leser  empfehle. 

**  Es  scheint,  als  habe  er  sich  möglichst  bestimmt  ausdrücken  wollen,  näm- 
lich im  Sinne:  (für  Jemand)  ein  Instrument  aufreissen.  Sonst  heisst  es  gewöhnlich, 
TUüac  hat  ihn  verfertigt  Vermuthlich  gehörte  K.  zu  den  Qelehrten,  die  der  Regent 
an  seinem  Hofe  unterhielt.  ^^  j 

Digitized  by  VjOOQIC 


Bemerkung  zu  einer  Stelle  im  Almagest. 


203 


siachen  Astronomen  ''Abd  ar-Bahman  as-Süfi  (^ ^j^t  ^^^i^^p  Jt  Ouc) 
gerichtet,  der  die  Präcession  in  66  persischen  Janreu  za  1^  festsetzte. 
Diese  würde  uns  auf  den  Anfang  des  Jahres  119  nach  Christus  führen,  und 
damit  wttre  uns  ebenso  wenig,  wie  mit  der  vorher  gefundenen  Ausgangs- 
epoche geholfen;  ich  halte  deshalb  an  meiner  Yermuthung,  E.  sei  über  den 
fraglichen  Zeitpunkt  nicht  im  Klaren  gewesen,  fest.  Zugleich  erhellt  aus 
der  vorstehenden  einfachen  üeberlegung,  dass  das  Vertrauen,  welches  man 
in  die  von  seinem  Yerfertiger  gewiss  beabsichtigte  Uebereinstimmung  des 
Kaisar 'sehen  Globus  mit  dem  Himmel  im  Jahre  1225  etwa  setzen  dürfte, 
auf  ein  sehr  geringes  Maass  herabsinkt;  ich  sage:  beabsichtigte  —  weil 
von  einem  Einhalten  der  angestrebten  Genauigkeit  bei  so  grober  Darstel* 
lung  auf  kleiner  KugeloberflSche  ohnehin  keine  Bede  sein  kann.  Wir  werden 
jedoch  später  sehen,  dass  K.,  wenigstens  in  Einem  Falle,  dank  der  glück- 
lichen Compensation  von  Irrthümem,  der  Wahrheit  verhSltnissmässig  ziem- 
lich nahe  kommt. 

Zu  einem  grossen  Theile  ergiebt  sich  die  nähere  Entscheidung  über 
die  Brauchbarkeit  jener  alten  ägyptischen  Himmelskugel  aus  der  Prüfung 
der  Zuverlässigkeit  der  Positionen  des  Ptolemaeus,  die  ihre  unmittelbare 
Grundlage  bilden,  von  selbst.  Auf  das  Ergebniss  letzterer  wird  somit  Alles 
ankommen,  und  diese  ist  daher  als  die  eigentliche  Aufgabe  zu  betrachten, 
die  zu  behandeln  ich  mir  hier  vorgenommen  habe.  Indem  ich  mich  ihr 
ohne  weitere  Abschweifung  zuwende,  schicke  ich  die  Bemerkung  vorauf, 
dass  es  nur  Ein  Beispiel  ist,  auf  welches  sich  meine  Untersuchung  stützt, 
das  aber,  wie  ich  hoffe,  zur  Illustration  des  Ganzen  um  so  mehr  ausreichen 
wird ,  als  ich  hierfür  den ,  der  1 .  3^*^  GrCssenclasse  angehörenden  Stern  32  er 
Leonis  (Begulus)  gewählt  habe,  den  Ptolemaeus  selbst  mit  der  Sonne 
und  dem  Monde  verglichen  hat;  Kaisar  nennt  ihn,  in  wörtlicher  üeber- 
setzung  der  Ptolemaeus'schen  Bezeichnung,  jum  ^{  «yJä  Kalb  al-asad, 
Herz  des  Löwen. 

Entnimmt  man  den  mittleren  Ort  für  1875,0  nebst  der  eigenen  Be- 
wegung aus  der  ;,Beduction  des  Auwers'schen  Fundamentalkata- 
loges  auf  die  Le-Verrier'schen  Präcessionscodfficienten.  Von 
Dr.  Norbert  Herz  und  Josef  Strobl  (Denkschr.  d.  mathem.- naturwis- 
senschaftl.  Classe  d.  kaiserl.  Akad.  d.W..  XL  VI.  Bd.,  Wien,  1883.  gr.  4^)«, 
so  finden  sich  zunächst  folgende,  auf  das  mittlere  Aequinoctium  des  tropi- 
schen Jahresanfanges  für  das  beigesetzte  Jahr  bezogene,  geocentrisefae  Po- 
sitionen des  Begulus: 


Jahr. 


1876 

1226 

140 

180 


10««  1«  42,786» 
9  26    89,274 
8  26    14,090 
8  26    89,986 


-1-120  84' 88,16" 
+  16   84  48,91 
+19   48    4,12 
+  19    60    4,42 


Mitti.  8. 


23«  27' 19,93" 
23    32  28,28 
28   40  61,29 
23    40  66,82 


148®  6' 29,9" 
189    4  34,7 
124    6  10,6 
123  66  64,6 


P. 


+  0*27' 38,4" 
+  0   26    6,8 
+  0   22  69,7 
+  0   22  67,9 


Lii|*zed  by ' 


},7   I 
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Dieselben  wurden  durch  Anwendung  der  strengen  Formeln  erhalten, 
die  Th.  von  Oppolzer  in  seinem  „Lehrbuch  zur  Bahnbestimmnng 
der  Kometen  und  Planeten  (I.  Bd.,  2.  Aufl.,  Leipzig,  1882;  kl.  4^)' 
für  solche  Zwecke  entwickelt  hat;  sie  gelten  für 

1875     +  Januar  0,2584  m.  Zt.  Greenwich. 
1225    -       „       0,1833    ,    „ 
140    +       „       0,7054    „    „ 
130    +      ,       0,2824    ,    „ 
Die  Daten  für  den  Ort  des  Begulns  im  Almagest  sind:* 


IJldzovs  ßQUfai* 

0  inl  rrjg  xagdlag  naXovfiBvog 
ßacdUmog. 

Xiovto^  ß  ^*\ 

ßö^'. 

Als  Erläuterung  der  zweiten  Columne  ist  hinzuzufügen:  iv  61  rolg 
devrigoiQ  rag  xora  (irjxog  rtov  ömÖBxazrifAOQiCDv  inoxag^  rag  elg  Tf}v  a^Z^'^ 
T'^g  ^Avxtovivov  ßaGiieiag  ix  tcöv  xrjQi^asmv  avvayonirag,  dg  xtjg  ag%iig 
rcDr  xeraQTfmoQltav  ano  toov  xQoniY,(Sv  xoi  larnAtQivcSv  ürifAilcav  naXtv  üvviara- 
fAivfig.  Von  den  Breiten  heisst  es  kurz  darauf,  dass  sie  stets  dieselben 
bleiben  und  nur  die  Längen  der  Sterne  in  100  ägyptischen  Jahren  (zu  je 
365  Tagen)  eine  Veränderung  von  1®  erfahren. 

Somit  haben  wir  nach  unserer  Ausdrucksweise  anzusetzen: 


137  Juli  20,  Mittag  zu  Alexandria  (jul.): 


Lftnge 


NOrdl. 
Breite 


GrOsie 


Herz  des  Löwen,  genannt  Begulus    122^30'    0^10'       1 
unter  dem  Mittag  ist  der  wahre  zu  verstehen. 

Damit  der  Leser  eine  genaue  Information  von  der  Art  und  Weise 
gewinne,  wie  Ptolemaeus  bei  seiner  Yergleichung  des  Begulus  mit  der 
Sonne  und  dem  Monde,  von  der  ich  weiter  oben  bereits  gesprochen  habe, 
zu  Werke  gegangen  ist,  theile  ich  aus  dem  2.  Capitel  des  7.  Buches  den 
sich  auf  jene  beziehenden  Abschnitt  unverkürzt  hier  mit: 

'^SlgyccQ  itp*  ivogvnodsiynaxog^  ixtf'  »Nun  zu   einem  Beispiel:    Im  2. 

QfjcafiiVy  xtp  öivxiQO)  Sxb'C  ^AvxcavlvoVf     Jahre  Antonin*s,  am  9.  des  ägypti- 

*KAATJI0T  nrOAEMAlOT  MABHMATIKH  ZTNTAgiS.  Compoeition 
mathämatique  de  Claude  Ptolämäe,  ou  astronomie  andenne,  traduite  poor 
la  premi^re  fois  du  grec  en  fran^aiB  sur  les  manuscrits  de  la  biblioth^que  do  fioi, 
par  M.  Tabb^  Halma;  et  Buivie  des  notes  de  M.  Delambre.  Paris,  ISIS  und 
1816;  2  Bände  in  gr.  4<>. 
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%ui  Alyvnvlovg  Oa^ftov^l  0'^j  {lik- 
kovTog  [liv  dvvitv  iv  *AkB^av8QBla  rot; 
i/Uov,  fiBCovQOvovvTog  6i  xov  tcAcv- 
xuiw  TfAijiiajog  xov  ravQOV^  zovxiou 
ftero  Tg"  ägag  lotnieQivag  x'^g  iv  xi^ 
B'^  necriiAßgiag j  xrjv  q>atvo(iivTiv  Oi- 
Xi^vrjv  dnixovaav  xov  ijklov  nf^l  xccg 
y  fiolgag  xmv  Ix$vg)v,  öionxsvoiiivov 
Xfiilfiarog  ^ß  xcri  rj"'  iiexd  6i  iffcioo- 
Qiov  naxaösSvxoxog  ijöri  xov  i^XloVy 
%a\  fiiaovgavovvxog  xov  xbxuqxov  fii' 
Qovg  xtSv  öMiiCDV,  xijg  q>tttvo(iivfig 
ctXifviig  naxd  tiJv  avx^v  ^iatv  öion' 
uvofLivfig^  6  im  xrjg  xagölag  xov 
Xiovxog  itpulvBxo  öid  xov  ixigov  xmv 
aCxgoXdßmv  anixcav  xijg  iSeXi^vrig  Big 
xa  inofiBva  ndXiv  ftoigagy  inl  xov 
iid  iiiaav  xav  ^atöicuv,  v^g".     *AXXd 

10  filv  rcQtoxov  inBlxBv  6  rjXtog  aKQi- 
ßmg  Ix^atv  lAolQctg  y  xol  %'  lyyicxa 
fiia;  fiolgag  fiigogy  äoxB  %al  rijv 
ötXi^vfiv  rijv  fpctivoiiivriv  ini%Btv  totf, 
öid  Ti}v  xmv  ^ß  xol  f{'  fioigmv  Big 
Ttt  inoiiBva  öidaxaoiv^  xmv  SiSvnmv 
fioiQag  B  xoi  g'  iyyioxay  ooag  xol  Kccxd 
tag  vno^iöBig  i^(imv  mg>BiXBv  inixBiV 
ftBti  6i  x6  ijfiimQtov  rj  ciki^vri  Im- 
Kivfi$fivai  nBv  m(pBiXBv  Big  xd  inofitva 
d"  iyyiaxa  fiiag  fiolgagy  nagaXXd^ai 
6i  Big  xd  itQoriyov  fiBva  nagd  xr^v 
ngoixfjv  ^iöiv  iß"  iyyiaxa  fiidg  (lolgag. 
EltBl^BV    OVV    Xttl    lABxd    xo  i^^imQtov 

11  <pmvo(iBvri  üBkrivrj  öidviimv  fiolgag 
ly'y  maxB  xol  o  inl  xijg  xagdiagy 
inHÖr^nBQ  dniymv  avxrig  itpaivBxo  slg 
xd  inofABva  noigag  v^g\  inBi^B  ftlv 
Tot;  Xiovxog  [Aolgag  ßg'\  diBiaxfJKBi  6i 
xov  ^BQivov  xQonmov  orniBiov  iiolgccg 
Xßg". 


sehen  Monats  Pharmnthi,  haben  wir 
in  Alezandria  zur  Zeit  des  Sonnen- 
unterganges, als  gerade  noch  das  letzte 
Sttlck  des   Stieres  culminirte,  d.  h. 
5^   Aequinoctialstunden    nach    dem 
Mittag  des  9.,   die  scheinbare  Ent- 
fernung des  Mondes  von  der  Sonne, 
die  damals  im  3.  Orade  des  Zeichens 
der  Fische  stand,  gemessen  und  dafür 
92^   Grade    gefunden.      Eine   halbe 
Stunde  später  —  die  Sonne  war  be- 
reits untergegangen,  und  ein  Viertel 
der  Zwillinge  erschien  im  Meridian  — 
ergab  sich,   bei  unveränderter  Rich- 
tung nach  dem  Monde ,  mit  Hilfe  des 
andern  Kreises  des  Instrumentes  [wir 
würden  sagen :  erster  Kreis  geklemmt], 
die  Distanz  des  Herzens  des  Löwen 
Tom  Monde  zu  57^  Graden  nach  Osten 
hin,  gemessen  auf  der  Ekliptik.  Allein 
zuerst  war  die  Sonne  genau  3^  Grade 
in  den  Fischen  und  damals  der  Mond 
in  einem  östlichen  Abstände  von  92| 
Graden  von  ihr  beobachtet,  also  letz- 
terer in  5^  Graden  (5®  10,5')  der  Zwil- 
linge, welche  Position  er  nach  unseren 
theoretischen  Grundlagen  einnehmen 
musste.  In  einer  halben  Stunde  musste 
der  Mond  ^®  nach  Westen  zwar  be- 
wegt worden  sein,  aber  er  irrte  ins 
Voraufgegangene,  nach  der  ersten  Stel- 
lung hin,  um  ^^  ab.     Also  nahm 
der  Mond  nach  einer  halben  Stunde 

(H+i  — 1^=)  5y  Grade  ^^  den 
Zwillingen  ein ,  so  dass  das  Herz  des 
Löwen ,  von  dem  er  ja  westlich  57^ 
Grade  entfernt  war,  sich  in  2^30' 
des  Löwen  befand,  vom  Punkte  der 
Sommersonnenwende  um  32^30"  ge- 
trennt.« 

(Soweit  es  anging,  habe  ich  wört- 
lich übersetzt.) 
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Für  das  Uebrige  genügt  eine  auszugsweise  Beproduction: 
Zu  Hipparch^s  Zeit,  sagt  Ptolemaeus,  stand  derselbe  Stern  29|® 
östlich  vom  Punkte  der  Sommersonnenwende,  gegenwärtig  32^^;  im  Laufe 
der  inzwischen  verflossenen  265  Jahre  sei  er  somit  2^^  weiter  nach  Osten 
gerückt,  was  ganz  mit  der  Vermuthung  des  Hipparch  harmonire,  wonach 
die  Pr&cession  in  100  Jahren  etwa  P  betrage.  Deshalb  habe  er  an  alle 
Längen  des  Hipparch  2^^  angebracht,  um  sie  auf  seine  Epoche  zu  redo- 
ciren,  „und  der  zufolge  wir  überwiegend  die  meisten  Vorbei wege  der  Fix- 
sterne bewahrt  haben".*  Dass  seine  Beobachtung  noch  einer  merklichen  Re- 
duction  auf  die  Zeit  des  Begierungsantritts  des  Antoninus  Pius  bedarf, 
scheint  er  zu  ignoriren.  Weiter  hätte  er  sagen  sollen :  Die  Durchschnittspunkte 
von  Aequator  und  Ekliptik  schreiten  auf  letzterer  fort,  und  zwar  in  der  Rich- 
tung gegen  die  Bewegung  der  Sonne  —  statt  dessen  glaubte  er,  dass  die  Sterne 
im  Sinne  der  Länge  fortschreiten  und  die  Aequinoctialpunkte  fest  seien. 

Das  benützte  Instrument  veranschaulicht  Fig.  10.  Es  war  eine  sogenannte 
Armillarsphäre  mit  zwei  festen  Kreisen,  MM  (Meridian),  EE  (Ekliptik), 
und  dem  System  der  drei  beweglichen,  BB^  CG,  DB;  Alles  aus  Kupfer 
gefertigt.  Das  bewegliche  System  liess  sich  vermittelst  zweier  Zapfen, 
welche  M^  B^  G  unveränderlich  mit  einander  verbanden,  um  die  Polaraxe 
PP  der  Ekliptik,  dabei  jedoch  B  und  G  unabhängig  von  einander,  drehen, 
repräsentirte  also  in  jeder  Stellung  von  B  oder  G  einen  Breitenkreis.  Der  { 
Ring  B  endlich  trug  zwei,  diametral  einander  gegenüberstehende  Diopter 
und  vollführte  auf  dem  innern  Bande  von  G  eine  gleitende  Bewegung;  er 
diente  zur  Bestimmung  der  Breiten.  M^  Ey  G  waren  in  Grade  und,  „soweit 
möglich '^f  in  deren  Unterabtheilungen  eingetheilt.  Die  Neigung  der  Ebene  £ 
gegen  die  Verticale  beträgt  für  Alexandria  etwas  über  7^;  Ptolemaens 
nimmt  30®  58'  für  die  Breite  von  Alexandria  und  23®  51'  20"  für  die  Schiefe 
der  Ekliptik,  somit  7® 7'  für  jenen  Neigungswinkel  an. 

Die  andere  Figur  (Fig.  11),  in  der  OE  einen  Gnomen  und  GK,  GZ, 
GN  auf  der  Mittagslinie  GN  die  Schattenlängen  zur  Zeit  der  Sonmier- 
sonnenwende,  der  Tag-  und  Nachtgleichen  und  der  Wintersonnenwende 
bedeuten,  denen  der  Beihe  nach  die  Winkel  GEK==  7®  6'40",  e^Z=  30^58', 
GJE?JV=54®49'20"  entsprechen,  zeigt,  wie  Ptolemaeus  zur  Hauptein- 
theilung  des  Jahres  gelangte.  Betrug,  beispielsweise,  die  Höhe  GE  60  Fxas^ 
so  waren  JT,  Z,  N  resp.  7,5,  36,0,  85,1  Fuss  von  G  entfernt.  Dies  ist 
so  ziemlich  Alles,  was  sich  im  Almagest  von  der  Methode  der  Zeitbestim- 
mung im  engeren  Sinne  findet,  und  hat  es  fast  den  Anschein,  als  ob  Pto- 
lemaeus nur  im  Allgemeinen  das  befolgte  Princip  habe  erläutern  wollen. 
Man  möchte  sich  beinahe  darüber  wundern,  dass  er  gerade  dieser  einfach- 

*  8o  lautet,  wenn  auch  die  deutsche  Sprache  dabei  arg  maltraitirt  wird,  die 
Uebereetzung  von  xad*  rjv  (idltata  %al  rjfAsig  tag  nXelatas  tmv  dnXavw  nap69o9i 
TBTtjQTJxafABv.  Die  Halm  a 'sehe  entspricht  dem  Sinne  derselben  nicht  unzweideotig 
genug. 
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sten  Vomchtung,  deren  Beschreibung  füglich  entbehrt  werden  konnte,  ge- 
denkt ^  ohne  sonst  anführen  einzugehen  —  und  zwar  um  so  mehr,  als  er, 
wenigstens  in  der  geschilderten  Weise ,  von  jener  allgemeinen  Regel  schwer- 
lich Gebrauch  gemacht,  sondern  sich  wahrscheinlich  der  Construction  einer 
Sonnenuhr  bedient  hat,  die  uns  unter  dem  Namen  des  Hemicycliums 
überliefert  ist,  und  dessen  Erfindung  dem  im  3.  Jahrhundert  vor  Chr.  leben- 
den Chaldfter  Berosus  zugeschrieben  wird.  Es  bestand  aus  einer  aus  Stein 
ausgehöhlten  Halbkugel,  die  in  der  Richtung  eines  Radius  und  der  Polar- 
axe  einen  Stift  trug,  der  im  Eugelmittelpunkte  in  ein  Kügelchen  endete^ 
dessen  Schatten  im  Laufe  des  Jahres  und  der  einzelnen  Tage  auf  der  Kugel- 
flSche  entsprechende  Eintheilungen  durch  Curven  beschrieb*  (Näheres  dar- 
über ist  in  der  angeführten  Schrift  von  Bilfinger  zu  lesen).  Damit  hatte 
er  aber  nur  sogenannte  Hemerinzeit,  für  die  Eintheilung  der  Nachtstunden 
war  noch  immer  eine  mechanische  Vorrichtung  noth wendig.  Seine  Stunden 
anlangend,  wSre  noch  hinzuzufügen,  dass  die  mgai  »^ai^fte^ivot  gleichwerthig 
mit  den  unserigen,  zu  ^^  des  täglichen  scheinbaren  Sonnenumlaufs,  sind; 
sie  hiessen  wahrscheinlich  so,  weil  sie  um  die  Zeit  der  Tag-  und  Nacht- 
gleiche (icvifAeQia)  den  veränderlichen  bürgerlichen  Tag-  und  Nachtstunden 
(^Qat  üatQiKal)  gleich  sind.  Die  Dauer  des  tropischen  Jahres  nahm  Ptole- 
maeus  um  6™ 26*  zu  lang  an,  die  mittlere  Bewegung  der  Sonne  in  365 
Tagen  um  15,9''  zu  klein.  Nach  einer  kleinen,  von  Ideler  (Historische 
Untersuchungen  über  die  astronomischen  Beobachtungen  der  Alten;  Berlin, 
1806,  in  8^  mitgetheilten  Tafel  muss  man  um  die  Zeit  herum,  um  die  es 
sich  hier  handelt,  an  die  mittlere  Länge  der  Sonne  des  Ptolemaeus  eine 
Correction  von  etwa  +1®  anbringen,  und  weiter  wird  dort  gesagt  (S.  304 
n.  305):  „Aus  einer  fehlerhaften  Bestimmung  der  Jahreslänge  mussteu  un- 
richtige Sonnentafeln  entstehen,  und  wirklich  gaben  ihm  seine  Tafeln  die 
mittleren  Längen  der  Sonne  für  seine  Zeiten  um  beinahe  1^  zu  klein.  Da 
er  nun  von  den  Oertem  der  Sonne  bei  seinen  Untersuchungen  über  die 
Längen  der  Fixsterne  ausging,  so  musste  er  auch  diese  um  P  zu  klein 
finden.^  I de  1er  bezog  sich. auf  die  neueste  Ausgabe  (von  1804)  der  Son- 
neutafeln  des  Freiherrn  von  Zach,  die,  neben  den  1806  erschienenen 
Delambre-Bürg'schen  (Sonnen-  und  Mondtafeln),  bis  zur  zweiten  Hälfte 
unseres  Jahrhunderts  gebraucht  wurden. 

Wie  man  erkennt,  verfuhr  Ptolemaeus,  soweit  es  ihm  seine  Theorie 
und  die  daraus  gezogenen  Schlussfolgerungen  gestatteten ,  bei  der  Reduction 


*  Es  beruhte  diese  Sonnenuhr  auf  der  Eintheilung  des  jeweiligen  Tagebogens 
der  Sonne  in  zwölf  gleiche  Theile.  Der  Stein  musste  so  aufgestellt  sein,  dass  die 
Tangentialebene  im  tiefsten  Punkte  der  Halbkugel  dem  Horizont  parallel  war.  Den 
Augenblick  des  wahren  Mittags  fixirte  die  Uhr  richtig;  den  Zeitabschnitt  zwischen 
ihm  und  dem  darauf  folgenden  in  24  gleiche  Theile  einzutheilen,  dazu  bedurfte  es 
noch  eines  HiifBmittels,  das  die  ühr  nicht  gewährte.  Die  Zeitgleichung  kannte 
Ptolemaeus,  er  spricht  davon  im  8.  Capitel  des  3.  Buches. 
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der  oben  mitgetheilten  Beobachtung,  die  am  23.  Febraar  139  (jnl.)  angestellt 
war,  ganz  correct,  nur  drückte  er  sich,  wenigstens  ftlr  meine  Aoffossnng, 
insofern  etwas  unbestimmt  aus,  als  er,  hinsichtlich  des  Mondes,  nicht  Alles 
lediglich  der  ersten  Beobachtung  zuweist.  Wenn  er  weiter  die  erhaltene 
(scheinbare)  Lftnge  von  aLeonis  imyer&ndert  in  seinem  Fixstern -Ver- 
zeichnisse, de88e^  Epoche  über  1^  Jahre  zurück  liegt,  beibehSlt,  so  hat  er 
dies  wohl  nur  deshalb  gethan,  weil  ihm  eine  Grösse  von  noch  nicht  gani 
einer  Bogenminute,  in  Ansehung  der  Beobachtungsfehler,  vielleicht  bedeu- 
tungslos erschien. 

Die  Länge  von  a  Leonis  auf  dem  Kaisar 'sehen  Globus  VTttrde  139^  16* 
betragen,  differirt  also  von  der  mittleren  Länge  dieses  Sternes  ftlr  den 
Jahresanfang  von  1225  nur  um  etwa  11,4'. 

Für  die  Epoche  des  Abnagest- Eataloges  endlich  wird  der  mittlere  Ort 
des  Begulus: 

A«=1240  3'8,9'',    l5  =  +  00  22'59,3". 

Wie  schon  bemerkt,  würde  man  die  Sonnenlfinge  des  Ptolemaens 
um  l^r  zu  vergrOssem  haben,  wenn  man  sich  mit  der  einfachen  Propor- 
tion, auf  der  dies  beruht,  begnügen  will.  Nach  Untersuchungen  von 
Newcomb*  finden  sich  die  YergrOsserungen  der  Sonnenlängen,  die  man 
an  drei  Almagest  -  Angaben  anbringen  muss,  zu 

l^öyV  im  Jahre  134  nach  Christus. 
056,5    „     „      133     „ 
025,0    „      „      136     „ 

*  Researches  on  the  motion  of  the  moon.    Part  I.   Washington,  1878,  gr.  4*. 
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Beriohtigang.  Von  Herrn  Prytz,  dessen  Antilogarithmentafel  wir 
S.  153 — 155  besprochen  haben,  werden  wir  auf  einen  Irrthum  aufmerksam 
gemacht.  Die  L  genannten  Zahlen  nehmen  um  Hundertstel,  nicht  um 
Tausendstel  zu.  Ebenso  bemerkt  Herr  Pr  jtz  —  was  wir  vielleicht  hätten 
betonen  können  ~,  dass  bei  dem  von  uns  yorgefdhrten  Beispiele  einige  der 
Aufschlagungen  auf  der  gleichen  Tabellenseite  vollzogen  werden.  Mittelbar 
haben  wir  es  allerdings  gesagt,  indem  wir  nur  zweimal ,  S.  154  Z.  16  u.  31, 
von  der  Benutzung  der  Antilogarithmen  sprachen,  d.  h.  eben  von  einem 
eigentlichen  Aufschlagen  der  Haupttabelle.  Der  Verfasser  ist  indessen  der 
Meinung,  bei  einem  Täbellenwerke  seien  gerade  solche  Momente  hervorzu- 
heben, und  wir  haben  nicht  die  mindeste  Veranlassung,  seinen  Wünschen 
in  dieser  Beziehung  nicht  zu  entsprechen.  Cantob. 


Die  Constmotionen  doppelt  bertUnender  Kegelschnitte  mit  imaginären 
Bestimmnngsstücken.   Eine  Wanderung  durch  die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte in  doppelter  Berührung  an  der  Hand  anschaulicher  Methoden 
von  Fritz  Hoffmank.     Leipzig,  B.  Q.  Teubner.     1886. 
Der  Verfasser  trägt  den  Stoff,  wie  er  sich  in  den  verschiedenen  Lehr- 
büchern  der  synthetischen  Geometrie  vertheilt  findet,  im  Zusammenhange 
in  ansprechender  Weise  vor.     Die  metrischen  Specialisirungen,   welche  das 
allgemeine  Problem :  Einen  Kegelschnitt  zu  construiren,  welcher  durch  einen 
reellen  und  zwei  conjugirt  imaginäre  Punkte  geht  und  einen  andern  Kegel- 
schnitt doppelt  berührt,  —  erfahren  kann,  werden  ausführlich  berücksich- 
tigt, und  ein  Studium  des  Buches  ist  daher  sehr  geeignet,  Gewandtheit  im 
Uebersetzen  von  Constructionen  der  Geometrie  der  Lage  in  die  des  Maasses 
zu  erlangen  und  die  Einheit  dieser  Constructionen  in  das  richtige  Licht  zu 
setzen. 

Die  Grundlage  für  die  Lösung  einer  grossen  Reihe  von  Aufgaben  bildet 
ein  Satz  aus  der  Raumgeometrie:  Der  TJmriss  einer  F^  in  Centralprojec- 
tion  und  das  Bild  eines  ihr  aufgeschriebenen  Kegelschnittes  sind  zwei  Kegel- 
schnitte in  doppelter  Berührung.  Die  Construction  eines  solchen  Kegel- 
schnittes bleibt  dann  dieselbe,  einerlei,  ob  die  Berührungspunkte  reell,  d.  h. 
der  Kegelschnitt  sich  von  der  sichtbaren  Seite  über  den  Rand  auf  die  un- 
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sichtbare  Seite  erstreckt,  oder  ob  jene  Punkte  imaginär  sind,  d.  h.  der 
Kegelschnitt  auf  einer  und  derselben  Seite  bleibt.  Diese  Idee  ist  alt,  sie 
wurde  von  Niemtschick  in  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  Akademie, 
Bd.  52  mitgetheilt;  auch  Peschka  verwerthet  sie  im  dritten  Bande  seiner 
Darstellenden  Geometrie  zur  Lösung  einer  grossen  Reihe  von  Aufgaben. 

Am  Schlüsse  des  Buches  werden  die  höheren  Berührungen  behandelt, 
insbesondere  Krämmungskreise  construirt. 

Aufgefallen  ist  uns  im  Vorwort  die  Ansicht  des  Verfassers,  dass  Be- 
trachtungen, in  denen  das  Imaginäre  eine  Rolle  spielt,  immer  im  Zusam- 
menhange mit  der  metrischen  Kreisgeometrie  stehen  sollen,  was  doch  nicht 
der  Fall  ist. 

Hannover.  Dr.  C.  Rodenberg. 

EegelschnittbttBchel  und  Eegelsohnittsohaaren.  Von  Jos.  Heller,  k.  k. 
Professor  an  der  k.  k.  Staats -Oberrealschule  in  Linz.  Selbstverlag. 
1886. 

Ein  klar  geschriebenes  Buch,  sehr  zur  Einführung  in  die  Theorie  geeignet 

Zunächst  werden  Büschel  und  Schaar  gemeinschaftlich  analytisch  be- 
handelt. Die  Wahl  dieser  Methode  geschah,  um  Ausnahmefällen  bezüglich 
imaginärer  Elemente  aus  dem  Wege  zu  gehen. 

Dann  werden  die  Polareigenschaften  entwickelt  und  die  geometrischen 
Oerter  der  Pole  und  Polaren  für  gewisse  Bedingungen,  insbesondere  die 
Oerter  der  Mittelpunkte  untersucht. 

Bei  der  Bestimmung  der  Berührungspunkte  aller  Curven  eines  C*- Bü- 
schels mit  den  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  und,  wie  auch  in  Zukunft,  der 
dualen  Aufgabe  treten  die  erzeugten  Gebilde  dritten  Grades  in  den  Kreis  der 
Untersuchungen.  Es  folgen  dann  projectivische  Betrachtungen,  insbesondere 
der  Involution  der  Schnittpunkte  der  Curve  eines  Büschels  mit  einer  Geraden 
etc.,  sowie  die  Erzeugung  der  Büschel  durch  projectivische  Drehung.  Schliess- 
lich werden  die  Arten  der  Kegelschnitte,  welche  in  einem  Büschel  vorkom- 
men ,  angegeben  unter  Berücksichtigung  der  Verschiedenheiten  in  der  Realität 
der  Basiselemente. 

Die  Erzeugung  der  allgemeinen  Curven  dritter  Ordnung  durch  Büschel 
hätte  unseres  Erachtens  wohl  noch  in  den  Plan  des  vorliegenden  Baches 
hinein  gehört.     Ferner  wäre  ein  Inhaltsverzeichniss  willkommen. 

Hannover.  Dr.  C.  Rodbnberg. 

Eine  neue  Bechenmasohine.     Von   Dr.  Eduard  Sellino,  Professor  für 
Mathematik  und  Astronomie  an  der  Universität  Würzburg.    Mit  zwei 
lithogr.  Tafeln.     Berlin,  Verlag  von  Julius  Springer.    1887.    51  S. 
In  technischen  Kreisen  war  schon  viel  von  dem  neuen,  überaus  sinn- 
reichen Mechanismus   die  Rede,   welchen  Professor  Selling  an   die 
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der  bisherigen  complicirten  Rechenmaschine  gesetzt  hat,  nnd  die  vorliegende 
Schrift  ermöglicht  es  nun  einem  Jeden ,  sich  mit  den  Grundsätzen  des  neuen 
Apparates  bekannt  zu  machen.     Der  Verf.  wirft  zunächst  einen  Rückblick 
auf  die  Geschichte  der  Rechenmaschinen,  schildert  die  Abzählvorrichtungen 
der  orientalischen  Völker,  die  genialen,  aber  über  das  Modellstadium  nicht 
hinausgekommenen    Mechanismen    von    Pascal    und    Leibniz,    und   ver- 
weilt ausführlicher  bei  den  modernen  Erfindungen,  welche  durch  die  Namen 
Babbage,  Thomas  und  Scheutz  gekennzeichnet  sind.    In  kinematischer 
Beziehung  die  grossartigste  Leistung  war  unter  diesen  die  Additionsmaschine 
jenes    englischen   Mathematikers,    welche  auch  für  automatische  Eopirung 
eingerichtet  ist,  dafür  aber  mit  ihren  2054  Schrauben  und  364  Ketten- 
gliedern als  ein  viel  zu  zarter  Organismus  erscheint,  um  allgemeinerer  An- 
wendung in   der  Praxis  theilhaftig  werden  zu   können.     Verringerung  der 
Widerstände  und  die  Erreichung  einer  gleichzeitigen  Bewegung  aller  Ma* 
.scbinentheile   war  der  Hauptzweck,  welchem  der  Verf.  zustrebte,   und  es 
gelang  auch ,  durch  Einfügung  eines  gewissen  kinematischen  Elementes  von 
doppelter  Bewegung,   auf  dessen  Beschreibung  ohne  Figur  einzugehen  sich 
natürlich  von  selbst  verbietet,  jenes  Ziel  zu  erreichen.  Bequem,  wenn  schon 
nicht  unbedingt  nothwendig  ist  es ,  keine  Theilproducte  >  26  zu  bekommen, 
und   damit  dies  geschehe,    wählt  man  statt  der  Zahlen  6,  7,  8,  9  deren 
dekadische  Ergänzungen;   der  Verf.   schreibt  für  10  —  4,    10  —  3,    10  —  2, 
10—1  resp.  ^,  g»  gl  1  und  schlagt  auch  dafür  gewisse  Wortbildungen  vor, 
welche  wir  allerdings  noch  nicht  für  endgiltig  angenommen  erachten.    Neben 
5  ist  10  —  5  =  9  nicht  unbedingt  erforderlich,  wird  aber  vom  Verf.  gleich- 
wohl aus  Zweckmässigkeitsgründen  ebenfalls  beibehalten.     Die  Bildung  der 
Theilproducte  erfolgt  mit  Hilfe   eines   Schein  er 'sehen  Pantographen  oder 
Storchschnabels;    10  Paar  geradliniger  Stäbe  sind  durch  Charniere  mitein- 
ander verbunden,  ihre  Ereuzungspunkte  seien  resp.  durch  die  Zahlen  0,  1...9 
bezeichnet,  und  wenn  dann  der  Ereuzungspunkt  1  längs  der  die  Ereuzungs- 
punkte verbindenden  Geraden  um  den  Weg  w  verschoben  wird ,  so  beschreibt 
der  Punkt  n  den  Punkt  nto.     Ist  demnach  n  eine  Ziffer  des  Multiplicandus 
und  iv  eine  solche  des  Multiplicators,  so  hat  man  unmittelbar  das  Product 
ntc  durch  die  Bewegung  der  Stangen  Verbindung  dargestellt.     Hat  man  aber 
neben  den  Ziffern  von  1  bis  5  noch  die  fünf  umgekehrten,   so  kürzt  sich 
die  Verschiebung  um  die  Hälfte  ab,  während  jetzt  allerdings  zwischen  einer 
rechtläufigen  und  rückläufigen  Bewegung  unterschieden  werden  muss.    Femer 
ist  dafür  Sorge  getragen,   dass  durch  eine  Rädercombination  der  Multipli- 
cator,  durch  eine  zweite  das  Product  automatisch  gedruckt  wird,   während 
für  den  Multiplicanden  dies  nicht  nothwendig  zu  geschehen  braucht,  durch 
einen  einfachen  Griff  jedoch  gleichfalls  bewerkstelligt  werden  kann.    Schliess- 
lich i  giebt  der  Verf.  nähere  Ausführungen  hinsichtlich  der  Handhabung  seiner 
Maschine  bei  den  arithmetischen  Grundoperationen,  wobei  auch  das  Wurzel- 
ausziehen nicht  ausgeschlossen  ist,   und  deutet  gewisse  Verbesserungen  an, 
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die  sich  an  jener,  wenn  sie  in  den  Dienst  besonderer  Probleme  gestellt 
wird,  allenfalls  noch  anbringen  lassen. 

Die  Idee  zu  seiner  Reform  des  maschinellen  Bechnens  hat  sich  Herrn 
Selling  aufgedrängt,  als  derselbe  die  ihm  übertragene  Revision  der  rech- 
nerischen Grundlagen  der  für  die  Töchter  der  bayerischen  Beamten  ein- 
gerichteten Versorgungscasse  durchführte,  eine  Arbeit,  von  deren  hoher 
Bedeutung  ffir  die  staatswissenschaftliche  Rechenkunst  wohl  nicht  überall 
genügend  Notiz  genommen  wurde  (vergl.  übrigens  des  Berichterstatters  ein- 
gehende Besprechung  der  Se Hingesehen  Arbeit  im  XII.  Jahrgang  d^ 
„Zeitschr.  f.  mathem.  u.  naturwissenschaftl.  Unterricht^).  Damals  wurde  die 
Thomas'sche  Maschine  zur  Bewältigung  des  unerm esslichen  Zahlencalcuk 
verwendet  und  erwies  sich  als  nicht  vollkommen  zureichend.  So  hofft  denn 
auch  der  Verf.,  dass  der  Nutzen  seiner  Erfindung  sich  nicht  nur  an  physi- 
kalischen und  kaufmännischen  Aufgaben  erproben  werde ,  sondern  mehr  noch 
£ui  den  „zahlreichen  politischen  und  socialen  Fragen,  in  welchen  man,  vor 
der  allzugrossen  Mühe  der  rechnenden  Lösung  erschreckend ,  sich  auf  schwan- 
kende Schätzungen  einliess**.  — Referent  hat  die  Maschine  bei  der  Wiesbadener 
Naturforscher -Versammlung  in  Action  gesehen  und  ist  von  deren  Leistungs- 
fähigkeit überzeugt. 

München.  Dr.  S.  Günther. 


A.  Steinhauser,    Onmdsüge   der   mathematisohen  Geographie  und  der 
Laadkartenprojection.    Dritte,   verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Mit  186  Holzschnitten.    Wien  1887,  Verlag  von  Fr.  Beck.    V,  155  S. 
Im  XXVII.  Bande  dieser  Zeitschrift  ward  von  uns  die  zweite  Auflage 
dieses   originellen,   seiner  ganzen  Anlage  nach  von  den  anderen  bekannten 
Lehrbüchern  der  astronomischen  Geographie  abweichenden  Werkes  besprochen, 
I  und  es  gereicht  uns  zum  Vergnügen ,  heute  constatiren  zu  können ,  dass  dem 

trotz  hohen  Alters  mit  jugendlicher  Rüstigkeit  fortarbeitenden  Verfasser  die 
Freude  vergönnt  war,  nach  verhältnissmässig  kurzer  Frist  diese  neue  Aus- 
gabe veranstalten  zu  dürfen.  Die  beiden  ersten  Abtheilungen,  die  mathe- 
matisch-technischen Vorbegriffe  und  die  Stellung  der  Erde  im  Weltenranm 
behandelnd,  sind  allerdings  so  gut  wie  unverändert  geblieben;  daftir  aber 
sind  dem  dritten  Abschnitte,  der  Kartenentwurfslehre,  ziemlich  bedeutende 
Erweiterungen  und  Verbesserungen  zu  Theil  geworden,  für  welche  hanpt- 
Bächlich  die  Arbeiten  von  Tissot  und  Zoeppritz  das  Material  geliefert 
haben,  um  die  Unterschiede  beider  Auflagen  richtig  zu  würdigen,  stellen 
wir  fest,  dass  die  vier  ersten  Paragraphen  ebenso  wie  die  auf  Flächen- 
bereclmung,  Ländergliederung  und  Verfertigung  der  Olobussegmente  bezüg- 
lichen Bemerkungen  wesentlich  unverändert  geblieben  sind ;  im  TJebrigen  isi 
wenn  die  deutschen  Ziffern  der  zweiten,  die  römischen  der  dritten  Auflage 
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entsprechen,  §  6  =  V,  §  7  =  XI,  §  8  =  VI,  §  9  =  VII,  §  10  =  XH,  §  11 
=  XIII,  §  12  =  XIV,  §  13  =  XV,  §  14  =  IX,  §  15  =  XVII,  §§  16  und 
17  gSnzlich  umgeformt,  §  18  =  XXV,  §  19  =  XXVI,  §  20  =  XXVÜ,  §  21 
=  XXVIII ,  §  22  =  XXIX ,  §  23  =  XXX ,  §  24  ==  XXXI ,  §  25  =  XXXIII, 
§  26  =  XXXIV,  §  30  =  XXXVI.  Diese  Verschiebungen  erfolgten  theil- 
weise  der  Methode  wegen,  theil weise,  um  neue  Paragraphen  für  die  Be- 
rflcksichtigung  solchen  Stoffes  zu  gewinnen,  dessen  früher  nicht  gedacht 
war  oder  auch  wohl  noch  gar  nicht  gedacht  werden  konnte.  So  sind  nun- 
mehr die  „externen'' Abbildungen  (De  la  Hire,  James,  Fischer-Neil) 
als  gleichberechtigt  neben  die  stereographische  und  orthographische  Projec- 
tion  einerseits,  neben  die  gnomonische  andererseits  gestellt,  die  „flächen- 
treuen'' Projectionen  wurden  eingehender  abgehandelt,  indem  nun  auch  die 
herzförmige  Manier  von  Stabius  und  Lamberts  Modification  der  stereo- 
graphischen  Projection  neben  derjenigen  von  Mollweide-Babinet  zu 
grösserer  Geltung  kamen,  sowohl  die  filtere  „Olobularprojection^  (von  61a- 
rean-Nicolosi),  als  auch  die  neuere  (von  Nell-Debes)  wurden  mit  be- 
sonderen Paragraphen  bedacht,  und  vor  AUem  ward  die  so  vielgestaltige 
conische  Abbildung,  welche  früher  nur  etwas  stiefmütterlich  weggekommen 
war,  gründlich  erOrtert.  Nicht  blos  die  älteren  Halbstembilder,  sondern 
auch  die  von  Herrn  Steinhauser  selbst  erfundene  „conopterische  Projec- 
tion **  und  Arn d 's  Abbildungsmethode  mit  ihrem  die  Kugel  in  zwei  Parallel- 
kreisen dorchstossenden  Kegelmantel  sind  aufgenommen;  endlich  gilt  ein 
Gleiches  auch  für  jene  Projection,  welche  Tissot  der  von  ihm  erfolgreich 
bekämpften  Bonne 'sehen  Karte  mit  krummen  Meridianen  und  krummen 
Parallelen  substituirte.  Die  „polyedrischen"  Karten,  die  man  aber  doch 
besser  durch  „poljconische^  ersetzt,  werden  zum  Schlüsse  gleichfalls  erwähnt. 

Die  bekannte  Sauberkeit  und  Klarheit  der  Darstellung,  welche  dem 
Verf.  eigentkümlich  ist ,  wird  der  Leser  auch  in  den  neu  hinzugekommenen, 
schwierigeren  Partien  nirgends  vermissen;  die  Ausstattung  ist  die  gleiche, 
schöne,  wie  früher.  Nur  zu  einer  Angabe  auf  S.  8  müssen  wir  uns  eine 
Oegenbemerkung  gestatten:  Für  die  Unmöglichkeit,  n  ezact  darzustellen, 
ist  wohl  nicht  die  j,Incommensurabilität''  dieser  Zahl  massgebend,  wie  es 
hier  heisst,  sondern  ein  ganz  anderer  Umstand,  über  welchen  gewisse  Unter- 
suchungen des  letzten  Jahrzehntes  wohl  genügend  Licht  verbreitet  haben. 

München.  Dr.  S.  Oünthbr. 


J.  VAN  Bebbbb,  Handbuch  der  ausübenden  Wlttenmgskunde.     II.  Theil: 
Gegenwärtiger   Zustand    der  Weiterprognose.      Mit  einem   Vorwort 
von  Buts-Ballot.    503  S.  nebst  einer  Wolkentafel  und  66  Holz- 
schnitten.    Stuttgart,  Verlag  von  Ferd.  Enke.     1886. 
Durch  den  II.  Theil  des  oben  bezeichneten  Handbuches  hat  die  meteoro- 
logische Literatur  eine  neue  wesentliche  Bereicherung  erfahren.     Es  ist  aber 
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in  diesem  Werke  nicht  blos  eine  Vermehrung  des  allgemeinen  Wissens  ge. 
boten,  sondern  vor  Allem  einem  Bedürfniss  der  Praxis  Oenüge  geleistet 
worden.  Und  wir  können  hier  das  Wort  Praxis  wohl  im  allgemeiiisten 
Sinne  gebrauchen.  Mit  vollem  Rechte  kann  man  behaupten ,  dass  das  Inter- 
esse für  Meteorologie  sich  in  immer  weitere  Kreise  verbreitet.  Zahlreiche 
Kräfte  reichen  sich  die  Hände  ^  um  in  lehrender  Thätigkeit  diese  Ausbreitong 
zu  fördern.  So  wünschenswerth  es  nun  vor  AUem  für  den  Lehrer  sein 
muss ,  den ,  wenn  auch  in  den  Hauptzügen  übereinstimmenden ,  im  Einzelnen 
doch  verschiedenen  technischen  Betrieb,  mit  welchem  die  ausübende  Wit- 
terungskunde in  den  einzelnen  Ländern  arbeitet,  kennen  zu  lernen  und  die 
Besultate  zu  überblicken,  welche  bis  jetzt  erreicht  wurden,  so  ist  diese 
Kenntniss  bisher  doch  nur  Demjenigen  vergönnt  gewesen,  dem  der  Besuch 
grösserer  meteorologischer  Institute  und  reicher  Bibliotheken  möglich  ist 
Van  Bebber  bietet  nun  in  seinem  Werke,  wir  möchten  wohl  sagen,  fast 
Alles,  was  erwähnenswerth  ist,  dem  Lehrenden  zur  weiteren  Verwendung 
dar.  Aber  auch  Derjenige,  der  nur  lernend  an  diese  Lecture  herantritt 
wird  das  Erscheinen  dieser  Arbeit  mit  lebhafter  Freude  begrüssen  müssen, 
indem  die  treffliche  Systematik  des  Buches  ihn  in  kürzester  Zeit  einen 
üeberblick  über  die  praktische  Meteorologie  gewinnen  lässt. 

Das  erste  Capitel  schildert  den  gegenwärtigen  Zustand  der  Wettertele- 
graphie.  Wir  lernen  zunächst  die  drei  Hauptsysteme  des  telegraphischen 
Wetterdienstes  kennen.  Die  Ausdehnung  des  betreffenden  Netzes,  die  mehr 
oder  minder  freie  Verfügbarkeit  des  Telegraphen,  die  Wahl  der  Beobach- 
tungstermine, welche  theils  durch  wissenschaftliche  Gründe,  theils^  durch 
Rücksichten  auf  die  praktischen  Verhältnisse  des  täglichen  Lebens  beeinflusst 
ist,  alle  diese  in  einander  eingreifenden  Factoren  bringen  schon  von  vorn- 
herein wesentliche  unterschiede  in  den  Grundlagen  des  Wetterdienstes  hervor. 
Bestimmt  sich  durch  diese  Gründe  schon  das  beschaffbare  Material,  so  erfährt 
die  Entwickelung  des  wettertelegraphischen  Dienstes  weiter  noch  wesentüche 
Aenderungen  nach  Massgabe  der  staatlichen  oder  privaten  Mittel,  welche 
für  die  Ausbeutung  des  täglichen  Materials  geboten  sind.  Hierdurch  ist 
natürlich  ebensowohl  das  Sturm warnungswesen  an  der  Küste  beeinflusst,  als 
besonders  der  eigentliche  tägliche  Prognosendienst  für  grössere  Gebiete.  Von 
höchster  Bedeutung  ist  für  den  letzteren  die  Betheiligung  der  Presse,  deren 
Mithilfe  bei  Verbreitung  der  täglichen  Witterungsnachrichten  in  den  einzel- 
nen Ländern  sehr  verschieden  ist.  Ausführliche  Mittheilungen  über  alle 
diese  Punkte,  sowie  über  die  Wetterberichte  der  meteorologischen  Ceniral- 
anstalten,  von  denen  einige  reproducirt  werden,  gestatten  dem  Leser,  sich 
rasch  eingehende  Kenntniss  dieser  Verhältnisse  zu  verschaffen,  wobei  der 
Autor  selbst  eine  Reihe  von  Vorschlägen  zur  Verbesserung  des  wettertele- 
graphischen Verkehrs  bringt. 

Nach  dieser  Schilderung  des  technischen  Betriebes  wendet  sich  der  Ve^ 
fasser  der  Frage  nach  der  physikalischen  Erklärung  der  Wittemngsvoigftnge 
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zn.  Aach  für  die  Meteorologie  im  engeren  Sinne,  also  für  die  Lehre  vom 
Wetter  als  einer  Reihe  von  Vorgängen ,  ist  die  erste  wissenschaftliche  Omnd- 
lage  die  Kenntniss  der  mittleren  durchschnittlichen  Verhältnisse  in  der  Ver- 
theilnng  der  meteorologischen  Elemente  nach  Baum  und  Zeit.  Der  Verfasser 
giebt  daher  einen  Abriss  der  Elimatologie.  Wir  möchten  gerade  diesen 
Theil  als  besonders  gelungen  bezeichnen,  indem  der  Verfasser  hier  die 
schwierige  Aufgabe  löste ,  in  scharf  markirten  Zügen  aus  der  grossen  Menge 
des  Yorhandenen  Materials  alles  das  zu  geben,  was  für  den  vorliegenden 
Zweck  nöthig  ist,  ohne  einerseits  zu  flüchtig  zu  werden  oder  andererseits 
zu  weit  zn  gehen.  Von  wesentlicher  Bedeutung  ist  für  diesen  Abschnitt 
auch  das  reiche  und  sorgfältig  behandelte  Literaturverzeichniss ,  auf  welches 
wir  noch  zurückkommen  werden. 

Mit  den  beiden  nächsten  Abschnitten ,  der  Darlegung  der  physikalischen 
Verhältnisse  innerhalb  der  barometrischen  Maxima  und  Minima  und  deren 
Wechselwirkung  geht  nun  der  Verfasser  auf  die  wissenschaftliche  Grundlage 
der  praktischen  Meteorologie  über.  Sorgföltiges  Studium  und  Kenntniss  der 
Literatur  verbinden  sich  mit  langjähriger  Praxis  und  den  Erfahrungen  spe- 
cieller  eigener  Forschung,  um  dem  Verfasser  mehr  wie  jedem  Andern  die 
Fähigkeit  zu  geben,  hier  eine  erschöpfende  Zusammenfassung  des  bisher 
Bekannten  zu  bieten.  Wir  müssen  es  uns  versagen,  hier  auf  die  erschöpfende 
Ausbeute  einzugehen,  welche  aus  der  früheren  Literatur  gezogen  wurde, 
und  weisen  nur  auf  jene  Theile  hin,  welche  die  „typischen  Witterungs- 
erscheinungen" und  die  „Zugstrassen  der  Depressionen''  behandeln.  Es  sind 
ja  gerade  die  hier  einschlägigen  Untersuchungen  so  recht  das  eigentliche 
Arbeitsfeld  wissenschaftlicher  Forschung,  auf  dem  der  Autor%persönlich  Her- 
vorragendes geleistet  hat.  Das  Verständniss  der  an  dieser  Stelle  gebotenen 
Theorien  und  Erfahrungssätze  wird  durch  die  ausserordentlich  reiche  Aus- 
stattung an  kartographischen  Beilagen,  welche  das  Werk  überhaupt  und 
besonders  dieser  Theil  gefunden  hat,  wesentlich  erleichtert. 

Auf  Grund  des  Vorangehenden  giebt  dann  der  Autor  eine  Anleitung 
zur  Aufstellung  der  Prognosen  auf  Grund  der  Wetterkarten.  Wir  möchten 
im  Ganzen  und  Grossen  dem  Herrn  Verfasser  auch  in  diesem  Punkte  zu- 
stimmen, halten  es  aber  doch  immerhin  für  gefährlich,  für  die  Prognosen- 
stellung einen  Schematismus  zu  geben,  wie  es  hier  geschehen  ist.  Für 
Norddeutschland  mag  dies  noch  eher  angehen,  da  dasselbe  den  Haupt- 
depressionsstrassen  näher  liegt  und  damit  auch  die  Vorgänge  sich  dort  viel 
charakteristischer  entwickeln.  Für  Süddeutschland  und  besonders  für  das 
alpine  Gebiet  liegt  die  Sache  viel  schwieriger.  Häufig  springt  vom  Süd- 
westen her  ein  Ausläufer  eines  barometrischen  Maximums  keilförmig  über 
das  Alpengebiet  vor,  wie  ihn  auch  vanBebber  mehrfach  zeichnet.  Allein 
dessen  Umgestaltung  kann  bis  zum  nächsten  Morgen  in  der  verschieden- 
artigsten Weise  vor  sich  gehen;  er  kann  sich  wieder  nach  dem  Südwesten 
sorückziehen,   kann  abreiesen  und  als  selbstständige  Lisel. hohen  Dmckes 
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über  den  Alpen  bestehen  bleiben,  oder  kann  am  nächsten  Morgen  mit  einem 
östlich  gelegenen  Maximum  in  Fühlung  treten  und  sich  als  Sattel  höheren 
Druckes  über  Centraleuropa  hinziehen.  Je  nachdem  die  eine  oder  die  an- 
dere  dieser  Formen  eintritt  oder  sich  auch  nur  die  Aze  des  Ausl&ufers  ein 
wenig  nördlich  oder  südlich  vom  Hauptkamme  der  Alpen  verschiebt,  ist  die 
Wetterlage  für  Süddeutschland  und  speciell  fttr  das  Alpenvorland  eine  wesent- 
lich andere.  Ebenso  wird  durch  secundftre  Barometermaxima  in  der  Poebene 
und  am  Südabhang  der  Alpen,  oder  im  Gegensatz  dazu  durch  Depressionen, 
die  vom  Mittelmeerbecken  über  die  Alpen  übergreifen,  die  Witterung  ftr 
das  alpine  Oebiet  und  die  seh wftbisch  -  bayerische  Hochebene  wesentlich  be- 
einflusst,  so  dass  in  diesen  Landestheilen  völlig  andere  Witterung  herrscht, 
als  bereits  nördlich  der  Donau.  Wir  möchten  natürlich  mit  dieser  Bemer- 
kung dem  Verfasser  durchaus  keinen  generellen  Vorwurf  machen  und  wollten 
nur  durch  Beispiele  auf  die  Schwierigkeit  einer  allgemeinen  Prognosen- 
stellung für  grössere  Gebiete  hinweisen ,  welche  die  Aufstellung  eines  sche- 
matischen Schlüssels  für  dieselbe  etwas  weitgehend  erscheinen  lässt  Doch 
werfen  wir  noch  einen  Blick  auf  die  letzten  Theile  des  reichen  Handbuchs. 
Zuvörderst  treffen  wir  noch  einen  Bericht  über  ähnliche  Bestrebungen  zur 
Förderung  der  Wetterprognosen  in  Frankreich ,  Grossbritannien  und  Italien, 
und  über  die  Anwendung  localer  Beobachtungen  auf  die  Wetterprognose. 
Bezüglich  letzterer  wird  besonders  die  vielbesprochene  Nachtfrostprognoae 
sorgfältig  behandelt  Eingehend  wird  noch  die  Frage  nach  der  Möglichkeit 
von  Wetterprognosen  auf  längere  Zeit  discutirt,  woran  sich  noch  eine  Be- 
sprechung der  Aufeinanderfolge  von  unperiodischen  Witterungserscheinungeo, 
sowie  der  Prognosenbezirke  schliesst.  Im  Anhange  werden  noch  die  Regeln 
mitgetheilt,  welche  die  maritime  Meteorologie  für  das  Manövriren  der  See- 
schiffe gegeben  hat,  sowie  eine  Reihe  nützlicher  Hilfstafeln.  Ein  ausführ- 
licher Nachweis  über  die  benützte  Literatur  erhöht  die  praktische  Bedeutung 
des  Handbuchs  für  Lehr-  und  Lemzwecke.  Ein  sorgfältiges  Sach-  und 
Namenregister  für  beide  Bände  bildet  den  Schluss, 

Wir  möchten  das  Werk,  welches  von  der  Verlagsbuchhandlung  in  frei- 
gebiger Weise  ausgestattet  wurde,  jedem  Freunde  der  Meteorologie  bestens 
empfehlen.  ^^^^^  ^^ 

Brdprofll  der  Zone  von  31^  bis  66^  n.  Br.  im  HaassverhftltBiss  1:1  Kl- 
lion.   Von  Ferdinand  Linqo.    Verlag  und  Ausführung  von  der  k.  b. 
priv.  Eunstanstalt  von  Piloty  &  Lochle  in  München.     1886. 
Eine  hervorragende  Leistung,  die  von  gleicher  Originalität  in  der  An- 
lage wie  von  Sorgfalt  in  der  Durchführung  ist,  liegt  in  Li ngg's  Erdprofil 
vor  uns. 

Der  Gedanke,  aus  welchem  dieses  Werk  entsprang,  ist  der,  eine  gra- 
phische Darstellung  zu  schaffen,  welche  uns  ein  möglichst  richtiges  Bild 
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der  Erde  gewährt  und  also  sowohl  die  Krümmung  der  Erdoberfläche,  wie 
aach  das  Belief  derselben  im  richtigen  VerhSltniss  der  einzelnen  Theile 
unter  sich  und  zum  Ganzen  erkennen  lägst«  Dieser  Oedanke  ist  ja  an  und 
ftlr  sich  höchst  einfach ,  seiner  Ausführung  stellen  sich  aber  enorme  Schwie* 
rigkeiten  entgegen.  Die  sogenannten  Reliefkarten  oder  gar  die  Beliefgloben, 
welche  eine  Annäherung  an  die  gestellte  Aufgabe  anstreben,  sind  völlig 
aoBser  Stande,  dieser  Forderung  gerecht  zu  werden,  weil  bei  ihnen  allen 
der  Maassstab,  in  welchem  die  vertikalen  Erstreckungen  dargestellt  werden, 
aus  technischen  Gründen  ein  ganz  anderer  sein  muss  als  jener,  der  für 
horizontale  Dimensionen  benützt  wird.  Das  Gleiche  gilt  bei  den  Profilen, 
welche  für  einzelne  Landes-  und  Gebirgstheile  angefertigt  werden.  Wir 
wollen  ganz  absehen  von  jenen  unvergesslichen  Bildern  von  „Zuckerhutvor- 
rSthen'^,  die  wir  leider  auch  heutzutage  noch  als  Gebirgsprofile  in  den  Lehr- 
mittelsammlungen der  Elementar-  und  Mittelschulen  treffen  und  die  nach 
unserer  Ansicht  eher  angethan  sind ,  eine  richtige  Vorstellung  zu  verhindern 
als  sie  zu  gewähren,  auch  die  Profile,  welche  in  fachmännischen  geogra- 
phischen und  geologischen  Werken  enthalten  sind,  fordern  ein  bedeutendes 
Maass  von  Ueberlegung ,  wenn  nicht  durch  die  dort  nöthige  Verzerrung  des 
Horizontal  -  und  Vertikalmaassetabes  die  richtige  Erkenntniss  gestört  werden 
soll.  Natürlich  soll  durch  diese  Worte  nicht  etwa  der  hohe  Werth  dieser 
letzteren  Profile  verringert  werden;  sie  entspringen  vielmehr  nur  aus  der 
Befriedigung,  mit  der  wir  Lingg's  Profil  begrüssen.  Wir  legen  auf  das- 
selbe schon  darum  einen  ganz  besondern  Werth,  weil  es  uns  die  geistige 
Beduction  der  verzerrten  Profile  auf  die  richtigen  Verhältnisse  wesentlich 
erleichtert. 

Lingg  giebt  in  seinem  Profil  einen  Vertikaldurchschnitt  durch  die 
Erde  und  ihre  Atmosphäre  und  sucht  in  demselben  die  sämmtlichen  geo- 
physikalischen Verhältnisse,  soweit  es  nur  immer  möglich  ist,  zur  graphi- 
schen Darstellung  zu  bringen.  Die  räumliche  Erstreckung  des  entstehenden 
Bildes  legt  dem  Autor  die  Mässigung  auf,  sich  auf  das  Profil  eines  Theils 
TOD  einem  Meridianbogen  zu  beschränken.  Der  gleiche  technische  Grund 
bestimmt  auch  die  Verjüngung ,  welche  als  1 : 1  Million  angenommen  wurde, 
so  dass  also  1  km  der  Wirklichkeit  durch  1  mm  im  Tableau  wieder- 
gegeben ist 

Das  Tableau,  das  eine  Höhe  von  51  cm  und  eine  Länge  von  375  cm 
hat,  giebt  zunächst  einen  meridionalen  Schnitt  durch  Centraleuropa.  Das 
Ganze  erstreckt  sich  von  3P  bis  65^  n.  Br.  und  verbindet  die  Schnittlinie 
Tripolis  an  der  afrikanischen  Küste  mit  Drontheim  in  Norwegen,  um  die 
Lage  der  durch  das  Tableau  dargestellten  Durchschnittsfiäche  zu  dem  Erd- 
ganzen ,  sowie  den  Zusammenhang  mit  den  verschiedenen  Linien  und  Punkten, 
welche  in  der  mathematischen  Geographie  unterschieden  werden ,  anschaulich 
zu  machen,  ist  dem  Tableau  ein  schematischer  Durchschnitt  der  Erdkugel 
in  1:50  Millionen  beigegeben. 
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Das  Tahleau  schliesst  in  seiner  Gesammtheit  nan  folgende  Hanpi^tand- 
theile  ein : 

A.  Die  mathematisch* geographischen  VerhSltnisse ; 

B.  das  Belief  der  Erdoherfläche ,  zunftchst  sgeciell  dargestellt  nach  der 
schon  bezeichneten  Durchschnittslinie.  Dasselbe  findet  aber  dann  noek 
eine  Ergänzung  durch  eine  Art  von  Panorama.  Denkt  man  sich  nlm- 
lich  die  Erde  rotirend ,  den  ursprünglichen  Durchschnittsmeridian  aber 
festgehalten,  so  kommen  nach  und  nach  alle  Theile  der  Erde,  welcbe 
in  der  Zone  vom  31.  bis  65.  Gr.  n.  Br.  liegen,  durch  den  Meridiu 
hindurch.  Die  bedeutenderen  Berge,  sowie  die  betrSchtlicheren  Bin- 
Senkungen  des  Meeresbodens  rings  um  den  ganzen  Gürtel  sind  dann 
in  richtiger  Position  eingetragen,  wobei  die  Feinheit  der  Zeicfanong 
noch  immer  völlige  Uebersichtlichkeit  gestattet; 

C.  geologische  Verhaltnisse; 

D.  die  Constitution  der  Atmosph&re  mit  einigen  WitterungsyorgSngen 
und  der  optischen  Erscheinungen; 

E.  erdmagnetische  Verhältnisse  und  die  Nordlichtserscheinungen. 

Wir  müssen  es  uns  versagen,  hier  auf  die  Details  einzugehen,  and 
möchten  nur  darauf  hinweisen,  dass  das  Profil  uns  eine  klare  Vorstellang 
von  dem  Betrage  der  Erdabplattung  gewährt,  sowie  von  dem  Unter- 
schiede der  geographischen  und  geooentrischen  Breite.  Bei  den 
geologischen  Verhältnissen  erscheint  besonders  die  Einzeichnung  der  wich- 
tigsten Erdbebencentren  hoch  interessant.  Man  erstaunt,  wie  nahe  diese 
Punkte  der  Erdoberfläche  liegen  im  Verhältniss  zur  gesammten  Wölbung 
der  Erde.  In  jenen  Theilen,  welche  der  Physik  der  Atmosphäre  gewidmet 
sind,  findet  man  Linien  eingetragen,  welche  als  ;, Linien  gleicher  Bruchtheile 
der  Atmosphäre^  bezeichnet  sind.  Der  Autor  bestimmt  nämlich  die  Höhen, 
über  welchen  noch  bestimmte  Bruchtheile  der  ganzen  Atmosphärensäule  dem 
Gewichte  nach  liegen.  Diese  Curven  sind  als  Ellipsen  concentrisch  mit  jener  des 
Erddurchschnitts  eingezeichnet.  Wenn  auch  neuere  Forschungen  nachgewie- 
sen haben,  dass  dies  am  Rande  der  Atmosphäre  nicht  mehr  zulässig  ist, 
so  dürfte  es  wohl  noch  innerhalb  der  Grenzen  giltig  sein,  bis  zu  welchen 
sich  das  Lingg'sche  Profil  erstreckt,  also  bis  zu  einer  Höhe  von  2(XJkm. 
Es  lässt  sich  vielleicht  über  die  völlige  Richtigkeit  dieser  Linien  Manches 
sagen,  aber  sie  bezwecken  ja  zunächst  nur,  uns  eine  VorsteUung  von  den 
allgemeinsten  Verhältnissen  zu  geben.  Bei  der  enormen  Sorg^Eilt,  mit  der 
das  Profil  gezeichnet  ist,  liegt  ein  nicht  zu  unterschätzender  Werth  des- 
selben auch  in  dem  umstände,  dass  es  gerade  für  solche  Fragen  von  dem 
Fachmanne  sofort  als  Basis  für  weitere  graphische  Constrnctionen  benfitit 
werden  kann.  Nach  Art  von  Diagrammen  finden  wir  auch  noch  die  Ab- 
nahme des  Luftdruckes,  der  Temperatur  und  des  Dunstdruckes  mit  der 
Höhe  eingezeichnet.  Den  Bewölkungsersoheinnngen  ist  insofern  Rechnung 
getragen,  als  Repräsentanten  der  wichtigsten  Wolkenformen  an   einielnea 
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Pankten  in  jenen  Höhen  eingezeichnet  sind,  in  welchen  sie  gewöhnlich  anf- 
treten,  wodurch  auch  die  neutrale  Zwischenregion  zwischen  den  oberen  und 
unteren  Wolken,  welche  meist  verschiedene  Zugsrichtnng  haben,  gekenn- 
zeichnet ist.  Auch  der  Znsammenhang  zwischen  Gewitter  nnd  Wetterleuchten 
findet  eine  interessante  Darstellnng.  In  der  Uebersichtstafel  ist  auch  noch 
das  grosse  Nordlicht  vom  25.  Ootober  1870  eingezeichnet,  sowie  ein  sehe- 
matischer  Durchschnitt  der  Nordlichtringe  nach  Nordenskjöld. 

Dem  Profil  ist  noch  eine  Karte  von  Europa,  sowie  eine  Mercator- 
Karte  der  £rde  beigegeben,  in  welch'  letzterer  die  dargestellte  Zone  klar 
hervorgehoben  ist.  Diese  Karten  in  Verbindung  mit  einem  sorgftltigen 
alphabetischen  Register  ergeben  die  Möglichkeit,  alle  die  vielen  Einzelheiten 
des  ganzen  Werkes  rasch  aufzusuchen. 

Wir  können  diese  Arbeit  wirklich  nur  als  eine  Musterleistung  in  jeder 
Hinsicht  begrüssen.  Die  moderne  Geographie  hat  durch  sie  ein  ebenso  ori- 
ginelles wie  praktisches  neues  Anschauungsmittel  erhalten,  dessen  Kenntniss- 
nähme  wir  dem  Geographen  von  Fach  wie  dem  Freunde  der  Wissenschaft 
bestens  empfehlen  wollen.  Fritz  Erk 


Slektrioit&t  nnd  Hagnetisrnns  als  kosmotelliirische  Kr&fte.  Von  Dr. 
Thsodor  Höh,  Professor  der  Physik  am  k.  Lyceum  zu  Bamberg. 
18  Bogen  in  8^.     A.  Hartleben's  Verlag  in  Wien. 

Das  dunkelste  Capitel  auf  dem  Gebiete  der  Physik  ist  ohne  Zweifel 
die  Lehre  von  der  Elektricitftt  und  von  dem  Magnetismus,  insofern  diese 
ohne  Znthun  des  Menschen  in  der  freien  Natur  als  kosmotellurische  Agentien 
auftreten.  Sie  bietet  in  der  unendlichen  Zahl  von  zusammenwirkenden 
Factoren  die  Schwierigkeiten  der  Meteorologie;  w&hrend  aber  letztere  wenig* 
stens  so  lange,  als  sie  sich  nur  mit  Luftdruck,  Wttrme,  Condensation  der 
Waeserdftmpfe  u.  s.  w.  befasst,  einen  in  theoretischer  Beziehung  ziemlich 
geebneten  Boden  hat,  kommt  bei  dem  Magnetismus  und  der  Elektricität 
noch  die  Schwierigkeit  hinzu,  dass  wir  Aber  das  Wesen  beider  vollstftndig 
im  unklaren  sind. 

Sicherlich  kann  man  den  Physikern  keine  Schuld  an  dem  unfertigen 
Zustande  der  in  Bede  stehenden  Doctrin  beimessen ,  im  Gegentheil ,  sie  haben 
sieh*  eben  des  Bäthselhaften  darin  wegen  und  um  der  Allgegenwart  der 
Erscheinungen  willen  redlich  bemüht,  das  Dunkel  aufzuhellen,  und  die  ein- 
schlägige Literatur  ist  darum  nicht  nur  eine  sehr  grosse,  sie  ist  auch  eine, 
sehr  zerstreute.  Wie  die  Erscheinungen  tlberall  in  der  Natur,  so  sind  die 
Arbeiten  darüber  allenthalben  in  der  Literatur  zu  finden.  In  alten  und 
nenen  Büchern,  in  astronomischen  und  rein  physikalischen  Werken,  in  den 
Schriften  der  Akademien  und  anderer  wissenschaftlichen  Vereine,  überall 
findet  man  Arbeiten  darüber,  und  wie  allenthalben,  je  unerklärbarer  ein 
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Gegenstand  ist,  nm  so  üppiger  die  verschiedensten  Theorien  aafwnchem,  so 
auch  hier. 

Bei  diesem  (Gewirr  yon  Beobaohtangen  nnd  Theorien  ist  es  nun  ftr 
Denjenigen,  welcher  sich  mit  denselben  Gegenständen  be&ssen  will,  Ton 
grossem  Werthe,  ein  Bach  zu  besitzen,  in  dem  alle  diese  Sachen  bis  in 
den  Arbeiten  der  neaesten  Zeit  in  möglichster  Vollständigkeit  besprochen 
sind,  weil  man  sich  dabei  jedenfalls  die  Mtthe  des  selbststBndigen  Anf- 
suchens  erspart,  nnd  in  dieser  Beziehung  dürfte  auf  das  oben  angef&hrte 
Buch  aufmerksam  zu  machen  sein.  Es  ist  nichts  wesentlrch  Neues  darin,  ab« 
das  Alte  ist  mit  grossem  Fleisse  zusammengestellt         ^  q^  Wittwer. 


Die  Physik  Plato^s,  eine  Studie  auf  Grund  seiner  Werke.  Programm  zur 
Schlussfeier  des  Schuljahres  1886  —  87  an  der  kOnigl.  E^reis- Real- 
schule. Von  Dr.  Benedikt  Rothi.auf,  k»  Beallehrer.  51  S.  Mün- 
chen 1887. 

Wenn  wir  diesen  Titel  eines  uns  freundlich  zugeschickten  Programms 
mit  Vergnügen  zum  Abdruck  bringen,  so  müssen  wir  leider  hinzusetsen, 
dass  die  Münze  eine  Kehrseite  besitzt.  Auf  der  letzten  Seite  finden  sich 
nämlich  die  yerhängnissyollen  Worte:  „Hiermit  ist  der  vom  kOnigl.  Beeto- 
rate  dem  Verfasser  zur  Verfdgung  gestallte  Raum  erschöpft;  Fortsetanng 
folgt  in  einem  späteren  Programme.*'  Wir  brauchen  freilich  diese  Worte 
nicht  mit  LascicUe  ogni  speranza  als  gleichbedeutend  aufzuflusen,  denn 
brieflicher  Mittheilung  des  Herrn  Verfassers  zufolge  wäre  müglioherweise 
schon  im  nächsten  Jahre  die  Fortsetzung  und  in  ihr  der  Schluss  der  Ab- 
handlung zu  gewärtigen,  welche  selbst,  wenn  nicht  zeitlich,  doch  inhaltlich 
an  das  Programm  von  1878  sich  anschliesst,  mit  der  wirBd.  XXIII,  bist- 
lit.  Abth.  S.  169—170  unsere  Leser  bekannt  machten.  Jedenfalls  aber  — 
und  darauf  bezieht  sich  unser  oben  gebrauchtes  „leider*  —  ist  das  dies- 
jährige Programm  nur  Bruchstück ,  das  unmöglich  den  vollen  Eindruck  her- 
vorbringen kann,  welcher  von  der  vollendeten  Arbeit  zu  erwarten  ist.  Es 
ist  von  folgenden  Dingen  die  Rede:  von  der  Unmöglichkeit  eines  leereo 
Raumes,  von  der  Oestalt  der  Elementarkörper,  von  ihrer  leichteren  und 
schwereren  Bescha£Fenheit,  von  der  Statik,  vom  Stosse,  von  den  Flüssig- 
keiten mit  Einschluss  der  Luft,  vom  Luftdrucke,  von  der  Verwandlung  der 
Stoffe  in  einander,  von  Elektricität  und  Magnetismus,  von  Musik. 

In  Ausstand  bleibt,  soviel  wir  sehen,  die  eigentliche  Schalllehre ,  die 
Lehre  vom  Lichte  und  dem  Sehen,  die  Wärmelehre,  die  Lehre  von  den 
Himmelskörpern  und  ihren  Bewegungen ,  mithin  Oegenstände  genug  für  ein 
Programm  von  mindestens  gleichem  Umfange  mit  dem  diesjährigen. 

Wir  haben  die  behandelten  Dinge  flüchtig  genannt.  Bei  ihrer  Bearbei- 
tung hat  Herr  Rothlauf  grundsätzlich  keinerlei  Literatur  zu  Rathe  ge- 
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zogen,  sondern  sich  auf  die  Schriften  Plato's  als  alleinige  Quelle  beschränkt. 
Das  ähnliche  Verfahren  in  der  Abhandlung  von  1878  haben  wir  entschul- 
digt Herr  Roth  lauf  wnsste  damals  nicht,  dass  sein  Gegenstand  schon 
Bearbeitung  gefunden  hatte;  er  konnte  mithin  nicht  prüfen,  von  dessen 
Vorhandensein  er  in  Unkenntniss  war.  Auf  die  Vorarbeiten  insbesondere^ 
Martinas  in  seiner  Timäus- Ausgabe  ausdrücklich  hingewiesen,  musste  er 
unseres  Dafürhaltens  yor  der  eigentlichen  Niederschrift  seiner  auf  persön- 
licher Forschung  fussenden  Ansichten  die  anderer  Bearbeiter  prüfend  ver- 
gleichen ,  und  wir  hoffen ,  er  werde  bei  den  nocb  ausstehenden  Capiteln  sich 
zn  dieser  allgemeinen  Oelehrtensitte  bequemen,  deren  absichtliche  Ver- 
meidang  denn  doch  den  Schein  einer  Selbsteingenommenheit  gewinnt,  welche 
wir  dem  Verfasser  in  Wahrheit  nicht  zutrauen.  Ausser  auf  Martin  möch- 
tea  wir  Herrn  Bothlauf  auch  auf  He  Her 's  Geschichte  der  Physik  auf- 
merksam machen,  in  deren  erstem  Bande  gerade  Plato  mit  grosser  Vor- 
liebe handelt  ist. 

Von  Einzelheiten  heben  wir  nur  Eines  hervor,  um  Verwahrung  dagegen 
einzulegen.  Die  Erfindung  der  Schraube  durch  Archimed  wird  S.  19 
angezweifelt  und  der  Anspruch  des  Archytas  von  Tarent  auf  diese 
Erfindung  für  begründeter  gehalten,  weil  Plato  sich  des  Wortes  Ui^  be- 
dient Auf  diese  Beweisführung  hin  könnte  man  Homer  als  Schrauben- 
erfinder  rühmen,  bei  welchem  ?Ai$  für  Armband  bereits  vorkommt!  ?Ai$ 
heisst  eben  jeder  in  Windungen  verlaufende  Gegenstand  und  hat  die  Be- 
deutung „Schraube**  gewiss  erst  nachträglich  angenonunen.  Die  Erfinder- 
frage selbst  wollen  wir  hiermit  nicht  entschieden  haben,  nur  die  Entschei- 
dung von  der  Wortbenutzung  abwälzen.  Cantor 


Leibaiz'  Bedeutung  in  der  Oeschiehie  der  Mathematik.    Bede  zur  Feier 
des  Geburtstages  Sr.  Majestät  des  Königs,  gehalten  in  der  Aula  des 
Polytechnikums  zu  Dresden  von  Dr.  Azbl  Harnaok,  o.  Professor  der 
Mathematik,  o.  Mitglied  der  k.  sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften. 
26  S.    Dresden  1887,  v.  Zahn  &  Jaensch. 
In  einer  Bede,  welche  in  einer  Stunde  etwa  gehalten  werden  musste, 
deren  Ausdehnung   also   in   sehr  enge  Grenzen  eingeschlossen  war,   einen 
Leibniz    zu  schildern,   wenn  auch  nur  den  Mathematiker  Leibniz,  unter 
Beiseiteschiebung  aller  sonstigen  Verdienste  des  in  so  vielen  Fächern  bahn- 
brechenden Mannes,  ist  ein  Ding  der  Unmöglichkeit,  und  Herr  Harnack 
selbst  theilt  gewiss  diese  unsere  Ansicht;  dass  es  aber  keine  Unmöglichkeit 
ist,  innerhalb  jener  Zeitgrenzen  die  Umrisse  der  Gestalt  auch  eines  Geistes- 
riesen  so  zu  zeichnen,  dass  eine  erkennbare  Form  der  einzelnen  Eörper- 
theile  hervortrete,  ftlmlich  genug,  um  einer  genauen  Ausführung  als  un- 
veränderte Grundlage  zu  dienen,  das  hat  Herr  Harnack  gezeigt.    In  diesem 
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Sinne  können  wir  die  kleine  uns  vorliegende  Schrift  auf's  Beste  empfehlen^ 
können  wir  den  Wunsch  anknüpfen,  es  möge  Herr  Harnack  Lust  und  Zeit 
finden,  aus  der  Skizze  ein  wirkliches  Bild  zu  vollenden.  Guhrauer's  mehr 
als  40  Jahre  alte  Biographie  ist  weit  überholt.  Andere,  neuere  zusammen- 
hängende Schilderungen  leiden  an  dem  auch  Ouhraaer  anhaftenden  Mangel 
allzugeringer  mathematischer  Bildung  der  VerfiEksser.  Leibniz  als  Mathe- 
matiker, von  einem  Mathematiker,  für  Mathematiker,  ganz  und  ausführlich, 
das  wftre,  was  wir  von  Herrn  Harnack  uns  wünschen.  In  diesem  Wunsche 
aber  wird  gewiss  jeder  mathematische  Leser  der  Festrede  mit  uns  überein- 
stimmen. Cahtor. 

Histoire  des  scienoes  maih^matiques  et  physiques.    Par  M.  Maxhaujev 

Marie,  r6p6titeur  de  m^canique,  examinateur  d'admission  4  Töcole 

polytechnique.     Tome  XI:   De  Fourier  4  Arago.     Paris,   Ganthier- 

Villars,  imprimeur-libraire.     1887.     257  pages. 

„Die  bedeutendsten  MSnner  dieser  Periode''  —  so  beginnt  Herr  Marie 

den  neuen  Band  —  „sind  Fourier  und  Gauss  für  die  Analjsis;  Poinsot 

für  die  Mechanik;  Young,  Biot  und  Malus  für  die  Optik;  Ampöre  für 

die  Elektricität;   Humphry  Davy,    Th^nard,   Oay-Lussac,    Berze- 

lius  und  Dulong  für  die  Chemie  und  verschiedene  Zweige  der  Physik; 

endlich  Cuvier  für  die  Katurgeschichte.'' 

In  den  (S.  5 — 10)  folgenden  üebersichten  über  einzelne  Zweige  der 
Wissenschaft  erörtert  er  des  Weiteren  die  Fortschritte  der  Geometrie: 
„Hachette  dehnt  auf  alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung  die  Bestimmung 
der  von  d'Alembert  am  Ellipsoid  bemerkten  Ereisschnitte  aus.  Poinsot 
erläutert  die  fremdartigen  Wurzeln  der  Gleichung  für  das  Archimedische 
Problem  der  Theiluug  einer  Halbkugel  in  gegebenem  Verhütnisse  durch 
Betrachtung  der  Abschnitte  innerhalb  des  gleichseitigen  Umdrehungshyper- 
boloids mit  zwei  Mantelflächen,  welches  die  Kugel  an  den  Endpunkten  des 
zur  Schnittebene  senkrechten  Durchmessers  berührt«  Dupin  ersinnt  dis 
Indicatrix.  Brianchon  beweist,  dass  die  Diagonalen  eines  einem  Kegel- 
schnitt umbeschriebenen  Sechsecks  einen  gemeinsamen  Durchschnittspunkt 
besitzen.  Gauss  beweist  die  Möglichkeit ,  nur  mit  Hilfe  von  Zirkel  und 
Lineal  regelmSssige  Vielecke  in  den  Kreis  einzuzeichnen,  deren  SeitenzsU 
in  der  Formel  2"  +  l  enthalten  isf 

Wir  versuchten  nun  einmal  an  den  Band  so  heranzutreten,  dass  wir 
ausschliesslich  auf  die  Schilderung  der  vom  Verfasser  selbst  hervorgehobeneB 
mathematischen  Schriftsteller  achteten.  Bei  Fourier  (S.  11—42)  fiandeii 
wir  vorzugsweise  einen  Auszug  aus  dessen  Wärmetheorie ,  daneben  eine  ans 
wenigen  Zeilen  bestehende  Andeutung  von  seinen  Leistungen  aus  der  Theorie 
der  Gleichungen,  kein  Wort  von  seiner  geordneten  Division.  In  dem  Abs* 
suge  aus  der  Wftrmetheorie  heisst  es  gegen  den  Schluss  hin:    ,|Fourier 
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behandelt  yolUtftndig  die  Frage  der  Entwickelnng  einer  willkürlichen  Func- 
tion in  eine  trigonometrische  Reihe,  d.  h.  er  entwickelt  die  Ordinate  eines 
bestimmten,  aus  beliebigen  geraden  and  krummen  Linien  bestehenden  Zuges 
als  trigonometrische  Function  der  Abscisse.  Aber  wir  wollen  ihn  in  dieser 
Lehre  nicht  begleiten.''  Kennt  man  Fourier,  wenn  man  diese  zwei  Druck- 
bogen gelesen  hat?  —  Ungefähr  der  gleiche  Baum  (S.  108—138)  ist  Gauss 
gewidmet  Nichts  von  seinen  Untersuchungen  über  Beihenconvergenz,  Nichts 
über  die  angenftherten  Quadraturen,  Nichts  über  das  arithmetisch -geome- 
trische Mittel,  Nichts  über  winkeltreue  Abbildung,  Nichts  über  Oberflftchen- 
coordinaten,  Nichts  über  das  Potential,  Nichts  über  den  elektrischen  Tele- 
graphen, dagegen  eine  keineswegs  erschöpfende  Darstellung  der  Kreisthei- 
Inngsgleichungen.  Kennt  man  Gaus,  wenn  man  das  gelesen  hat?  Es  wäre 
uns  leicht,  auch  an  Poinsot,  Ampdre,  Dupin,  Brianchon  den  gleichen 
MaiMSstab  anzulegen.  Ueberall  würden  noch  weitaus  unzulänglichere  Dar- 
stellungen uns  begegnen. 

Man  missverstehe  uns  nicht.  Wir  wollen  nicht  tadeln,  was  Herr  Marie 
giebt.  Es  ist  meistens  ganz  gut.  Nur  darüber  sind  wir  mit  jedem  Bande 
mehr  im  Unklaren,  was  seine  Auslassungen  bedeuten?  Hält  er  das  Weg- 
gelassene wirklich  für  unwichtig  bei  seinem  Bestreben ,  eine  Geschichte  der 
mathematischen  Ideen  zu  schreiben,  oder  ist  ihm  dieses  Bestreben  selbst 
schon  lange  abhanden  gekommen?  Camtor 


Carl  Fribdrioh  Gauss,  Abhandlungen  zur  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate, in  deutscher  Sprache  herausgegeben  von  Dr.  A.  Börsoh  und 
Dr.  P.  SiMOK,  mit  einem  Vorworte  von  Prof.  Helmbrt.  Berlin  1887, 
bei  P.  Stankiewicz.     V,  208  S. 
Vor  90  Jahren  hat  Gauss  jedenfalls  selbstständig  diejenige  Methode 
der  Inbetrachtnahme  von  Beobachtungen  erfunden,  welcher  Legendre,  eben- 
falls selbstständig  dazu  gelangt,  wie  ja  noch  einige  andere  Gelehrte  in  den 
Wettbewerb  um  die  Erfindung  einzutreten  berechtigt  sind,  den  Namen  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  beilegte.     Ungeschmälert  und  ohne  Wett- 
bewerb  bleibt   sicherlich  Gauss   der  Buhm,    die  Begründung   der  neuen 
Methode  von  den  verschiedensten  Seiten  her  unternommen  zu  haben,   und 
ebenso  wird  ihm  ungeschmälert  der  Buhm  verbleiben,   dass  Alles,   was  er 
der    Oeffentlichkeit    übergab,    den    Stempel   klassischer   Vollendung    trug. 
Gau  SS 'sehe  Abhandlungen  können  darum  altem,  aber  nie  veralten,   und 
gerade  bezüglich  solcher  Theile  der  Mathematik ,  welche ,  wie  die  functionen- 
theoretischen  Betrachtungen,  erst  nachgauss'scber  Entwickelnng  der  Haupt- 
sache nach  sich  erfreuten,  erkennt  der  Leser  Gauss'scher  Schriften  oft 
stannend  Hinweise ,  welche  die  Zeitgenossen  nicht  verstanden  haben  können. 
Die  Werke  von  Gauss  zu  studiren,  ist  darum  eine  Pflicht,  der  kein  Mathe- 
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matiker  sich  entziehen  darf,  mag  er  auch  keinerlei  geschichtliches  Interesse 
dabei  empfinden,  um  so  angenehmer,  wenn  die  ErfOllnng  dieser  Pflicht 
dadurch  erleichtert  wird,  dass  die  lateinischen  Texte  in  moderne  Sprache 
Uebertragung  finden.  80  hat  Herr  Josef  Bertrand  in  den  fünfziger 
Jahren  eine  französische  Bearbeitung  der  Schriften  über  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  veröffentlicht,  und  aufgemuntert  durch  Herrn  Helme rt 
haben  heute  zwei  Assistenten  am  königl.  preussischen  geodfttischen  Institut 
die  Herausgabe  in  deutscher  Sprache  sich  zur  Aufgabe  gestellt.  Selbstver- 
ständlich sind  dabei  die  ursprünglich  deutsch  geschriebenen  Abhandlungen, 
soweit  sie  auf  den  Gegenstand  sich  beziehen,  gleichlalls  zum  Abdruck  ge- 
bracht, auch  die  1828  in  Göttingen  gedruckte  Abhandlung:  „Bestimmung 
des  Breitenunterschieds  zwischen  den  Sternwarten  von  Göttingen  und  Altena 
durch  Beobachtungen  am  Bamsden'schen  Zenithsector'',  welche  Herr  Ber- 
trand seiner  Sammlung  nicht  einverleibte.  Die  Sprache  der  üebersetsnng 
liest  sich  so  glatt,  als  es  die  Schwierigkeit  des  Inhaltes  überhaupt  zulSsst; 
Gauss  hat  nun  ein  für  alle  Mal  nicht  leicht  geschrieben.  Die  Ausstattung 
läset  Nichts  zu  wünschen  übrig.  Caktoe 


Haxima   und   Minima,    analytisch  -  geometrisch   beleuchtet.     Abhandlang. 
Wissenschaftliche  Beilage  zum   34.  Jahresbericht  des   königl.  Real- 
gymnasiums zu  Bawitsch.     Von  dessen  Director  Dr.  Karl  Hbinrich 
LiBBSBMANN.    Breslau  1887.    59  S.     7  Figurentafeln. 
Die  Einleitung   zu    dieser  Abhandlung  hat  Herr  Liersemann  dem 
33.  Jahresberichte  seiner  Anstalt  beigegeben ,  und  wir  haben  in  diesem  Bande 
hist.-lit.  Abth.  S.  36 — 37  ihren  Hauptinhalt  in  Kürze  angegeben.   Noch  kürzer 
können  wir  in  dem  Berichte  über  die  gegenwärtige  Abhandlung  uns  fassen, 
indem  wir  nur   bemerken,   dass  in  ihr  die  dort  angegebenen  Methoden  an 
zahlreichen  Beispielen  geprüft  worden ,  dass  die  Beispiele  von  sehr  anscban- 
lichen ,  schön  gezeichneten  Figuren  begleitet  sind  und  dass  die  mitunter  über- 
aus verwickelten  Rechnungen  den  Anlass  zu  Bemerkungen  bieten,  aus  welchen 
recht  viel  zur  Anstellung  solcher  Rechnungen  zu  lernen  ist.     Einen  Auszug 
aus  solchen  Beispielen  zu  geben  halten  wir  nicht  für  geeignet. 

Caktob. 
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Mbrtens,  f.,  üeber  invariante  Gebilde  ternftrer  Formen.    Ebendas.    80  Pf. 

WiNCKiiER,  A.,  üeber  den  Multiplicator  der  allgem.  ellipt.  Differentialgleich- 
ung.    (Akad.)    Ebendas.  25  Pf. 

Stolz,  0.>  üeber  die  Lambert'sche  Reihe.     Ebendas.  45  Pf. 

Mandl,  M.  ,  üeber  die  Summirung  einiger  Beihen.    Ebendas.  20  Pf. 

BlItbr,  J.,  Tafel  der  Viertelquadrate  aller  ganzen  Zahlen  v.  1  b.  2(X}000. 
Wien,  Holder.  12  Mk. 

Bbx,  W.,  Vierstellige  Logarithmentafeln.     Stuttgart,  Metzler.  60  Pf. 

Koch,  W.,  Die  conforme  Abbildung  des  hyperbolischen  Paraboloids  auf  einer 
Ebene.     (Dissert.)     Berlin,  Mayer  &  Müller.  1  Mk.  20  Pf. 

London,  F.,  üeber  polare  Fünfflache  und  Sechsflache  räumlicher  Bedpro- 
citllten     (Dissert.)     Breslau,  Köhler.  1  Mk. 

Bobkk,  K.,  üeber  hyperelliptische  Curven.  2.  u.  3.  Mittheilung.  (Akad.) 
Wien,  Gerold.  50  Pf. 

,  üeber  Curven  4.  Ordnung  vom  Geschlecht  2.    Ebendas.    1  Mk.  80  Pf. 

,    üeber    Baumcuryen    m*"    Ordnung    mit    (w  — 2) -fachen    Secanten. 

Ebendas.  20  Pf. 

KoHN,   G.,    üeber   die   zu   einer   allgemeinen  Curve  4.  Ordn.   adjungirten 

Curven  9.  Cl.    Ebendas.  25  Pf. 

— ,  Zur  Theorie  der  rationalen  Curven  4.  Ordn.     Ebendas.  40  Pf. 

BifiRMANN,  0.,  üeber  die  regelmässigen  Punktgruppen  in  Räumen  höherer 
Dimension  und  die  zugehörigen  linearen  Substitutionen.  (Akad.)  Wien, 
Gerold.  50  Pf. 

,  Das  algebraische  Gebilde  n**'  Stufe  im  Gebiete  von  n  +  1  OrOssen. 

Ebendas.  45  Pf. 

WablsoH)  E.,  üeber  eine  Strahlencongrnenz  beim  Hyperboloid.     Ebendas. 

40  Pf. 

SOHWARS,  H.,  üeber  specielle  zweifach  zusammenhängende  FlächenstOcke, 
welche  kleineren  Flächeninhalt  besitzen,  als  alle  benachbarten,  von  den« 
selben  Randlinien  begrenzten  Flächensttlcke.  (GOtt.  Ges.  d.  W.)  Ck^t- 
tingen,  Dieterich.  3  Mk. 
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WiBMBB,  Chr.,  Lehrbuch  d.  darstell.  Oeometrie.  2.Bd.  Leipzig,  Teabner..  18  Mk. 

Bbyei«,  Ch.,  Axonometrie  and  Perspective,  im  systematischen  Zasammen- 
hang  dargestellt     Stuttgart,  Metzler.  2  Mk.  40  Pf. 

TissoT,  A.,  Netzentwürfe  ftir  geographische  Karten  nebst  Aufgaben  über 
Abbildung  beliebiger  Flfichen  aufeinander.  Deutsch  mit  Zusfttzen  von 
£.  HAMifBR.     Ebendas.  5  Mk 

Ju8T,  K.,  Ueber  einen  neuen  Ellipsenzirkel.    (Akad.)    Wien,  Gerold.    30  Pf. 
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B0U88INBSQ,  J.,  Cours  d'analyse  infinites,  en  vue  de  ses  applications.  Fase.  1 
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DiRiOHLET,  Lbjbunb  ,  Vorlesungeu  über  die  im  umgekehrten  Yerhältniss  des 
Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  Kräfte.  Herausgeg.  v.  F.  Grube. 
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Wien,  Gerold.  40  K. 
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AbbUdung. 
SSO.  On  a  quasi  -  Btereographic  projection  dae  to  Gauss.    R.  A.  Forsyth.    Quart. 
Jonm.  math.  XXl,  876. 

Aorodynsinik. 

321.  Sur  la  propagation  du  mouvement  dans  les  oorpe,  et  sp^ialement  dans  les  gaz 

parfaits.    Hngoniot.    Compt.  rend.  Ol,  794. 

322.  Zur  Theorie  der  Bewegung  einer  elastischen  Flüssigkeit.    R.  Lipsc*hitz. 

Grelle  C,  89. 
Vergl  W&rmelehre. 

Aaalytisolia  Oaomatrla  dar  Xbana. 

823.  Ueber  gewisse  Linien  im  Dreieck.  Franke.  Grelle  XOIX,  161.  —  H.  Schroeter 
ibid.  288. 
Vergl.  Kegelschnitte.    Quadratur. 

Axialjrtiselia  Gaamatrla  das  Baumas. 

324.  Sur  quelques  formules  de   la  thäorie  des  courbes  gauches.     Ph.  Gilbert. 

öompt.  rend.  Gl,  62.    [Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  288.1 

325.  Zusatz  zu  einer  früheren  Note  über  ßaumcnrven.     A    Hurwitz.    Mathem. 

Annal.  XXVÜ,  162.    [Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  272.J 

326.  Das  allgemeine  Sechsflach.    0.  Hermes.    Grelle  G,  258. 

827.  Zur  Theorie  gewisser  abhängiger  Punktgruppen  im  Räume.    J.  Rosanes. 
Grelle  0,  311. 

328.  On  the  foci  of  spherical  curves  of  the  fourth  order.    H.  M.  Jeffery.    Quart. 

Joum.  math.  XXI,  1.S0. 

329.  üeber  ein  Analogen  im  Räume  zu  einer  specieUen  Hypocykloidenbewegung. 

E.  Lampe.    Grelle  G,  359. 

380.  Sur  rhomographie   de   deuz  eorps  solides.     Sylvester.     Gompt.  rend.  Gl, 

85,  189. 
Vergl.  Ellipsoid.    Mehrdimensionale  Qeometrie.    Oberfl&ohen.    Oberflächen 
zweiter  Ordnung.    Stereometrie. 

Astrononia. 

381.  Mäthodes  nouvelles  pour  la  d^termination  des  coordonnäes  absolues  des  po- 

laires,  sans  qu*il  soit  n^cessaire  de  connaltre  les  constantes  instrumen- 
tales.   Loewy.    Gompt.  rend.  Gl,  6,  105. 

382.  Application  des  nouvelles  mäthodes  de  M.  Loew^  pour  la  dätermination  des 

coordonn^es  absolues  des  ätoiles  circompolaires  sans  qn*il  soit  näcessaire 

de  connaltre  les  constantes  instrumentales  (distances  polaires).  H.  Renan. 

Gompt  rend.  Gl,  802,  985. 
838.  Sur  la  construction  des  grands  cercles  m^ridiens  doubles.    Gruey.    Gompt. 

rend.  Gl,  1286. 
834.  Sur  une  mäthode  uni<}ue  pour  ddterminer  les  constantes  de  Taltazimut  et  de 

la  lunette  märidienne  ä  grand  champ.    Gruey.    Gompt.  rend.  G,  1470. 
385.  Sur  le  mourement  de  rotation  de  la  Terre  autour  de  son  oentre  de  gravitä. 

F.  Tisserand.    Gompt.  rend.  Gl,  195. 

886.  Sur  les  moments  d'inertie  prinoipauz  de  la  Terre.    F.  Tisserand.    Gompt. 
Rend.  Gl,  409. 
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887.  Sar  Torbite  intermädiaire  de  la  Lnne.    H.  Oylden.    Coinpi.reDd.CI,  22.^. 
838.  Sur  la  libration  de  la  Lune.    F.  TisBerand.    Compfc.  Rend.  CI,  626. 
389.  Tables  num^riques  destin^es  k  faciliter  le  calcal  des  äph^märides  des  petites 

planstes.    0.  Callandreau  &  L.  Fabry.    Compt  rend.  CI,  698. 
340.  Sur  des  tables  num^riques  destinäes  k  faciliter  les  transformations  de  coor- 

donn^.    Vinot.    Compt.  rend.  CI,  988. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  474,  476. 

Attraotion. 
841.  Eine  neue  Methode  zur  Bestimmung  der  Oravitationsconstante.    A.  König 
&  F.  Richarz.    Berl.  Akad.-Ber.  1884,  1208. 


Bemonlli'tche  Zahlen. 
842.  Sur  les  nombree  de  BemouUi.    A.  Genocchi.    Crelle  XCIX,  H16. 

Bestimmte  Integrale. 
848.  Od  a  theorem  in  integration.   H.  W.  Watson.   Quari  Joum.  math.  XXi,  285. 
844.  Some  theorems  in  inte^atiou  aud  their  representation  by  the  method  ofeqai* 

valent  points.    E.  J.  Bouth.    Quart  Journ.  matii.  XXI,  281. 
346.  Beweis  einer  Jacobi'schen  Integralformel.    L.  Eronecker.    Berl.  Akad.-Ber. 

1884,  639. 
346.  Ueber  eine  bei  Anwendung  der  partiellen  Integration  nutzliche  Formel.   L 

Eronecker.    Berl.  Akad.-Ber.  1886,  841. 

847.  Ueber  das  Dirichlet'sche  Integral.   L.  Eronecker.  Berl.  Akad.-Ber.  1886,  641. 

848.  Ueber  die  analytische  Darstellbarkeit  sogenannter  wiilkfirlicher  Functionen 

einer  reellen  Veränderlichen.    E.  Weierstrass.    Berl.  Akad.-Ber.  1885, 
688,  789. 
349.  Zur  Theorie  des  Doppelintegrales.    A.  Harnack.   Mathem.  AnnaL  XXYI,  666. 
[Vergl.  Nr.  420.] 
Vergl.  Functionen  417,  420.  Gammafunctionen.  Gleichungen  489.  Quadratur. 

Crystallograpliie. 

860.  Ueber  die  Ein-  und  Mehrdeutigkeit  der  Fundamental -Bogen -Complexe  für  die 

Elemente  monoklinischer  Erystallgattungen.   M.  Websky.  Berl.  Akad.- 
Ber.  1884,  371. 

Cylinderftmetionen. 

861.  Bessere  functions  of  the  second  order.    C.  V.  Coates.    Quart.  Joum.  math. 

XXI,  188.    [Vergl.  Bd.  XXX,  Nr.  642.] 


Determinanten. 
862.  Ueber  die  Subdeterminanten  symmetrischer  Systeme.    B.  Mehmke.   Mathem. 

Annal.  XXVI,  209. 
868.  On  a  geometrical  representation  of  altemants  of  the  third  order  and  of  their 
quotients  when  divided  by  ^(0,1,2).    W.  W.  Johnson.*  Quart.  Joam 
math.  XXI,  217. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Raumes  330.    Differentialgleichungen  375. 
Ueschichte  der  Mathematik  477.    Eegelschnitte  608. 

Differentialgleiehiingen. 
864.  Ueber  die  Definitionsgleichungeii  der  oontinuirliohen  Transformationsgnippen. 
Fr.  En^el.    Mathem.  Annal.  XXVII,  1 

866.  Sur  les  conditions  d'hoiomorphisme  des  integrales  de  Täquation  itärative,  et 

de  quelques  autres  ^quations  fonctionnelles.    G.  Eon  ig s.    Compt.  read. 
Cl,  1187. 
856.  Ueber  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  feste  Verzweigungsponkte  be- 
sitzen.   L.  Fuchs.    Berl.  Akad.-Ber.  1884,  699. 

867.  Ueber  eine  Form,  in  welche  sich  das  allgemeine  Integral  einer  Differentiai- 

gleiohang  erster  Ordnung  bringen  llUst,  wenn  dMselbe  algebraisch  ist 
L.  Fuchs.    Perl.  Akad.-Ber.  1884,  1171. 
368.  Ueber  den  Charakter  der  Integrale  yon  Differentialgleichongen  zwischen  coiu- 
plexen  Variabein.    L.  Fuchs.    Berl.  Akad.-Ber.  1886,  5. 
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869.  Ueber  die  Werthe,  welche  die  Integrale  einer  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung in  singolären  Punkten  annehmen  können.  L.  Fuchs.  Berl.  Akad.- 
Ber.  1886,  279. 

360.  8ur  les  integrales  irr^guliäres  des  ^quations  linäaires.    H.  Poincarä.   Compi 

rend.  Ol,  989,  990. 

361.  Zur  Abhandlung  von  Herrn  Grflnfeld  über  lineare  Differentialgleichungen. 

L.  W.  Thomö.    Grelle  XCIX,  88.    [Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  32.] 

362.  Ueber  eine  Classe  linearer  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  L.  Fuchs. 

Grelle  G,  189. 

363.  On  theory  of  linear  differential  equations.    A.  Gayley.    Grelle  G,  286. 

364.  Qu  linear  differential  equations.    A.  Gayley.    Quart.  Joum.  math.  XXI,  321. 

365.  Ueber  einige  besondere  homogene  lineare  Diderentialgleichnngen.  A.  Hurw  its. 

Mathem.  Annal.  XXVI,  117.    [Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  337.] 

366.  Ueber  Eigenschaften  der  durch  Quadraturen  algebraischer  Functionen  dar- 

stellbaren Integrale  linearer  nicht  homogener  Differentialgleichungen. 
L.  Königsberger.    Grelle  XGIX,  10. 

367.  Sur  nne  nouvelle  clasHC  d^dquations  diffdrentielles  lin^aires  intägrables.    Ral- 

phen.   Gom|)t  rend.  Gl,  1238. 

368.  Ueber  die  Erniedrigung  der  Ordnung  einer  Differentialgleichung.    L.  Königs- 

berger.   Mathem.  Annal.  XX VI,  HO. 

369.  Equations  diff^rentielles  fir^n^rales  qui  se  ram^nent  aux  quadratures.  W.  Maxi- 

movitch.    Gompt.  rend.  Gl,  809. 

370.  Ueber  die  Integration  der  vollständigen  Differentiale.     6.  Morera.    Math. 

Annal.  XXvII,  403. 

371.  De  generali  quadara  aequatione  differentiali  tertii  ordinis.    E.  E.  Kummer. 

Grelle  G,  1. 

372.  Sur  quelques  äquations  diff^rentiel les.  F.  Brioschi.  Mathem.  AnnaL XXVI,  106. 

373.  Sur  räquation  diffärentielle  de  la  särie  hyperg^om^trique.     A.  Mark  off. 

Mathem.  Annal.  XXVIII,  586. 

374.  Ueber  die  Integration  der  Differentialgleichung 

mit  Anwendung  auf  die  Theorie  der  trinomischen  Gleichungen.  W.  Hey  - 
mann.   Mathem.  Annal.  ,XXVI,  534. 

375.  Anwendung  einer  gewiesen  Determinantenrelation  auf  die  Integration  par- 

tieller Differentialgleichungen.    Hamburger.    Grelle  G,  390. 

376.  Sur  les  Solutions  communes  ä  plusieurs  Equations  lin^aires  aux  d^rivdes  par- 

tielles.   £.  Liouville.    Gompt.  rend.  Gl,  1134. 
Vergl.  Formen  409,  412.    Functionen  4SI.    Geschichte  der  Mathematik  480. 
Invarianten theorie  504. 

Biffarentialquotieat 

377.  Ausdehnung  eines  Dirichlet'schen  Verfahrens  auf  die  Transformation  von  Dif- 

ov      /)V"       7^^ 

ferential ausdrücken ,  wie  ^  +  ö — *"  P~ '  ^^  allgemeine  krununlinige  Go- 

ordinaten.    Fr.  Meyer.    Mathem.  Annal.  XXVI,  509. 

378.  Bildungsgesetz  der  höheren  Differentiale  einer  Function  von  Functionen.    L. 

Königsberffer.    Mathem.  Annal.  XXVII,  473. 
879.  Sur  les  diffi^rentiäles  des  fonctions  de  plusieurs  variables  ind^pendantes.    E. 
Goursat.    Gompt.  rend.  Gl,  309. 

Elastidtät 

380.  Ueber  die  Formender un{j^ ,  die  ein  fester  elastischer  Körper  erfährt,  wenn  er 

magnetisch  oder  dielektrisch  polarisirt  wird.  G.  Kirchhoff.  Berl. 
Akad..Ber.  1884,  137,  1155. 

381.  Two  Ol   more  dietinct  elastic  solid  media  in  contact  separated  by  parallel 

planes,  exposed  to  purely  surface  forces  specially  when  normal.  Gomplete 
Solution  of  an  elastic  solid  continuously  varying  with  the  depth  but  of 
constant  rigidity.    G.  Ghree.    Quart.  Joum.  matn.  XXI,  107. 

382.  Solid  sphere  or  spherical  shell  of  varying  elasticity  ander  purely  normal  sur- 

mcA  forces.    G.  Ghree.    Quart.  Joam.  math.  XXI,  193. 

383.  Longitudinal  vibrations  of  a  circular  bar.    G    Ghree.    Quart.  Joum.  math 

XXI,  287. 
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884.  Zar  Theorie    des  longitadinalen   Stosseis   cylindrischer  Körper.     V.  Hans- 
maninger.    Berl.  Akad.-Ber.  1885,  49. 

886.  BäflezioD,  sans  frotfcement,  aar  an  plan,  des  d^placements  dlastiaaes  daiu  an 

Corps  de  forme  et  de  contextare  qaelconqaes.    N.  Eretz.    Compt.  rend. 
CI|  866. 

Elektrieittt. 
.386.  Ezp^riences  de  transmission  de  la  force  par  Pälectricitä  entre  Paris  et  CreiL 
M.  Deprez.    Compt.  rend.  CI,  791. 

887.  Eine  Bestimmang  des  Ohms.    F.  üimstedfc.    Berl.  Akad.-Ber.  1885,  753. 

888.  The  distribation  of  electricity  on  the  circalar  diso  and  spherical  bowL   E.  G. 

Qallop.    Qaart  Journ.  math.  XXI,  229. 

889.  Zur  Theorie  der  Gleiohffewichtsyertheilang  der  Elektricität  auf  zwei  leitenden 

Euffeln.    G.  Kirchhoff.    Berl.  Akad.-Ber.  1885,  1007. 

390.  Die  Belbstindaction  bifilar  gewickelter  Drahtspiralen.    H.  F.  Weber.    Berl. 

Akad.-Ber.  1886,  611. 
Vergl.  Elasticität  380. 

Ell^oid. 

391.  üeber  die  Fadenconstraction  des  Ellipsoides.    S.  Finsterwalder.    Mathem. 

Annal.  XXVI,  546. 
892.  Eine  katoptrische  Eigenschaft  des  Ellipsoides.    0.  Staude.    Mathem.  Annal. 

xxvn,  412. 

Vergl.  Potential  572. 

Elliptlsehs  TraaseeadentdA. 

898.  Ueber  einen  Fandamentalsatz  der  elliptischen  Functionen.    A.  Pringsheim. 

Mathem.  Annal.  XXVII,  151.    [Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  380. j 

894.  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.    L.  Krön  eck  er.     Berl.  Akad.-Ber. 

1885,  761;  ibid.  1886,  701.    [Vergl.  Bd.  XXIX,  Nr.  649.] 

895.  üeber  die  complexe  Multiplication   der  elliptischen  Functionen.     G.  Pick. 

Mathem.  Annal.  XXVI,  219.    [Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  881.] 
396.  Ueber  Theilung  und  Transformation  der  elliptischen  Functionen     L.  Kiepert. 

Mathem.  Annal.  XXVI,  369. 
897.  Neue  Untersuchungen  im  Gebiete   der   elliptischen  Functionen.     F.  Klein. 

Mathem.  Annal.  XXVI,  455. 
398.  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  G.  Pick.  Mathem.  Annal. XX VIII,  309. 

899.  On  elliptic  f unctions.    Asutosh  Mukhopadhyay.    Qaart.  Jo um.  math.  XXI, 

212.  —  Cayley  ibid.  217. 

400.  Sur  une  relaÜon  de  räcurrence  qui  se  präsente  dans  la  thäorie  des  fonctions 

elliptiques.    De  Jonqui^res.    Compt.  rend.  CI,  415. 

401.  Ueber   die  Perioden  der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung. 

H.  Bruus.    Mathem.  Annal.  XXVII,  234. 
402    Ueber  endliche  Gruppen  linearer  Substitutionen,  welche  in  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Transcendenten  auftreten   A.  H  ur w i tz.  Mathem.  Annal.  XX Vn,  183. 

403.  Remarques  arithmätioues  sur  quelques  formales  de  la  thdorie  des  fonctions 

elhptiques.    Ch.  Hermite.    Grelle  C,  51. 

n  2G 

404.  On  the  coeffidents  in  the  g-series  for  —=.  and  — •  J.  W.  L.  Glaisher.  Quart 

Journ.  math.  XXI,  60.    [Vergl.  Bd.  XXX,  Nr.  599.] 

405.  Some  doubly- infinite  con verging  series.    A.  R.  Forsyth.   Quart  Journ.  math. 

XXI,  261. 
Vergl.  Modulargleichungen.    Oberflächen  546.    Oberflächen  zweiter  Ordnung 
557.    Thetafunctionen. 

F. 

Tomen* 

406.  Sur  une  nouvelle  th^orie  de  formes  alg^briques.    Sylvester.    Compt  rend. 

CI,  1042,  1110,  1225,  1461. 

407.  Ueber  den  arithmetischen  Begriff  der  Aequivalenz  und  über  die  endlichen 

Gruppen  linearer  ganzzahüger  Substitutioneo.    H.  Minkowski    Crelle 
C,  449. 

408.  Ueber  die  nothwendi^en  und  hinreichenden  covarianten  Bedingungen  für  die 

Darstellbarkeit  einer  binären  Form  als  vollständiger  Potenz.  D.  Hilbert. 
Mathem.  Annal.  XXVII,  158. 

409.  Zur  Theorie  der  binären  Formen.    S.  Qundelfinger.    Crelle  0,  413. 
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410.  Zur  Theorie  der  orthogonalen  Sabstitationen.     S.  Gnndelfinger.    Grelle 

XCIXj  147. 

411.  üeber  potttiye  quadratische  Formen.    H.  Minkowski,    Grelle  XGIX,  1. 

411  Snr  les  formes  qnadratiqnes  dans  la  throne  des  ^natdons  diffdrentielles 
Unfaires.    Haiphen.    Gompt.  rend.  Gl,  664. 

419.  Snr  la  däcom|K>8ition  des  formes  qnadratiqnes.   Benoit.   Gompt.  rend.  Gl,  869. 

414.  Ueber  eine  Eigenschaft  der  cubischen  Formen  mit  beliebig  vielen  Veränder- 
lichen.   A.  Voss.    Mathem.  Annal.  XXVII,  616. 
Vergl.  Invariantentheorie.    Oberflächen  zweiter  Ordnung  660. 

FonetionsiL 
416.  Bemerkungen  zu  Liouyille*s  Glassificirang  der  Transeendeuten.    L.  Königs- 
berg er.    Mathem.  Annal.  XXVHI,  483. 

416.  Beweis  des  Pnisenz^schen  Satzes.    L.  Eronecker.    Berl.  Akad.-Ber.  1884,  648. 

417.  Ueber  den  Gauchy 'sehen  Satz.    L.  Eronecker.    Berl.  Akad.-Ber.  1886,  786. 

418.  Ueber  analytische  Ausdrficke  mit  hebbaren  Unstetigkeiten.    A.  Pringsheim. 

Mathem.  Annal.  XXVI,  167. 

419.  Ueber  einen  Fondamentalsatz  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen 

A.  Voss.    Mathem.  Annal.  XXVII,  627. 

420.  Die  gleichmässiffe  Gonvergenz  von  Functionen  mehrerer  Veränderlichen  zu 

den  dadurch  sich  ergebenden  Grenzwerthen,  dass  einige  derselben  con- 
stauten  Werthen  sich  nähern.    0.  Stolz.    Mathem.  Annal.  XXVI,  83. 

421.  Beweis  von  der  Unmöglichkeit  der  Existenz  eines  andern  Funotionaitheorems 

als  des  AbeFschen.    L.  Eönigsberger.    Grelle  G,  191. 
4S2.  Ueber  diejenigen  algebraischen  Grebilde,  welche  eine  Inrolution  zulassen.    L. 

Fuchs.    Irerl.  Akad.-Ber.  1886,  797. 
428.  Die  Periodensysteme   von  Functionen  reeller  Variabein      L.   Eronecker. 

Berl.  Akad.-Ber.  1884,  1071. 

424.  Zur  Theorie  der  Gattungen  rationaler  Functionen  von  mehreren  Variabein. 

L.  Eronecker.    Berl.  Akad.-Ber.  1886,  261. 

425.  Ueber  die  coiijugirten  Werthe  einer  rationalen  Function  Ton  n  Veränderlichen. 

E.  Netto.    Grelle  G,  486. 

426  8ur   les   fonctions  doublement  p^riodiques  de  troisiöme  espöce.     Appell. 
Gompt  rend.  Gl,  1478. 

427.  Ueber  verwandte  «-Functionen.  E.  Pappe  ritz.    Mathem.  Annal.  XXVI,  97. 

[Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  420.] 

428.  Ueber  hyperelliptische  Sigmafnnctionen  F.  E  lein.  Mathem.  Annal. XXVII,  431. 

429.  Propriätes  nouvelles  du  paramö&e  diff^rentiel  du  second  ordre  des  fonctions 

d*nn  nombre   quelconque   de  variables  ind^pendautes.     Haton  de  la 
GoupiliÖre.    Gompt.  rend.  Gl,  18. 

430.  Recherches  sur  les  groupes  d*ordre  fini  contenus  dans  le  groupe  cubique  Gre* 

mona.    Autonne.    Gompt.  rend.  Gl,  68.    [Vergl.  Bd.  XaXI,  Nr.  4t4.] 

431.  Ueber  die  algebraischen  Transformationen  der  hypergeometrischen  Functionen. 

E.  Papperitz.    Mathem.  Annal.  XXVII,  816. 

432.  Sur  certaines  fonctions  hyperfnchsiennes.    E.  Picard     Gompt.  rend.  Gl,  1127. 

433.  Sur  les  integrales  de  differentielles  totales  de  seconde  espece.    £.  Picard. 

Gompt.  rend.  Gl,  784. 

434.  Zu  Lindemann's  Abhandlung  Aber  die  Ludolph*sche  Zahl.    E.  Weierstrass. 

Berl.  Akad.-Ber.  1886,  1067. 

435.  Sur  une  fonction  uniforme.    Stieitjes.    Gompt.  rend.  Gl,  168. 

436.  Sur  une  fonction  uniforme  introduite  parBiemann.   Her  mite.   Gompt  rend. 

Gl,  112. 

487.  Sur  la  fonction  ((«)  de  Riemann.    Bourguei    Gompt.  rend.  G[,  804. 

Vergl.  Bemoulli*sche  Zahlen.  Bestimmte  Integrale.  Gylinderfonotionen.  De- 
terminanten. DiiPerentialgleichungen.  Differentialquotient.  Elliptische 
Transeendeuten.  Formen.  Gammafunctionen.  (Geometrie  (höhere)  446-460. 
Gleichungen.  Interpolation.  Invariantentheorie.  Maxima  und  Minima. 
Modulargleichungen.  Reihen.  Thetafunctionen.  Ultraelliptische  Tran- 
seendeuten.   Variationsrechnung.    Zahlentheorie. 

OsBiiHaftmstijmsin« 

488.  Ueber  die  Eigenschaft  der  Gammafunction,  keiner  algebraischen  Differential- 

gleichung SU  genügen.    0.  Holder.    Mathem.  Annal.  XXVill,  1.         ^  , 
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Ctoomatri«  (d«ieriptiT«). 
439    Ableitung  der  Polareigenschaften  algebraischer  Mannigfaltigkeiten  auf  dar- 
Btellend-geometriechem  Wege.   C.  Rodenberg.   Math.  Ännal.  XXVI,  567. 

440.  Ueber  Constmction  flacher  ZonenbOgen  beim  Gebranch  der  Btereographischen 

Eugelprojection.    M.  Webaky.    Berl.  Akad.-Ber.  1886,  33. 

441.  Note  on  projection  applied  to  problems  and  to  Bolid  geometry.   B.  J.  Dallai. 

Quan.  Joam.  matn.  XXI,  89.  .     . 

442.  On  the  geometrical  theory  of  perspectiye.    A  Larmor.    Qaart  Jonm.  math. 

XXI,  339. 
Vergl.  Abbildong. 

Geemetrle  (ktthere). 

443.  Ueber  algebraische  Correspondenzen  und  das  verallffemeinerte  Correspondenz- 

princip.    A.  Hurwits.     Mathem.  Annal.  XXvIlI,  661. 
444   On  a  theorem  in  higher  algebra.   R.  Russell.    Quart.  Jonm.  mathu  XXI,  873. 
446.  Sur les trausformations gäom^triques birationnelies d'ordre n.  DeJonqaiöres. 

Compt.  rend    CI,  720. 

446.  Solution  d'une  question  d'analyse  ind^terminäe,  aui  est  fondamentale  daos  la 

thäorie  des  trausformations  Cremona.    De  Jonqui^res.    Compt  rend. 
CI,  867. 

447.  Sur  les  därivations  des  Solutions  daus  la  thäorie  des  transformations  Cremona. 

De  Jonquiäres.    Compt.  rend.  CI,  981. 

448.  Sur  les  transformations  gäom^triques  planes  birationnelies.    G.  B.  Gnocia 

Compt.  rend.  CI,  808. 

449.  Sur  les  transformations  Cremona  dans  le  plan.   G.  B.  Guccia.    Compi  rend. 

CI.  866. 

460.  Beispiele  an  den  Cremona^schen  ebenen  Transformationen.   R.  Sturm.  Math. 

Annal.  XXVI,  304. 

461.  Ueber  Collineationen  und  Correlationen,  welche  Flächen  zweiten  Grades  oder 

cubische  Raumcunren  in  sich  selbst  transformiren.    R.  Sturm.   Mathem. 
Annal.  XXVI,  466. 

462.  Ueber  gleiche  Pnnktreihen,  Ebenenbflschel ,  Strahlenbüschel  bei  collinearen 

Räumen.    R.  Sturm.    Mathem.  Annal.  XXVUI,  261. 

463.  Zur  Theorie  der  CoUineation  und  Correlation.    R.  Sturm.    Mathem.  AnnaL 

XXVUI,  268. 

464.  Ueber  den  Cayley*8chen  Schnittpunktsatz.    J.  Bacharach.    Mathem.  AnnaL 

XXVI,  276. 
466.  Ueber  Viereck,  Vierseit  und  projective  Verwandtschaft  in  der  Ebene.  M.  Pasch. 

Mathem.  Annal.  XXVI,  211. 
466.  Das  Clebsch'sche  Sechseck.    U.  Sohroeter.    Mathem.  Annal.  XXVUI,  467. 
457.  Zur  Theorie  der  mehrfach  perspectiven  Dreiecke  und  Tetraeder.    E.  Hess. 

Mathem.  AnnaL  XXVnl^  167. 

468.  Zur  Theorie  der  Doopelpunkte  und  Doppeltangenten  der  ebenen  rationalen 

Curven.    C.  Weltzien.    Mathem.  Annal.  aXVI,  6t6. 

469.  Ueber  die  Besiehungen  zwischen  den  28  Doppeltangeuten  einer  ebenen  Cum 

vierter  Ordnung.    G.  Frobenius.    Crelle  XCIX,  276. 

460.  Zu  dem  Aufsatze  des  Herrn  Hermes  über  eine  gewisse  Curve  dritten  Gradea. 

P.  H.  Schonte.    Crelle  XCIX,  98.    [Vergl.  Bd.  XXX,  Nr.  616.] 

461.  Questions  qui  se  rapportent  ä  un  faisceau  de  cubiques  planes.   P.  H.  Scheute. 

Compt.  rend.  Öl,  736,  806, 

462.  Ueber  Curven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt.   Fr.  Dingeide y.   Mathem. 

Annal.  XXVH,  272. 

463.  Zur  Construction  der  Hesse^schen  Curve  der  rationalen  Curven  dritter  Ordnung- 

Fr.  Dingeldey.    Mathem.  Annal.  XXVHI,  81. 

464.  Sur  les  homographies  binaires  et  leurs  faisceaux.    C.  Segre.    Crelle  C,  317. 
466.  Sur  nn  nonveau  mode  de  ff^näration  des  courbes  algäbriques  unicursales.   Q. 

Fourei    Compt.  rend  CI,  1241 

466.  Ueber  eine  gewisse  Gattung  von  Raumcurven.    W.Stahl.    Crelle  XCIX,  15i 

467.  Ueber  die  Normalcurven  für  i?  =  6,  6,  7.   M.  Nöther.   Math.  Annal,  XXVI,  143. 

468.  Ueber   die    Normirung   der   Borchardt*schen    Moduln    der   hyperelliptischeo 

Functionen  vom  Geschlecht  p  =  2.     W.  Reichardt      Mathem.  Annal. 
XXVUI,  84. 

469.  Ueber  höhere  räumliche  Nullsvsteme.  R.Sturm.  Mathem.  Annal.  XX  VHL  «77. 

470.  Ueber  das  Fanfflach  und  Sechsflach  und  die  damit  zusammenhangende  Xiub- 

mer'sohe  Configuration     H.  Sohroeter.    Crelle  C,  231. 
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471.  Ueber  quadratische  Kugelncomplexe  and  EogelnconfTraenzen,  ihre  Kreise  und 

ihre  Qykliden.    Th.  Beye.    Grelle  XCll»  206. 
Yergl.  Determinanten  863.    Gleichungen  488.    Eegelschnitte.    Mechanik  618. 
Mehrdimensionale  Geometrie. 

Gaomatrie  (Unamatlsoha). 

472.  Ueber  die  Erzeugung  algebraischer  Baumcurven  durch  veränderliche  Figuren. 

F.  Caspary.    Crelle  C,  406. 

Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Baumes  829     Mechanik. 

0asohiohta  dar  Kathematilk^ 

473.  Sur  roi>tique  de  Ptol^mäe.    G.  Govi.    Compt.  rend.  Gl,  989. 

474.  Ueber  einige  historische,  besonders  in  altspanischen  Geschichtsquellen  erwähnte 

Sonnenfinsternisse.    F.  E.  Ginzel.    Berl.  Akad.-£er.  1886,  968. 
476.  Ueber  Herrmann  yon  Marienfeld   aus  Münster.     W.  Wattenbach.     Berl. 
Akad..Ber.  1884,  93. 

476.  Document  inädit  relatif  k  Tinvention  et  ä  la  th^orie  de  la  lunette  d*approche 

G.  Goyi.    Gompt  rend.  Gl,  684. 

477.  A  supplementary  list  of  writings  on  determinants.    Th.  Muir.    Quart.  Journ* 

math.  XXI,  299.    [Vergl.  Bd.  XXVIÜ,  Nr.  566.] 

478.  Discoars  prononcäs  aux  obs^ues  de  M.  Bouquet  11.  IX.  1886.    J.  Bertrand. 

Gompt.  rend.  Gl,  685.  —  Her  mite  ibid.  586. 

479.  Sur  1e  but  th^orique  des  principaux  travaux  de  Henri  Tresca.    De  Saint- 

Venant.    Gompt.  rena.  Gl,  119. 

480.  Aufnahme  von  L.  fiidis  in  die  Berliner  Akademie.    L.  Fuchs.    Berl.  Akad.- 

^  Ber.  1884,  744.  —  A.  Auwers  ibid.  747. 

481.  Vorwort  zum  hundertsten  Bande  des  Journals  ffir  die  reine  und  angewandte 

Mathematik.    L.  Kronecker  &  E.  Weierstrass.    Grelle  G. 
Vergl.  Hydrodynamik  494.    Optik  666. 

Glalehuigaa. 

482.  Demonstration  du  th^oräme  fondamental  de  Talgäbre.     J.  Perott.     Grelle 

XCIX,  141. 

483.  Näher ongBweise  ganzzahlige  Auflösung  linearer  Gleichungen.  L.  Eronecker. 

Berl.  Akad.-Ber.  1884,  1179,  1271. 

484.  Ueber  die  Zerlegung  ganzer  ganzzahliger  Functionen  in  irreductible'Factoren. 

G.  Bunge.    Grelle  XGIX,  89. 
486.  Die  Monodromiegruppe  einer  algebraischen  Gleichnng  bei  linearen  Transfor- 
mationen der  Variabein.    A.  Kneser.    Mathem.  Annal.  XXVHI,  126. 

486.  Ein  Satz  über  Discriminantenformen.    L.  Kroneoker.    Grelle  G,  79. 

487.  Neuer  Beweis  des  Sylow'schen  Satzes.    G.  Frobenius.    Grelle  G,  179. 

488.  Sur  lee  racines  de  certaines  äquations.    A.  Markoff.   Mathem.  AnnaL  XXVU, 

148,  177.     ^ 

489.  Theorie  der  tnnomischen   Gleichungen.     W.   Hey  mann.     Mathem.  Annal. 

XXVm,  61. 

490.  On  the  so-called  Tschimhausen  transformation.  J.  J.  Sylvester.  Grelle  G,  466. 

491.  Zur  B«duction  der  allgemeinen  Gleichung  Ülnften  Grades  auf  die  Jerrard'sche 

Form  —  eine  Weiterführung  des  von  Hermite  eingeschlagenen  Weges. 
J.  Bahts     Mathem.  Annal.  XXVHI,  84. 

492.  Ueber  Gleiclfhngen  fünften  Grades.    P.  Gordan.    Math  Annal.  XXVUI,  152. 

493.  Zur  Theorie  der  allgemeinen  Gleichungen   sechsten  und  siebenten  Grades. 

F.  Klein.    Mathem.  Annal.  XXVHI,  499. 
Vergl.  Differentialgleichungen  874.    Functionen  416.    Invariantentheorie. 


Hydrodynamik. 

494.  Ueber  die  Bewegung  tropfbarer  Flüssigkeiten  in  G^fössen.    £.  von  der  Mühl 

nach  Joh.  Rud.  Merian.    Mathem.  Annal.  XXVJI,  576. 

495.  Sur  la  propagation  du  mouvement  dans  un  fluide  ind^ni.  Hugoniot.  Gompt 

rend.  Gl,  1118,  1229. 

496.  Oo  the  motion,  in  an  infinite  liquid,  of  a  eylinder  whose  cross>section  is  the 

inverse  of  an  ellipse  with  respect  to  its  oentre.    A.  B.  Bas  sei.    Quart 
Jonm.  math.  XXI,  886. 

497.  Zur  Theorie  der  Flüssigkeitestrahlen.    W.  Voigt    Math.  Annal.  XXVUi,  U. 
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498  Mouvcments  des  mol^cales  de  Tonde  dite  solitaire,  propag^e  fi  lasurfacede 
Peaa  d*an  canal.    De  Saint-Venant    Gomptrend.  Cl,  1101, 1216, 1446. 

499.  Sar  r^qmlibre  d^une  masse  fluide  animäe  dMn  mouvement  de  rotation.  H. 
Poincarä.    Compt.  rend.  CI.  807.    [Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  618.] 

1. 

Intarpolatten. 

600.  Sar  la  formale  d^interpolation  de  Lagrange.    BendixsoD.    Compt.  rend.  CI, 

1060,  1129. 

601.  Sar  ud  thäoräme  de  M.  Hermite  relatif  ä  TinterpolatioD.    F.  Gomes-Tei- 

zeira.    Grelle  G,  83. 

LiTariantdatlieoila. 
502.  Beweis,  das«  alle  Invarianten  and  Covarianten  eines  Systems  bin&rer  Formen 

rize  Functionen  einer  endlichen  ^zahl  von  Gebilden  dieser  Art  sind. 
Mortons.    Grelle  G,  223. 

603.  On  the  theory  of  seminvariants.    Gaylev.    Quart.  Journ.  math.  XXI,  92. 

604.  On  the  invariants  of  a  linear  differential  equation.    Cayley.    Quart  Joarn. 

matb.  XXI,  267. 
506.  Ueber  einen  all^^emeinen  Gesichtspunkt  för  invariantentheoretische  ünteisuch- 
ungen  im  binären  Formengebiete.  D.  Hubert.  Math.  Annal.  XXVni,  881. 
Vergl.  Analytische  Theorie  des  Baumes  328.    Formen.    Gleichungen. 


Xeg«UdmitU.  # 

606.  Ueber  die  Geometrie  der  Eeffelsdinitte,  insbesondere  deren  Gharaktenstiken* 

Problem.    E.  Study.    Mathem.  Annal.  XXVII,  68. 

607.  Ueber  die  Gremona*sche  Gharakteristikenformel.    £.  Study.    Mathem.  AnnaL 

XXVU,  102. 

608.  Ueber  Poncelet-Zeathen*sche  Polygone,  welche  einem  Gebilde  zweiten  Gradse 

eingeschrieben  sind.     A.  Voss.     Mathem.  Annal.  XXVI,  281.     [Vergl. 

Bd.  XXXI,  Nr.  532J 

Xrsis. 
509.  On  tbe  properties  of  a  triangle  formed  by  ooplanar  ciroles.    R.  Lachlan. 

Quart.  Journ.  math.  XXI,  1. 
610.  On  some  geometrical  proofs  of  theoreme  connected  with  the  inscription  of  a 

triangle  of  constant  form  in  a  given  triangle.    Jenkins.    Quart.  Jonra. 

math.  XXI,  84. 

Kagaatlsmiu. 
6U.  Beitr&ge  zur  Theorie  des  Magnetismus.  W.Siemens.  Berl.  Akad.-Ber.  1884, 966. 
Vergl  Elasticit&t  380. 


612.  Sur  une  certaine  (]iuestion  de  minimum.    G.  Possä.   Math.  Annal.  XXVI,  C93. 

Vergl.  Planimetne. 

Kaohaaik. 

613.  Ueber  ein  Theorem  der  analytischen  Mechanik.    A.  Voss.    Mathem.  Annal. 

XXVn,  669.  • 

614.  Ueber  die  physikalische  Bedeutung  des  Prindps  der  kleinsten  Wirkung.    H. 

Y.  Helm  holt  2.    Grelle  G,  137,  218. 
616.  Ueber  eine  einfache  Methode  zur  Begründung  des  Prinoips  der  virtuellen  Ver- 
rückungen.   G.  Neu  mann.    Mathem.  Annal.  XXVu,  602. 

616.  Sur  le  thäoräme  de  König  relatif  &  la  force  vive  d*un  Systeme.    Ph.  Gilbert. 

Gompt.  rend.  Gl,  1064,  1140.  —  Resal  ibid.  1140. 

617.  Sur  une  ezpression  nouvelle  du  moment  mutuel  de  denx  complezee  lin^aires. 

G.  Segre.    Grelle  XGIX,  169. 

618.  Ueber  die  redproken  Figuren  der  graphischen  Statik.  G.  Hauck.  Grelle  C,  866. 

619.  Ueber  Gruppen  von  Bewegungen.  A.  Schönflies.  Math.  AnnaL  XX VHI,  819. 
520.  Ueber  diefiewegungdreier  Punkte  in  einer  Geraden.  F.  Radio.  Grelle  0,442. 
621.  Sur  le  mouvement  d*un  point  dans  un  plan  et  sur  le  temps  imaginaire.    L. 

Lecornu.    Gompt  rend.  Gl,  1244. 
522.  Ueber  die  rollende  Bewegung  eines  Körpers  auf  einer  gegebenen  Hoiizontal- 
ebene  unter  dem  Einfluss  der  Schwere.    0.  Neumann     Mathem.  Annal. 
XXVn,  478. 
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523.  Sur  diTenes  propositioxis  relativee  au  moavement  d*an  corpa  eolide  autour 

d'an  point  fixe.     G.  Darbouz.     Compt.  rend.  CI,  199.  —  De  Sparre 
ibid.  870.    [Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  664.] 

524.  üeber  die  Herpolodie.    W.  'Hess.    Mathem.  Annal.  XXVU,  466,  668. 

625.  Sur  le  moavement  d*mi  corpa  pesant  de  r^volution,  fixä  par  un  poi^t  de  Bon 

Axe.    0.  Darbouz.    Compt  rend.  CI,  11,  115. 

626.  Sur  la  torsion  des  prismes.    M.  Brillouin.    Compt  rend.  CI,  789. 

527.  Effects  dynarniques  produite  par  le  passage  des  roues  des  locomotives  et  des 

ivagons  auz  joints  des  rails.    A.  Considere.    Compt.  rend.  CI,  992. 

528.  Locomotion  humaine,  mäcanisme  du  saut.    Marey  &  G.  Demeny.    Compt. 

rend.  CI,  4S9. 

529.  Mesure  du  travail  m^canique  effectuä  dans  la  locomotion  de  Thomme.    Marey 

&  G.  Demeny.    Compt.  rend.» CI,  906. 

530.  Variations  du  travail  mäcamque  däpens^  dans  les  diff^rentes  allures  de  Thomme. 

Marey  &  G.  Demeny.    Compt.  rend.  CI,  910. 

531.  Analyse  cindmatique  de  la  locomotion  du  cbeval.    Pag^s.    Compt.  rend.  CT, 

680,  702. 
Vergl.  Aerodynamik.  Astronomie.  Attraction.  Elasticität.  Elektricit&t  Geo- 
metrie (höhere}  465.     Geschiebte  der  Mathematik  479.     Hydrodynamik. 
Magnetismus.    Optik.    Potential.    Wärmelehre. 

Kahrdimsncionala  Oaomatria. 

532.  Die  n-dimensionalen  Verallgemeinerungen  der  fundamentalen  Anzahlen  unseres 

Raumes.    H.  Sohnbert.    Mathem.  Annal.  XXVI,  26. 

533.  Die  n-dimensionale  Verallgemeinerung  der  Ansahlen  fär  die  yielpunktig  be- 

rührenden Tangenten  einer  punktaligemeinen  Fl&che  m*^  Grades.    H. 
Schubert.    Mathem.  Annal.  XXVI,  52. 

534.  Ueber  die  Deformation  der  Bäume  constanten  Biemann'schen  KrOmmunga- 

maasses.    Fr.  Schur.    Mathem.  Annal.  XXVII,  168. 

535.  Ueber  den  Zusammenhang  der  Bäume  constanten  Riemann*schen  KrÜmmungs- 

maasses  mit  den  projeotiven  Bäumen.     Fr.  Schur.     Mathem.  Annal. 

XXVII,  687. 

536.  Ueber  die  Deformation  eines  dreidimensionalen  BAumes  in  einem  ebenen  vier- 

dimensionalen  Baume.    Fr.  Schur.    Mathem.  Annal.  XXVDI,  848. 

537.  Sur   les  transformations  uniformes  des  courbes  elliptiques   en  elles  •  mdme. 

C.  Segre.    Mathem.  Annal.  XXVU,  896. 

538.  Ueber  die  elliptische  Curve  fünfter  Ordnung  des  Raumes  von  vier  Dimensionen. 

Fr.  Meyer.    Mathem.  Annal.  XXVI,  154. 
Vergl.  Oberflächen  646. 

Modnlarglaiehuigan. 

539.  Ueber  die  Galoia^sche  Gruppe  der  Modulargleichungen,  wenn  der  Transforma- 

tionsgrad  die  Potenz  einer  Primzahl  >2  ist.    Jos.  Gierst  er.   Mathem. 
Annal.  XXVI^  309. 

540.  Ueber  Modulargleichungen  bei  zusammengesetztem  Transformationsgrad.  Jos. 

Gierster.    Mathem.  Annal.  XXVI,  690. 

541.  Ueber  die  Substitutionsgruppen,  welche  zu  den  aus  dem  Legendre*schen  Inte- 

gralmodul J^(m)  gezogenen  Wurzeln  gehören.     R.  Fricke.     Mathem. 
Annal.  XXVIII,  99. 

542.  Ueber  gewisse  ganzzahlige  lineare  Substitutionen,  welche  sich  nicht  durch 

algebraische  Congruenzen  erklären  lassen.     G.  Pick.     Mathem.  Annal. 

XXVIII,  119. 

O. 

543.  Ueber  die  unendlich  kleinen  Deformationen  einer  biegsamen,  anausdehnbaren 

Fläche.    J.  Weingarten.    Berl.  Akad.-Ber.  1886,  88. 

544.  Ueber  die  Deformationen  einer  biegsamen  unausdehnbaren  Fläche.    J.  Wein- 

garten.   Crelle  C,  296. 
546.  Zur  Abhandlung:  Untersuchungen  über  die  Bestimmnng  von  Obeifläohen  mit 

vorgeschriebenem  Ausdruck  des  Linearelementes.    R.  Lipschitz.    Berl. 

Akad.-Ber.  1884,  649.    [Vergl.  Bd.  XXIX,  Nr.  887.] 
546.  Ueber  Minimal  flächen,   welche  durch   elliptische  Integrale   darstellbar  sind. 

V.  Lilienthal.    Crelle  XCIX,  179. 
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647.  Ueber  pseadosphftrisohe  Mannigfoltigkeiten  von  drei  Dimensionen.    A.  BrilL 
Mathem.  Annal.  XXVI,  800. 

548.  Beiträge  zur  Theorie  der  algebraischen  Flächen.    A.  Voss.    Mathem.  AnnaL 

XxVn,  867. 

549.  Styr  les  sarfaces  alg^briqnes  dont  toutes  les  sections  planes  sont  nnicanalei. 

Em.  Picard.    Grelle  C,  71. 

550.  Die  Flächen   dritter  Ordnung  als  Ordnangsflächen   von  Poiarsystemen.   H. 

Thieme.    Mathem.  Annal.  XXVÜI,  188. 
651.  Sor  certaines  sarfaces   da  troisi^me  ordre  qoi  ont  ane  infinite  d^ombilio. 
A.  de  8aint>Germain.    Compt  rend.  Ol,  1246. 

552.  Ueber  Configarationen,  welche  der  Kummer*schen  Fläche  sogleich  eingeschrie- 

ben and  amgeschrieben  sind.    F.  Klein.    Mathem.  Annal.  XXvn,  106. 

553.  Die  verschiedenen  Arten  der  Eegelfl»chen  vierter  Ordnung.    K  Rohn.   Math. 

Annal.  XXVHI,  284. 
654.  Ueber  Gruppen  gerader  Linien  auf  Flächen  höherer  Ordnung.    G.  Affolter. 
Mathem.  Annal.  XXVII,  277. 
Yergl.  Mehrdimensionale  Geometrie. 

Obarfliehen  sweiter  Ordnung. 
565.  Sur  trois  problömes  fondamentauz   relatifs,  aux   surfaces  du  seoond  degr^. 

H.  Picquet.    Grelle  XGIX,  226. 
656.  Ueber  neue  Focaleigenschaiten   der  Flächen  zweiten  Grades.     0.  Staade. 

Mathem.  Annal.  XXVU,  258. 

557.  Ueber  sreodätische  Linien  aaf  den  dreiaxigen  Flächen  zweiten  Grades,  welche 

sich  durch  elliptische  Functionen  darstellen  lassen.    A.  v.  Braun mühL 
Mathem.  Annal.  XXVI,  151. 

558.  Ueber  diejenigen  Flächen  zweiten  Grades,  welche  durch  gleichwinkelige  red- 

proke  Strahlenbündel  erzeugt  werden.   A.  SchOnflies.   Grelle XClX,  196. 

559.  Theorie  des  figures  projectives  sur  une  surface  du  second  ordre.  H.  G.  Zeuthen. 

Mathem.  Annal.  XXYI,  247.    [Vergl.  Bd.  XXVil,  Nr.  454.] 

560.  Ueber  die  linearen  homogenen  Substitutionen,  durch  welche  die  Summe  der 

Quadrate  von  vier  Variabein  transf'ormirt  wird  in  die  Summe  der  Qua- 
drate der  vier  substituirten  Variabelu.    0.  Blesse.    Grelle  XCIX,  110. 

561.  Zur  Gonstruction  des  achten  Schnittpunktes  dreier  Oberflächen  zweiter  Ord- 

nung.   F.  Gaspary.    Grelle  XGIX,  128. 

562.  Gonstruction  des  achten  Schnittpunktes  dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnani^, 

von  denen  aieben  gemeinschaftliche  Punkte  willkürlich  und  unabhängig, 
von  einander  gegeben  sind.    fl.  Schroeter.    Grelle  XGIX,  181. 

568.  Ueber  den  achten  Schnittpunkt  dreier  Flächen  zweiter  Ordnung.    R.  Sturm. 

Grelle  XGIX,  817. 

564.  Gonstroctions  du  huiti^me  point  commun  aux  surfaces  du  second  ordre  qoi 

passent  par  sept  points  donnäs.    H.  G.  Zeuthen.    Grelle  XGIX,  820. 

565.  Lineare  Gonstruction  des  achten  Schnittpunktes  von  drei  Flächen  zweiter  Ord- 

nunfir     Th.  Beve.    Grelle  G,  487. 
Vergl.  Eilipsoid.    Geometrie  (höhere)  466.    Mechanik  528. 

Optik. 

566.  Ueber  Green's  Theorie  der  Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes.    K.  von  der 

Mühl.    Mathem.  Annal.  XXVU,  506. 

567.  Expäriences  sur  ia  double  räfraction.    D.  S.  Stroumbo     Gompi  rend.  CI,  50!^. 
568«  On  geometrical  optics.    E.  J.  Routh.    Quart.  Journ.  math.  XXI,  179. 

569.  Sur  la  thäorie  des  miroirs  toumants.    Gouy.    Gompt.  rend.  Gl,  602. 

Vergl.  Ellipsoid  392.    Geschichte  der  Mathematik  478,  476. 

r.  I 

Flanimetria.  | 

670.  Angenäherte  Trisection   eines  Winkels  mit  Zirkel   und  Lineal.    £.  Lampe. 
Grelle  G,  864. 
Vergl.  Kreis. 

'^  Potential. 

571.  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft  im  Luftmeere  der  Erde.    W.  Siemens.   Beri. 

Akad.-Ber.  1886,  261. 

572.  flnercrie  potentielle  de   deux   ellipsoides   qui   s'attirent.     0.  Gallandreaa 


ompt.  rend   Ol,  1476. 
Vergl.  Elektricität.    Functionen  429. 
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Qudntiir. 

578.  Snr  un  nouveau  modMe  d'int^graphe.    Napoli  &  Abdank-Abakanowics. 

Compt.  rend.  CI,  692.  —   Mestre  ibid.  638,  663.  —  Jordan  ibid.  1465. 

BaihML 

674.  Ueber  Convergeoz  und  Divergenz  der  Potenzreibe  auf  dem  Convergenzkreis. 

L.  W.  Thomö.    Grelle  C,  167. 

675.  üeber  eine  Eigenschaft  unendlicher  Beihen.    L.  Königsbergs r.    Mathem. 

Annal.  XXVn,  397. 

676.  üeber  die  Integration  der  Reihen.    P.  duBois-Beymond.    Berl.  Akad.-Ber. 

1886,  359. 

677.  Ueber  den  Convergenzgrad  der  yariabeln  Reihen  und  den  Stetigkeitsgrad  der 

Functionen  zweier  Argumente.    P.  du  Bois-Beymond.    Grelle  G,  831. 

678.  Ueber  die  Multiplication  trigonometrischer  Reihen.    A.  Pringsheim.    Math. 

AnnaL  XXVI,  157.    [Vergl.  Bd.  XXIX,  Nr.  417] 

579.  Sar  les  säries  trigonom^triques.    H.  Poincar^.    Compt.  rend.  CI,  1181. 

580.  Ueber  eine  neue  hinreichende  Bedingung  für  die  Darstellbarkeit  einer  Func- 

tion durch  die  Fonrier'sche  Reihe.   0.  Holder.   Berl.  Akad.  Ber.  1885,  419. 
YerjBrL   Differentialgleichungen  373.     Elliptische   Transcendeuten  404,  405. 
Functionen  416,  418.    Zaiilentheorie  618,  625. 

9. 

Stereomatri«. 

681.  Snr  les  seize  räseaux  des  plans  de  Tioosa^dre  rdffulier  conveze.    E.  H^nard. 

Compt.  rend.  Gl,  232.  —  Em.  Barbier  ibia.  804 

682.  Tablean  des  principaux  äläments  des  dix  figures  poly^driques  reguli^res.    Em. 

Barbier.    Compt.  rend.  CI,  562. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Raumes  326,  327.    Grystallographie. 

TkataftiAStioAen. 
688.  Ueber  die  Verwendung  algebraischer  Identitäten  zur  Aufstellung  von  Relationen 

färThetafunctionen  emer Variabein.  F.  G asp a ry.  Math.  Ann. XXVHI,  493. 
584.  Ueber  einige  Differentialbeziehungen  im  Gebiete  der  Thetafunctionen  zweier 

Veränaerlichen.    M.  Krausa    Mathem.  AnnaL  XXVI,  1,  15. 

685.  Ueber  Foarier'sche  Entwickelungen  im  Gebiete  der  Tbetafanctionen  zweier 

Veränderlichen.    M.  Krause.    Mathem.  Annal.  XXVII,  419. 

686.  üeber  Thetafunctionen,  deren  Charakteristiken  gebrochene  Zahlen  sind.    M. 

Krause.    Mathem.  Annal.  XXVI,  569. 

687.  Ueber  Thetaiunctionen ,  die  nach  einer  Transformation  in  ein  Product  von 

Thetafunctionen  zerfallen.    Ed.  Wiltheiss.    Mathem.  Annal.  XXVI,  127. 

688.  Ueber   die  partiellen  Differentialgleichungen  zwischen  den  Ableitungen  der 

byperelliptischen  Thetafunctionen  nach  den  Parametern  und  nach  den 
Argumenten.    Ed.  Wiltheisti.    Grelle  XCiX,  236. 

689.  A  yerincation  in  regard  to  the  linear  transformation  of  the  theta-functions. 

A.  Cayley.    Quart  Joum.  math.  XXI,  77. 

590.  On  the  transformation  of  the  double  theta-functions.     A.  Cayley.    Quart. 

Joum.  math.  XXI,  142. 

591.  Onaformularelatingtothezero-valueofathetafunction.  A. Cayley.  CrelleG,87. 

592.  Sur  une  fermule  de  M.  Hermite.    R.  Lipschitz.    Grelle  G,  66. 

IJ. 
ültraaUiptlsohe  TnmseendanteiL 
693.  Zur  geometrischen  Deutung  des  Aberschen  Theorems  der  hyperelliptischen  In- 
tegrale.   F.  Klein.    Mathem.  AnnaL  XXVHI,  533. 
694«  Ueber  die  Reduction  hjrperelliptischer  Integrale  erster  Ordnung  und  erster 
Gattung  auf  elliptische  durch  eine  Transformation  vierten  Grades.    0. 
BoUa.    Mathem.  Annal.  XXVUL  447. 
695.  Ztir  Transformation  dritten  Grades  der  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ord- 
nung.  Fr.  Brioschi.   Math.  Annal.  xXVni,  594.  —  M.  Krause  ibid.  597. 
Vergl.  Geometrie  (höhere)  468.  ^ 
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ümkßhnuLgiproblem. 

596.  Zum  Umkehrproblem  in  der  Theorie  der  Aberschen  Functionen.    M.  Nöther. 

Mathem.  Annal.'XXYIlT,  854. 

V. 

Vuriattonirßehniing. 

597.  Begründung   der  Laffrange'Bchen  Multiplicatorenmethode  in  der  Variationi- 

rechnung.    A.  Mayer.    Mathem.  Annal.  XXVI,  74. 

598.  üeber  die  B^eutung  der  Begriffe  .Maximum  und  Minimum**  in  der  Variatioiu- 

rechnung.    L.  Scheeffer.    Mathem.  Annal.  XXVJ,  197. 


WInnelehre. 

599.  Studien  zur  Statik  monocyklischer  Systeme.    H.  v.  Helmholtz.    BerLAkad.- 

Ber.  1884,  159,  311,  765,  1197.  —  B.  ClausiuB  ibid.  663. 

600.  Sur  ]a  th^orie  de  M.  Helmholtz  relative  ä  la  conservation  de  la  chalear  solaire. 

Ph.  Gilbert.    Compt.  rend   CI,  872. 

601.  Ueber  die   mechanischen  Analogien  des  zweiten  Hauptsatzes   der  Thermo- 

dynamik.   L.  Boltzmann.    Grelle  C,  201. 

602.  Remarques  au  si^'et  des  räcentes  exp^riences  de  M.  Hirn  sur  la  vitesse  d^äcoaie- 

ment  des  gaz.    Faye.    Compt  rend.  CI,  849. 
608.  Ecoulement  des  gaz;  lignes  adiabatiques.  M.  Langlois.  Compt  rend.  CI,  9d8. 

604.  Eecberches  th^oriaues  sur  la  distribution  de  la  chalenr  k  la  surface  da  globe. 

A.  Angot.    Compt  rend.  CI,  837,  876. 

605.  Thäorie  des  melanges  r^friff^rants.    A.  Portier.    Compt  rend.  CI,  998. 

606.  Sur  la  compressibifltä  des  fluides.    E.  Sarran.    Compt  rend.  CI,  941. 

607.  Sur  la  tension  des  yapeurs  satur^es.    E.  Sarrau.    Compt.  rend.  CI,  994. 

608.  Sur  r^quation  caracteristique  de  Tacide  carbonique.  E.  Sarran.  Compt  rend. 

CT,  1145. 
Yergl.  Aerodynamik. 

B* 
Zaldentheorie. 

609.  Ueber  einige  Anwendungen  der  Modulsysteme  auf  elementare  algebraische 

Fragen.    L.  Xronecker.    Crelle  XCIX,  829. 

610.  EinFnndamentalsatz  der  allgemeinen  Arithmetik.  L.  Eronecker.  Crelle 0,490. 

611.  Die  absolut  kleinsten  Beste  reeller  Grössen.  L.  Kronecker.  Berl.  Akad.-Ber. 

1885,  388,  1045. 

612.  Ueber  ganzzahlige  Lösungen  von  Gleichungen  zwischen  zwei  Yer&nderlielieD. 

C.  Runffe.    Crelle  C,  425. 

613.  Darstellung  der  zahlentheoretischen  Function  E{x)  durch  eine  unendliche  Reihe. 

A.  Pringsheim.    Mathem.  Annal.  XXVJ,  193. 

614.  Sur  les  yaleurs  asymptotiques  de  quelques  fonctions  num^riques.  Ch.  Hermite. 

Crelle  XCIX,  324. 

615.  Ueber  eine  Formel  des  Herrn  Hermite.    E.  Busche.    Crelle  C,  459. 
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üeber  die  Entdeckung  der  Variation  und  der  jährlichen 
Oleichui^  des  Mondes. 

Von 

C.  Anschütz,  S.  J, 

(Sohluu.) 

Nota  zu  S.  208  des  vor.  Jahrg.  Die  Anm.  3,  4,  6  sind  nicht  vom  Verfasser, 
sondern  yom  befreundeten  Gorrector.  Sie  sind  berechtigt,  wenn  K.  auch  hier  die 
Ezcentricit&t  =  0,018  annahm,  statt  des  alten  0,04  („olim  fnajor  fuit",  cf.  8. 14,  N.); 
nur  das  WOrtchen  „nie**  dürfte  za  stark  sein.  C.  B. 

Dies  war  und  blieb  fttr  einige  Zeit  auch  das  Hinderniss,  das  Kepler 
abhielt,  seine  Theorie,  die  ohne  Eenntniss  der  Gravitation  schwerlich  schttrfer 
definirt  werden  konnte,  praktisch  verwendbar  zn  machen.  Zudem  absor- 
birten  andere  Pläne  seine  ganze  Aufmerksamkeit  und  Thfttigkeit^)  Nur 
mittelbar  kam  er  der  LCsung  näher,  insofern  schon  einige  Monate  später 
für  ihn  die  Zeit  begann,  wo  er  Tycho's  reiches  Beobachtungsmaterial  sich 
zu  Nutzen  machen  konnte.  In  den  ersten  Jahren  fand  er  die  Zeit  nicht, 
sich  eingehender  mit  der  Mondtheorie  zu  beschäftigen ,  da  er  von  der  Aus- 
arbeitung seines  unsterblichen  Werkes  „Commentaria  motus  Martis**  zu 
8ehr  in  Anspruch  genommen  war.*)  Er  gab  jedoch  den  Gedanken ,  den  er 
gefasst  hatte,  nicht  auf;  um  so  weniger,  als  er  in  Tjcho's  Beobachtungen 
sofort  neue  Anhaltspunkte  fand.  Zuerst  streifte  sich  so  die  Idee  von  einem 
wahrhaft  enormen  Betrag  dieser  Ungleichheit  ab,  da  er  sah,  wie  Tjcho 
mittelst  der  von  ihm  eingeführten  Variation^)  den  wahren  Ort  des  Mondes 

1)  In  diese  Zeit  fällt  Kepler 's  höchst  peinliche  Verwickelung  in  den  Plagiat- 
itreit  Ur BUS- Brake;  die  Anbahnung  seiner  Verbindung  mit  Brahe  und  die  Sorge 
für  eine  neue  Lebensstellung,  eventuell  seine  Uebersiedelung  nach  Prag;  seine 
Reise  zn  Brahe  nach  Benatek;  die  Vorarbeiten  für  seine  Optik;  der  erste  Ent- 
wurf der  ifHarmonice  mundi**;  der  Beginn  der  Arbeiten  über  Mars.  Man  begreift 
kaum,  wie  ein  Mann  so  Verschiedenes  zugleich  bewältigen  konnte. 

2)  Vgl.  0.  0.  VIII,  631:  „Nan  bene  accipit  mea  verba,  quasi  dixissem,  me 
nihü  de  Luna  posse  condudere,  nisi  perspecHs  et  reUgiuis  planetis.  Ego  vero  hoc 
dicebam,  tantum  miJU  occupatümis  in  planetis  ceteris,  ut  nan  vacet  examinare  üla, 
puie  Braheug  jam  ddborarat." 

8)  Ich  meine  die  dritte  Ungleichheit  des  Mondlaufes,  die  wir  heute  noch 
^Variation**  nennen;  dieselbe  war  Kepler  vor  seiner  persönlichen  Zusammenkunft 
mit  Brahe  noch  unbekannt;  et  liegt  also  der  merkwürdige  Fall  vor,  daas  Kepler 
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schon  viel  genaaer  darstellte.  Mehr  und  mehr  musste  ihn  aber  die  Wahr- 
nehmung bestärken,  dass  auch  Tjcho  trotz  dieser  Verbesserung  in  seinen 
Beobachtungen  nicht  an  einer  Unregelmässigkeit  vorbeikam,  die  er  znerst 
durch  einen  „circeäus  annuae  variatianis^'^  darzustellen,  und,  da  dies  nicht 
gut  ging,  durch  Weglassung  des  zweiten  Theiles  der  Zeitgleichung  zu  com- 
pensiren  versuchte.^)  In  letzterem  Vorgehen,  das  für  Longomontan  ein 
Nothbehelf  und  für  Tycho  ein  Gegenstand  des  Aergers  war,  erkannte 
Kepler  sofort  etwas  seinen  Ansichten  von  der  Sache  sehr  Conformes.  Schon 
bald  nach  Tycho 's  Tode  erregte  die  Inconsequenz  in  den  eben  heraas- 
gegebenen  „Progymnasmata'^  den  Tadel  der  Astronomen,  und  dieser  er- 
streckte sich  auch  auf  Kepler,  weil  er  dieselbe  nicht  beseitigt  habe. 
Kepler  äusserte  sich  hierüber:^)  „  Der  Gedanke  selbst  wäre  so  übel  nicht, 
und  wird  durch  Analogien  gerechtfertigt,^)  wenn  nur  der  Betrag  besser 
stimmte!  Denn  sagen,  das  zweite  Element  der  Zeitgleichungsei 
beim  Mond  zu  vernachlässigen,  ist  ebenso  viel,  als  wenn  man 
behauptet,  die  mittlere  Bewegung  des  Mondes,  wie  sie  die  übrigen 
Astronomen  angeben/)  erleide  im  Winter  eine  Retardation,  im 
Sommer  eine  Acceleration,  weil  genau  derselbe  Weg,  den  der  Mond 
im  Sommer  in  360^67'  (Stern-)  Zeit,  zurücklegt,  und  nicht  mehr,  von 
ihm  im  Winter  in  36 P  T  zurückgelegt  würde. ^)     Da  ferner  die  Ent- 


die  vierte  (in  ihrem  Maximum  fast  viermal  geringere)  vor  der  dritten  bekannt 
war.  Dies  hat  jedoch  nichts  Befremdendes,  wenn  man  bedenkt,  dass  Tycho 
Brahe  von  ununterbrochen  fortgesetzten  Beobachtungen  anaging,  also 
nothwendig  die  Ungleichheit  zuerst  finden  musste,  die  den  grösseren  £in- 
fluss  auf  die  Mondörter  überhaupt  ausübt,  während  Kepler  seinen  Schluss  aus 
einzelnen  Beobachtungen  zog,  welche  sich  auf  die  Finfitemisse  beziehen.  In  den 
Syzygien  wird  aber  der  '  etrag  der  Variation  bekanntlich  =0.  Deshalb  wurde 
Eep  1er 's  Untersuchung  durch  dieselbe  nicht  erheblich  gestört. 

1)  Ich  verweise  auf  den  ersten  Theil  dieser  Abhandlung  (S.  164,  166). 

2)  0.0.  VIII,  627  (Brief  an  Odontius  vom  80.  Sept.  1606):  „Bei  qualitM 
non  välde  absurda  est  seque  exemplis  defendit,  si  modo  quantitcLs  consentiret!  Ncm 
qui  dieit,  negligendam  esse  alteram  partem  aequatioftis  in  Luna,  ts  statuit^  Lunae 
illum  motum,  qui  apud  ceteros  ctstronomos  est  medius,  hyeme  tardum  esse,  aesiate 
velocem,  quia  quantum  aestate  de  orbe  Lunae  volvitur  temporibus  360.57'  aequa- 
toriis,  tantu/ndem,  non  plus,  volveretwr  hieme  temporibus  361,1'.  It€^que  cum 
aestate  Sol  sit  remotior  ah  orbe  Lunae  quam  hieme,  posset  aliquis  eogitare,  causam 
inaequalitatis  esse  physicam,  et  Sölem  propiorem  impedire  nonnihtl  Lunae  motuwL** 

8)  Man  erinnere  sich  an  den  Vergleich  dieser  Mondgleichung  (denn  an  diese 
denkt  Kepler,  sonst  könnte  er  nicht  mit  „Denn**  fortfahren)  mit  der  Mittel- 
punktsgleichung  der  Sonne  (oben  S.  218) 

4)  Dem  Sinne  nach  ebenso  viel  als:  Nach  Berücksichtigung  aller  andern 
Ungleichheiten. 

6)  D.  h.  in  der  Zeit,  in  welcher  die  Erde  um  diese  Winkel  rotirt.  Kepler 
sieht  hier  ganz  ab  vom  ersten  Theil  der  Zeitgleichung  and  von  allen  übrigen 
Mondgleichungen.  Der  Mondlauf  musste  also,  wenn  es  keine  weitere  Uond^eioh- 
ung  mehr  gäbe,  ein  gleichförmiger  sein.    Die  wahren  Tage  würden  aber  nur  nodi 
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fernnng  der  Sonne  von  der  Mondbahn  im  Sommer  grösser  ist, 
als  im  Winter,  liegt  der  Gedanke  nahe,  dass  diese  Ungleichheit 
einen  physischen^)  Grund  habe,  oder  dass  die  Sonne  bei  grosserer 
Nfthe  den  Mondlauf  etwas  hemme/^ 

Als  die  übrigen  Arbeiten  etwas  abgenommen  hatten,  machte  sich 
Kepler  ernstlich  an  die  Umgestaltung  der  Mondtheorie.  Die  Erfahrung 
so  vieler  Astronomen  nach  ihm  blieb  ihm  jedoch  auch  nicht  erspart.  Frisch 
sagt  hierüber:^)  „Am  meisten  Arbeit  machten  ihm  die  Ungleichheiten  des 
Mondlaufes,  und  Kepler  erschöpfte  sich  in  tibermenschlichen  Anstreng- 
ungen,^) um  die  Bahn  des  Erdsatelliten  den  von  ihm  aufgefundenen  Gesetzen 
anzupassen^*;  ferner:^)  Kepler  habe  seine  Mondtheorie  in  dem  projectirten 
und  bereits  begonnenen  «^Hipparchus'^^)  niederlegen  wollen,  allein  da  er 
daran  verzweifelte,  zu  einem  befriedigenden  Ende  zu  gelangen,  habe  er 
den  gesammelten  Stoff  auf  die  „Epitome  Astronomicte  Copernicanae'*  und 
die  „Tabtdae  Rudölphinae"  vertheilt.  Kepler  selbst  schreibt  an  Crüger, 
den  28.  Febr.  1624:^)  „Guter  Gott,  welche  Mühe  habe  ich  es  mich  kosten 
lassen,  wie  oft  die  Mondtheorie  verändert,  um  den  Finsternissbeobachtuugen 
gerecht  zu  werden!'*  und  an  Mästlin,  schon  den  8.  Febr.  1601:'')  „Ich 
stelle  mich  selbst  nicht  zufrieden;  aber  ich  glaube,  du  wirst  begreifen,  dass 


durch  die  verschiedene  Bewegung  der  Sonne  in  der  Ekliptik  differiren,  welche  im 
Winter  61',  im  Sommer  57'  beträgt,  und  welche  hier  der  Einfachheit  wegen  als 
im  Aequator  liegend  angesehen  wird  (eben  sofern  vom  ersten  Theil  der  Zeitgeich- 
ung  abstrahirt  wird).  Während  eines  wahren  Tages  rotirt  also  die  Erde  im  Winter 
um  3610  1'^  im  Sommer  um  360°  67'.  Sagt  man  nun,  der  zweite  Theil  der  Zeit- 
gleichung solle  weggelassen  werden,  so  heisst  das,  der  wahre  Tag  sei  dem  mitt- 
leren gleich  zu  setzen  (beide  Ausdrücke  hier  gebraucht  nur  mit  Rücksicht  anf  den 
zweiten  Tbeil),  welcher  den  Massstab  für  alle  Bewegungen  bildet.  Sonach  müsste 
in  einem  mittleren  Tag  die  Erde  im  Winter  um  861^1'  rotiren,  im  Sommer  um 
360 •67'.  Tycho's  Auskunftsmittel  besagt  sonach,  dass  im  Winter  der  mittlere 
Tag  länger  anzunehmen  sei,  als  sonst  geschieht,  sofern  die  Gleichförmigkeit  des 
Mondlaufea  aufrecht  gehalten  werden  soll.  Das  heisst  aber  mit  anderen  Worten, 
der  .Mond  bleibe  zurück,  wenn  die  gewöhnliche  (richtige)  Dauer  der  mittleren  Tage 
beibehalten  wird.  —  In  der  „Epitome  Astronomiae  Copernicanae '*  L.  EI,  P.  III 
(O.  0.  VI,  250)  bestimmt  er  den  täglichen  Weg  der  Sonne  genauer  zu  67'  5"  im 
Sommer  und  61'  21"  im  Winter. 

1)  Im  cfegensatz  zu  den  phoronomischen  Darstellungsmitteln  der  Alten. 

2)  0.  0.  VI,  3. 

3)  „Immanem  itnpendit  operam." 

4)  0.0.  III,  512. 

6)  Kepler  selbst  bemerkt  (0.  0.  III,  617):  „Pragae  inchoata  a  mUltis  annis, 
lAndi  vero  oontinuata,  praeaertim  anno  1616.'*  Er  war  bis  zu  seinem  Tode  damit 
beschäftigt,  kam  aber  zu  keinem  Ziele. 

6)  0.  0.  VI,  36:  „Quantum  ego,  Deus  hone,  läborum  hausi,  quoties  hypo- 
theaea  Lwnae  immutavi,  ut  ecUpses  tuerer!" 

7)  0.  0.  VllI,  738:  „Mihi  ipsi  non  aatisfado;  sed  existimo  te  videre,  plus 
diffieultatis  esse  in  u/na  Luna,  quam  in  omnibus  planetis." 
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der  Mond  allein  mehr  Schwierigkeiten  verursacht,  als  alle  übrigen  Plane- 
ten zusammen/*  Ja,  in  einem  Briefe  an  Crttger,  vom  9.  Sepi  1624,^) 
klagt  er  darüber,  dass  es  ihm  zwar  gelungen  sei,  die  Mondbewegnng  im 
Ganzen  genauer  darzustellen  als  seine  Yorgftnger ,  aber  einzelne  Finsternifise 
zeigten  noch  Differenzen  von  einer  Viertelstunde  und  darüber,  so  dass  er 
gar  auf  die  Idee  gerieth,  der  Erdschatten  sei  nicht  diametral  der  Sonne 
entgegengesetzt! 

Etwa  6  Jahre  nach  Tycho^s  Tode  trat  deshalb  in  Bezug  auf  diesen 
Punkt  bei  Kepler  eine  Periode  ein,  die  ich  nicht  anders  als  die  derCon- 
fasion  bezeichnen  kann.  Die  verschiedensten  Hypothesen  wurden  ersonnen, 
auch  combinirt,  um  den  von  Tycho  aufgestellten  zu  kleinen  Betrag 
der  Mondgleichung ,^)  an  dem  Kepler  zuerst  festzuhalten  versuchte,  seine 
Variation  und  die  Beobachtungen  zusammenzureimen.  Dies  war 
der  Kernpunkt  aller  Schwierigkeiten,  wie  zwei  Stellen  noch  ans 
dem  Jahre  1616,  kurz  bevor  Kepler  sich  endgiltig  entschied,^  bezeugen. 
In  den  aus  den  Beobachtungen  sich  ergebenden  Mondpositionen  traten  immer 
wieder  Differenzen  auf,  deren  summirter  Betrag  dem  Maxim  um  der  jähr- 
lichen Gleichung^)  mehr  oder  weniger  entspricht.  Durch  Tycho's 
sonderbares  Verfahren  war  ein  Theil  dieser  Differenzen  gedeckt,  der  andere 
aber  wurde  von  Kepler  für  eine  der  Variation  noch  anhaftende  ünge- 
nauigkeit  gehalten.  So  schrieb  er  an  Mttstlin,  den  5.  Mai:^)  „Wenn  ich 
mich  an  den  Mond  mache,  so  finde  ich  mehr  Schwierigkeiten  als  je,  oh- 
gleich  Tycho  Brahe  die  gröbsten  Fehler  beseitigt  hat.  Das  rechne  ich 
noch  zu  den  Kleinigkeiten,  dass  die  Durchmesser  der  leuchtenden  Scbeihen 
und  des  Schattenkegels  bei  ihm  nicht  stimmen;  schlimmere  Sorge  bereitet 
mir  die  Zeitgleichung,  und  jene  Ungleichheit,  die  er  Variation  nannte. 
Denn  je  mehr  Beobachtungen  Tycho's  ich  discutire,  um  so  schlechter 
stimmt  seine  Variation  mit  denselben  überein  ,^)  so  dass  Differenzen  von 
12,  13,    14,    15  Minuten  sich   ergeben.     Darüber   komme    ich   nicht 

1)  0.0.  VI,  37. 

2)  Die  Tycho,  wie  bereits  gezeigt  wurde,  aus  Verlegenheit  als  ein  Anhftngiel 
der  ZeitgleichuDg  behandelte.  Kepler  nennt  sie  deshalb  „ein  glücklich  eiaonnenes 
üebel"  („mälum  hene  conditum".    0.  0.  VIII,  627). 

8)  Hiervon  später.  ^ 

4)  Das  Maximum  derselben  beträgt  11,23  Bogenminuten ,  was  im  siderieohen 
Mondlauf  20,4  Zeitminuten  ausmacht,  in  Bezug  auf  Finsternisse  aber  22,1  Min. 

5)  0.  0.  VI,  14:  „Dum  ad  Lunam  venio,plii8  invenio  laborum  quam  unptamy 
cum  tarnen  potissima  a  Tyehone  Brake  sint  absoluta.  lüa  levia  sunt,  quod  dior 
märt  luminum  et  umbrae  apud  ipsum  non  correspondent ;  major  est  ewra  aeqjM- 
tionis  temporis,  et  ilUus  inaequälüatü ,  quam  variationem  dixit,  Nam  quo  ptwru 
^ju8  examino  observationes,  hoc  minus  Tychonica  variatio  respondet  observatis,  adeo 
ut  ad  12,  13,  14,  1j  mintUa  dissideat.    In  his  adhuc  haereo.** 

6)  Natürlich  ist  dies  nicht  die  Schuld  der  Variation,  die  eben  Fehler,  flir 
welche  sie  nicht  gilt,  auch  nicht  zu  beseitigen  yermochte.  Tycho  hatte  |Qir 
Maximum  genau  genug  eu  40'  80''  angegeben. 
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hinauB.'*  und  an  Crüger,  den  17.  Juni  desselben  Jahres:^)  „Die  Zeit- 
gleichong  leidet  noch  an  einer  merkwürdigen  Unregelmässigkeit,  von  der 
du  wohl  kanm  eine  Ahnung  hast.  Und  andererseits  weicht  die  von 
Tjcho  Variation  genannte  Ungleichheit  bis  zu  6  und  10  Minuten  von  den 
Beobachtungen  ab.'* 

Klarer  geht  die  überraschend  richtige  Bestimmung  des  Maximums  aus 
einer  Stelle  aus  dem  Jahre  1607  hervor,  wo  Kepler,  durch  Angriffe  auf 
Tycho's  verstümmelte  Zeitgleichung  veranlasst,  schreibt:^)  ,yMir  geföllt 
zwar  die  Weglassung  des  zweiten  Theils  [der  Zeitgleichung]  auch  nicht, 
aber  ich  kann  daran  nichts  aufs  Gerathewohl  ftnderu;  bevor  ich  mit  den 
Planetenbahnen  ins  Beine  gekommen  bin.  Denn  schon  jetzt,  ohne  Aen- 
derung  der  Annahme  T  je  ho 's,  kann  der  Fehler  bis  zu  6'  anwachsen. 
Würde  ich  diese  Art  der  Ausgleichung  beseitigen,  so  kämen  noch  4' 
hinzu.  So  könnte  hie  und  da  infolge  meiner  Abänderung')  ein  Fehler 
von  10'  oder  IT  sich  ergeben,  und  ich  würde  so  mich  mit  meiner  Aen- 
derong  dem  Tadel  aussetzen.** 

Hier  konnte  nur  die  Theorie  entscheidend  eingreifen,  und  sie  that 
es  auch,  dem  Resultat  nach  glücklich,  in  der  Form  höchst  un- 
glücklich.    In  einer  aus  dem  Jahre  1627  stammenden  Stelle^)  bemerkt 


1)  0.0,  VI,  26:  „Temporia  aequatio  adhitc  miram  habet  inaequcditatem ,  de 
qua  nix  suspiceris.  Et  illa  Tyehoni  dicta  variatio  ab  öbservatis  rt^mm  prorsum- 
9«e  fuque  ad  6  et  10  minifita  dissentit*' 

2)  0.  0.  VIII,  627:  „Etsi  non  probo  ipsam  partis  dUerius  omissionem,  nihü 
tarnen  mutare  posmm  temer e,  quoad  in  planetia  fuero  expeditus.  Nam  potest  con- 
Ungere,  etiam  sie  invariata  Tychonica  hypothesi  error  6'.  Si  jam  mutem  hanc 
aequandi  rationem,  aceedent  alia  4\  Sie  interdum  posset  per  meam  mutationem 
error  contingere  10'  vel  11';  ita  in  reprehensionem  inciderem  cum  mea  mutatione/' 
Hieraus  ist  auch  klar,  dass  Kepler,  wie  ich  schon  bemerkte,  die  beiden  Fehler, 
die  er  dem  Anschein  nach  aus  zu  grosser  Hochachtung  vor  Tycho^s  Genauigkeit 
getrenot  halten  zu  müssen  glaubte,  nur  hätte  addiren  müssen,  um  das  Richtige 
in  haben. 

3)  Man  beachte  wohl,  dass  Kepler  hier  nur  von  der  Beseitigung  der 
Brahe*8chen  Inoonsequenz  redet;  er  will  sagen,  bevor  die  Aenderung,  die  er 
vor  hatte,  durchgeführt  sei",  würde  besser  das  Flickwerk  Tycho's  beibehalten, 
weil  es  den  Fehler  wenigstens  verringere. 

4)  0.  0.  VI,  671.  Auf  eine  Erklärung  einzelner  Ausdrücke  in  dieser  Stelle 
kann  ich  mich  nicht  einlassen;  dies  erforderte  zu  viel  Raum,  und  gehört  nicht 
hierher.  Höchst  sonderbar  ist,  dass  Kepler  die  vorher  erwähnte  Idee  einer  zwei- 
fachen Abweichung  noch  nicht  aufgegeben  hat.  Daher  hält  er  an  der  Erhöhung 
des  Maximums  der  Variation  auf  49'  bis  61'  fest,  und  zerbricht  sich  den  Kopf, 
warum  das  von  seiner  Theorie  hier  geforderte  Maximum  so  stark  den  von  Tycho 
angestellten  Betrag  überschreite.  Die  Schuld  an  diesem  Missgriff  scheint  mir 
daran  zu  liegen,  dass  seine  verunglückte  Erklärung  der  Variation  die  Erhöhung 
des  von  Tycho  richtig  angegebenen  Maximums  forderte,  und  so  Kepler  ver- 
hinderte, die  beiden  Abweichungen  von  den  Beobachtungen  als  Wirkungen  der- 
aelben  Ursache  aufzufassen.    Hätte  er  so  verfahren ,  so  hätte  er  sogleich  die  Ueber- 
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Kepler,  die  von  ihm  snpponirte  Ursache  fordere  ein  Maximum 
von  21°^  40';  also  ein  so  überraschend  genaues  Resultat,  dass  man  ge- 
neigt ist,  im  Hinblicke  auf  Kepler *s  frühere  ErklSmngen ^)  sich  anter  dieser 
Ursache  etwas  sehr  Vortreffliches  vorzustellen.  Aber  die  Enttfiuschung  bleibt 
nicht  lange  aus. 

Schon  gleich  Anfangs  hatte  Kepler,  wie  man  sich  erinnern  wird,  auf 
eine  dritte  mOglicbe  Ursache  hingewiesen,  dass  nämlich  die  tfi gliche 
Botation  der  Erde  von  der  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  ab- 
hängig sei,')  und  zwar  im  Winter  schneller,  im  Sommer  lang- 
samer erfolge,  so  dass  der  Mond  scheinbar  im  Winter  langsamer,  im 
Sommer  schneller  thatsächlich  gleiche  Bogen  durchlaufe.  Und  in  der  Tbat! 
Diese  und  keine  andere  ist  die  soeben  von  Kepler  bezeichnete 
Ursache.  Der  Vorwurf,  Kepler  habe  irrthümlich  ein  drittes  Element 
der  Zeitgleichung  angenommen,  ist  also  begründet. 

Zunächst  ist  die  Frage  berechtigt,  wie  Kepler  denn  sich  überhaupt 
zu  einer  für  unsere  mechanischen  Begriffe  so  absurden  Auffassung  bekennen; 
dann,  wie  er  derselbeu  sogar  seine  ältere  merkwürdig  correcte  Auffassung 
opfern  konnte?') 

In  Bezog  aaf  die  erste  Frage  stand  zunächst  ein  wesentliches  Uinder- 
niss  von  Seite  der  damaligen  Beobachter  nicht  im  Wege.  Kepler  selbst 
gesteht  zu,^)  dass  auch  bei  den  übrigen  Planeten  sich  so  eine  Ungleich- 
heit bemerkbar  machen  müsste;  weist  aber  darauf  hin,  dass  die  Wirkung 
bei  allen  mit  einziger  Ausnahme  des  Mondes  eine  so  geringe  sei,  dass  sie 
von  den  Beobachtungsfehlem  verdeckt  werde. 

Was  dann  die  uns  sofort  einleuchtende  mechanische  Unmöglichkeit  be- 
trifft, so  war  dieselbe  für  Kepler  nicht  vorhanden;  er  kannte  von  dem, 
was  wir  „Trägheit**  nennen,  nur  die  eine  Seite,  dass  ein  Körper 
ohne  eine  auf  ihn  einwirkende  Kraft  nicht  in  Bewegung  kommt, 
während  ihm  die  Vorstellung  mangelte,  dass  eine  einmal  in 
Bewegung  befindliche  Masse  in  stets  gleichbleibender  Bewe- 
gung  von   aus   sich    unbegrenzter   Dauer   verharrt      Daher  die 


einstimmung  des  von  seiner  Theorie  geforderten  Betrages  mit  der  Wirklichkeit  sehen 
müssen.  Natürlich  fand  er  deshalb  auch  immer  wieder  neue  Differenzen  zwischec 
Beobachtung  und  Theorie. 

1)  Siehe  besonders  S.  210  vor.  Jahrg. 

2)  Vgl.  8.  218  Anm.  4med. 

8)  Den  genauen  Zeitpunkt  dieses  Umschwungs  in  Kepler 's  Ideen  festzustellen 
gelang  mir  nicht;  ich  fand  zu  wenig  Anhaltspunkte.  Nur  so  viel  kann  ich  als 
sicher  bezeichnen,  dass  Kepler  im  Jahre  1607  noch  der  früheren  Ansicht  irtr, 
dass  aber  Ende  des  Jahres  1616  die  Frage  bereits  entschieden  war;  denn  0  0 
III,  656  findet  sich  eine  Studie  Kepler 's  aas  diesem  Jahre  (jedenfaÜB  zweit« 
Hälfte  des  Jahres,  wegen  der  S.  4  citirten  Stellen)  mit  der  Aufschrift:  „Conside- 
ratio  tertiae  partis  aequationis  temporis/* 

4)  Vgl.  S.  211. 
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Grundidee  (die  zugleich  der  tJrundirrthom  ist)  seiner  Theorie  von  der 
Centralbewegung,  die  sich  aus  seinen  eigenen  Erklärungen  so  etwa 
zusammenstellen  lässt:  Die  Sonne  rotirt  um  ihre  eigene  Axe,  weil  sie, 
und  überhaupt  alle  um  ihre  Aze  rotirenden  Himmelskörper,  „nicht  allein 
bei  ihrer  Erschaffung  von  der  göttlichen  Allmacht  den  Impuls  zur  Rotation 
empfingen,  sondern  in  derselben  kraft  der  ihnen  innewohnenden  bewegen- 
den Seele  zu  verharren  scheinen.^)  Er  bemerkt  dann  noch,  dass  sich  die 
„ditUurnUas  et perennüas"  der  Bewegung  sonst  kaum  erklären  lasse.  Diese 
Bewegung  der  Sonne  um  ihre  Aze  bewirkt  die  Centralbe- 
wegung  der  Planeten  auf  folgende  Weise: ^)  „Gleichsam  als  Hände 
dient  der  Sonne  eine  von  ihrem  Körper  ausgehende,  in  den  Weltraum  ge- 
radlinig sich  ausbreitende  Kraft,  welche  vermöge  ihrer  Eigenschaft  als 
i,Species^*  des  Sonnenkörpers  mit  diesem  rotirt,  wie  ein  überaus  reissen- 
der  Wirbel,^)  indem  sie  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  mit  der  gleichen 
Geschwindigkeit  wie  die  verhältuiss massig  kleine  Sonne  den  Weltraum  durch- 
eilt.'* DieHC  Kraft  vergleicht  er  in  Bezug  auf  ihre  scheinbare  Fern- 
wirkung mit  der  magnetischen.  Er  erklärt,^)  falls  die  Sonne  nicht 
rotirte,  gäbe  es  auch  keine  Ceutralbewegung  der  Planeten, 
sondern  dieselben  würden  theils  uuaufhörlich  auf  die  Sonne  lossteuern,  bis 
sie  dieselbe  bertthi*ten,  falls  sie  den  verwandten  Pol  derselben  zugekehrt 
hätten,  theils  von  derselben  bis  zu  den  Fixsternen  abgestossen,  wenn  ihr 
entgegengesetzter  Pol  gegen  die  Sonne  hingerichtet  wäre,   oder  diejenigen^ 


1)  Epit.  Astron.  Copern.  L.  IV.  P.  IL  (0.  0.  VJ,  343  flg.):  „Dictum  est  Ubro 
primo,  et  hoc  corpus,  et  si  quod  aliud  drea  suum  axem  volvitur,  non  tantum  in 
ipso  rerum  exordio  ab  omnipotentia  creatrice  fuisse  in  gyrum  actum,  sed  etiam 
vider^  conlinuare  hunc  motinn  praesidio  animae  motricis," 

2)  L.  c:  „Pro  manilms  est  ipsi  virttis  sui  corporis,  Uneis  rectis  in  omnetn 
mundi  amplitudinetn  emissa,  quae  eo  ij^sOy  quod  est  species  corporis,  una  cum 
corpore  Solis  rotatur  instar  rapidissimi  vorticis,  totam  illam  circuitus  am- 
plitudmem,  ad  qwmbamcumque  pertingit,  aeque  celeriter  pervagans,  atque  Sol  in 
ongusOssimo  suo  spatio  circa  centrum  se  convertit." 

S)  Die  „CartesianiBche"  Wirbeltheorie  kann  alao  nicht  einmal  die  Originalität 
des  Ausdruckes  beanspruchen. 

4)  L.  c.  Auf  die  Frage :  „  üt  vim  ti^binationis  Solis  rectius  intelligam,  die, 
^uid  censeas  futurum  fuisse,  si  Sol  non  turbinareturs^^*  lautet  die  Antwort: 
>«•..  sie  cogitandum  est  etiam  de  Sole,  quod  si  hie  non  convolveretur  circa  axem 
suum,  nuUus  etiam  primariorum  planetarum  [im  Gegensatz  zu  den  Satelliten]  circa 
Solem  esset  circumiturus ,  sed  pars  eorum  adnavigaret  ad  Solem  perpetuo,  donec 
uniretur  ipsi  ad  contactum,  pars,  quae  posttcum  Soli  obvertit,  expelleretur  versus 
hxas,  qui  vero  latus  praebent  Soli,  Uli  haererent  stw  loco  penittM  immobiles,  lue- 
tonte  virtute  Solis  tractoria  cum  repulsoria  ...  Cum  [vero]  Sol  [circa  suum  axem 
rotatus]  illa  virtute  sui  corporis  arripuerit  planetam ,  seu  trahens  illum  seu  repdlens, 
stu  dubius  inter  utrumque,  secum  etiam  circumducit  illum  . . .  Trdhendo  quippe  et 
fcpelhndo  retinet,  retinendo  circumducit"  Damit  ist  auch  clie  Nichtidentitat 
beider  Kräfte  ausgesprochen. 
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welche  sich  im  magnetiechen  Gleichgewicht  befänden,  würden  unbeweglich 
in  ihrer  Stellung  verharren.  Durch  die  Achsendrehung  der  Sonne  werde 
diese  Wirkung  abwechselnd  auf  jeden  ausgeübt,  und  so  ,, erhalte  die  Sonne 
die  Planeten  in  ihrer  Bahn  durch  wechselweise  Anziehung  und  Abstossung, 
und  führe  sie  ko  im  Kreise  herum  *^  Nun  muss  noch  erklärt  werdeo, 
warum  die  Planeten  nicht  alle  gleichzeitig  einen  Umlauf  voll- 
enden. Kepler  giebt  zu,  dass  dies  der  Fall  sein  müsste,  wenn  nicht 
noch  ein  anderer  Factor')  in  Betracht  käme.  „Aber  es  wurde  bereits  ge- 
sagt,^) dass  ausser  dieser  bewegenden  Kraft  der  Sonne  den  Planeten 
selbst  noch  eine  natürliche  Trägheit  zur  Bewegung  innewohne,*) 
welche  in  einer  Neigung  besteht,  nach  Art  der  Materie  überhaupt,  an 
einem  Orte  zu  verharren.  Die  bewegende  Kraft  der  Sonne  und 
die  ünföhigkeit  des  Planeten,  sich  zu  bewegen,  oder  die  Trägheit  seiner 
Materie  liegen  also  mit  einander  im  Kampfe;  beide  siegen  theil- 
weise,  jene  bewegt  den  Planeten,  diese  entzieht  den  Planeten  in 
etwas  den  Fesseln,  in  welche  ihn  die  Sonne  geschlagen,  so  dass  er  immer 
wieder  von  anderen  Strahlen  jener  kreisenden  Kraft,  die  gleichsam  eine 
Sonnenhülle  bildet,  erfasst  wird,  von  jenen  nämlich,  die  unmittelbar  den- 
jenigen folgen,  welchen  der  Planet  sich  soeben  entwunden  hatte.**  Die 
verschiedene  Winkelgeschwindigkeit  der  Planeten  endlich  erklärt 
Kepler  aus  zwei  Ursachen:  1.  Weil  diese  von  der  Sonne  ausströmende  Be- 


1)  Schon  das  dritte  Element!  Dies  wird  meistens  übersehen,  daas  bei 
Kepler*B  Theorie  eine  bedeutende  Zahl  von  Mitnrsachen  in  Betracht  konunes. 
Vielleicht  komme  ich  bei  einer  andern  Gelegenheit  einmal  auf  dieselbe  ausführ- 
licher zurück.  Hier  muss  ich  mich  auf  das  zum  YerständniBB  seines  Standpunktes 
Nothwendige  beschränken,  weshalb  ich  auch  alle  Details  auslasse  und  ^ur  die 
Grundzüge  biete.  Wenn  das  strenge  Wort  Delambre's  (Bist  de  rastronom.): 
„J'aimerais  encore  mieux  les  spMres  solides  d'Aristote,  qUe  les  tourbülona  de  Jkt 
eartee.  Avec  ces  spJUrea  an  a  du  tnoin^  faü  des  pUtndkUres,  qui  reprfyenktU  en 
gros  les  mouvements  ehestes,  —  on  a  pu  trouver  des  r^gles  approximatwes  de 
caicul;  on  n'ajamais  pu  tirer  aucun  parti  des  tourbillons,  mpourU 
calciU,  ni  pour  les  hmuMms**^  G^eltung  haben  soll,  so  ist  die  Wirbeltheorie  Des- 
cartes*,  welche  der  Newton 'sehen  Gravitationstheorie  lauge  Zeit  vorgezogen 
wurde,  ohne  Bedenken  als  eine  Verschlimmbesserung  der  Kepler*schen  zu  be- 
zeichnen ;  denn  dieser  hat  gezeigt,  dass  er  sehr  wohl  die  Berechnung  auf  seine 
Theorie  anzuwenden  verstand. 

2)  L.  c.:  „Dictum  est  hactentu,  prateter  furnc  vim  Solis  vectoriam  esse  etiam 
naturalem  inertiam  in  planetis  ipsis  cid  matum,  qua  fit,  ut  inelinati  sint,  materiat 
ratione ,  ad  manendum  loco  suo.  Pugnant  igitwr  inier  se  poientia  Solis  veetoria 
et  impotentia  planetae,  seu  inertia  materiälis;  utraque  suam  partem  habei  victome, 
illa  planetam  sede  sua  emovet,  haec  suum,  hoc  est  planetae,  oorpw  nonnihüeripit 
e  mnculis  Ulis,  quibus  a  Sole  ercU  prehensum,  ut  ab  älia  atque  alia  ärcuiarish^ 
virtutis  et  veluti  circumferentiae  Solaris  parte  apprehendatur,  ab  ea  scüiee^y  qwe 
proxime  sueeedit  iUi,  ex  qua  planeta  se  modo  extricavertxt." 

8)  Bis  hierher  richtig;  aber,  um  einen  von  Kepler  oft  gebrauchten  Ansdrock 
anzuwenden:  „hie  ineipii  error!'* 
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wegangskraft^)  mit  dem  Abstände  von  der  Sonne  schwächer  wird, 
da  sie  sich  auf  einen  grösseren  Baum  yertheilt,  so  dass  die  „Vis  resistentiae '^ 
der  Planeten  mit  grösserem  Erfolg  sich  ihrer  Wirkung  entzieht,  je  weiter 
der  Planet  von  der  Sonne  absteht.  Kepler  fügt  bei:  „Haec  est  causa 
potissma'*,^  2.  „Einigen  Einfluss  hat  auch  die  Grösse  der  Träg- 
heit oder  des  Widerstandes  der  Planetenkörper.**  ^) 

Im  6.  Kapitel^)  geht  Kepler  auf  die  tägliche  Rotation  der  Erde 
um  ihre  Axe  und  die  Bewegung  des  Mondes  ttber,^)  und  wendet  die 
aufgestellten  Grundsätze  auf  diese  an.  Er  wiederholt,  dass,  wie  alle  rotiren- 
den  Körper  y^)  so  auch  die  Erde  durch  ein  innewohnendes  Lebensprincip^) 
in  der  kreisenden  Bewegung  erhalten  werde.  „Eine®)  physische  und  nicht 
scheinbare  Wirkung  [dieser  Rotation],  die  allen  Hauptkörpern  [im  Gegen- 
satz zu  Satelliten  und  Planeten  ohne  Satelliten]  und  sogar  der  Sonne  selbst 
gemeinsam  ist,  ist  die,  dass  die  Hanptkörper  durch  die  ihrem  in  Ro- 
tation befindlichen  Körper  entströmende  „Species*'  ihre  Tra- 

1)  Wohl  zu  unterscheiden  von  der  quasi -magnetischen  Anziehungs-  und  Ab- 
atoBsungekraft,  welche  nach  Kepler  allerdings  die  andere  Kraft  begleitet:  TJt 
„spedes  lucis  Solaris  defert  etiam  calorem  ipsum,  .  • .  ita  eHam  speeies  corporis  So- 
laris immateriata  .  • .  cotnitem  habet  speciem  illius  virtutis  mergeticae  in  corpore 
Solis,  quae  nititur  untre  aibi  similia,  repetiere  dissimilia"  (L.  c). 

2)  L.  c.  —  Dlihring  (Kritische  Geschichte  der  allgemeinen  Principien  der 
Mechanik.  2.  Aufl.  S.  178)  drückt  sich  also  nicht  tadellos  aus,  wenn  er  sagt: 
„Die  Verschiedenheiten  in  den  ümlaufsgeschwindigke^'ten  der  Planeten  wurden 
von  ihm  [Kepler]  als  Wirkungen  der  verschiedenen  Grössen  der  Massenträgheit 
aufgefosBt,  die  von  der  in  der  rotirenden  Sonne  entspringenden  Umschwungskraft 
zu  fiberwinden  wären.**    Dies  ist  nur  Nebenursache. 

3)  L.  c.  „Äliquid  etiam  causa e  est  in  ipsa  planetariorum  globorum  iner- 
tia  vel  renitentia  majori  vel  minori."  Richtig  ist,  das  Kepler  die  Qrösse  dieser 
„inertia"  von  der  Masse  abhängig  macht. 

4)  L.  c,  (0.0.  VI,  369 flg.) 

6)  Schon  die  Ueberachrift  lautet:  „De  revolutione  corporis  Terrae  diuma 
circa  suum  axem)  ejusque  effeetu  t^  movenda  Luna,  et  proportionibua  inter 
se  a$mi,  mensis  et  diei.*' 

6)  Vgl.  S  7  Anm.  1. 

7)  „Insito  principio  animdli  aut  simili." 

8)  L.  c:  „Sffectue  physicua  et  veriasimus,  communis  omnibus  primcuiis,  ipsi- 
que  adeo  Soli,  est  iste,  quod  primarii  per  sui  corporis  in  circumvcHutione  constitttti 
speciem  egressam  cient  suos  secundarios,  ut  Terra  Lunam,  effieiuntque,  ut  secun- 
darii  in  eandem  plagam  sequantur,  tardius  tamen,  et  quasi  relicti  post  ter- 
gum."  Ein  Vergleich  mit  den  aufgestellten  (S^rundzfigen  der  Theorie  Kepler*« 
xeigt  sofort,  dass  die  Satellitensysteme  [er  wendet  sie  nämlich  auch  auf  die  vier 
Jnpitertrabanten  an]  bei  Kepler  ein  Miniaturbild  des  Sonnensystems  dar- 
stellen. Kepler  geht  so  weit,  auf  die  Frage,  warum  der  Mond  nicht  um  seine 
Axerotire  [,,maculi8  id  arguentibus";  die  mit  dem  Umlauf  gleichzeitig  vollendete 
Rotation  laust  er  also  nicht  als  „gyratio"  gelten]  zu  antworten:  „Cur  autem  hoc, 
nisi  quia  circa  Lunam  nullus  amplius  planeta  circumire  cernitur? 
yullum  igitur  habet  Lunn  ptanetam,  cui  motum  inferat  gyratione  sui  corporis; 
gyratio  igitur  in  Luna,  ut  supervacua,  fuit  omissa/'    (0.  0.  VI,  362.) 
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banten  bewegen,  so  die  £rde  den  Mond,  und  Ursache  sind,  dass 
die  Trabanten  in  derselben  Richtung  [der  Rotation]  folgen ,  aber  langsamer, 
und  gleichsam  hinter  dem  Rücken  zurückbleibend/' 

Diese  Theorie,  so  fehlervoll  sie  ist,  hätte  Kepler  nicht  gehindert, 
seinen  ersten  Gedanken  beizubehalten  und  die  Mondgleichung  definitiv  auf- 
zustellen;^) auch  glaube  ich  nicht,  dass  die  Schwierigkeit  der  quantitativen 
Begründung  derselben  ihn  abgeschreckt  hat;  er  war  in  Beseitigung  solcher 
Hemmnisse  von  unerschöpflicher  Erfindungsgabe ;  —  es  scheint  ihmhier 
seine  phantastische  Vorliebe  für  mystische  Wunderlichkeiten 
einen  bösen  Streich  gespielt  zu  haben. 

Dass  die  Erde  gerade  365 V4  Rotationen^)  im  Jahte  vollbringe,  und 
nicht  360,  das  ging  ihm  nicht  ein.  Daher  die  Folgerung:^)  „Dass  das 
der  Erde  innewohnende  Princip  die  Rotation  nicht  allein  besorge,  sondern 
hierbei  von  der  Sonne  unterstützt  werde,  folgt  aus  zwei  Gründen: 
Erstens,  weil  die  Anzahl  der  jährlichen  Erdrotationen,  36ÖV41 
grösser  ist  als  die  wenig  verschiedene  typische  Zahl  360.  Denn 
wenn  die  innere  Kraft  der  Erde  nicht  durch  den  beständigen  Einfluss  der 
Sonne  verstärkt  würde,  wäre  es  angemessen,  dass  die  Erde  dann 
etwas  langsamer  rotirte,  so  dass  sie  in  dem  gleichen  Zeitraum  eines 
Jahres  weniger  Umdrehungen ,  nämlich  nur  3l)0  ausführen  würde.  Ans 
diesem  Princip  folgt ,  dass  die  übrigen,  gleichsam  überzähligen  Sy^  Um 
drehungen    zu   den  360  infolge   der   Einwirkung  der  Sonne  hinzutreten*^ 


1)  loh  verweise  nur  auf  eine  Stelle  der  „Epitome''  (L.  IV.  P.  II.  -  0.  O.  Vi, 
862):  „Praeter  proprium  circuitum  Ltmae  circa  Telluris  globum,  de  guo  hactefius, 
mavettir  etiam  totum  coelum  Lunae  communi  motu  cum  centro  Teiluris  circa  Sölem 
sub  Zodiaeo  ut  ceteri  planetae:  qua  ex  compositione  fit,  tU  Luna  respectu  qui- 
dem  centri  Solis  semper  teneat  directum  cursum  in  consequentia  [signa], 
non  tantum  tunc,  quando  plenam  illam  et  Sol  et  Terra  extentis  spatiis  incitant  in 
piagam  eandem  [nach  seiner  Auffassung  von  der  Gentralbewegnng] ,  sed  etiam 
iunc,  quando  exstinciam  seu  vacttatj^  [Neumond]  Sol  quidem  prorsum 
[direct],  Tellus  vero  (respectu  quidem  centri  Solis)  re*ror«ttm  [retrograd] 
impeUit.  Nam  hie  impulsus  ex  Terra  adhuc  multo  est  minor  illo  ex  Sole,  quare 
diminuit  quidem  hie  illum  in  cofisequentia  latum  [die  directe  heliocentriische  Ge- 
schwindigkeit] ,  at  non penitus absorbet,  mülto  minus proficit  in conirarium**  —  Gan« 
oonsequent  hätte  Kepler  ausf Öhren  können:  da  die  relative  Kraft  des  Sonnenwir- 
bels,  der  dem  Erdwirbel  entgegenwirkt,  bei  Sonnennähe  (Winter)  grösser  seit 
verzögere  sich  im  Winter  die  Umlaufsbewegung  des  Mondes  um  die  Erde. 

2)  Eigentlich  sind  es  S66  V4 ;  aber  nach  K  e  p  1  e  r  's  Auffassung  (cf.  S.  9  n.  8)  nur  365  Vj- 

3)  L.  c:  „Id  vero  [principium  animale]  in  Terra  gyranda  non  esse  solitarium, 
sed  a4i*iWMri  a  Sole,  colligitur  ex  duobus  documentis:  pi^mo,  quia  numerus  revolu- 
tionum  Terrae  diumarum  tn  amut,  qui  etd  365  cum  quadrante,  excedit  vicinum 
areheiypicum  360.  ConsetUaneum  est  enim,  nisi  vis  motrix  Telluris  interna  vege- 
taretur  a  praesentia  Solis  perpetua,  Terram  aliquanto  lentius  circa  9uum  axem 
ineessuram  fuisse,  sie  ut  in  eodem  spatio  annuo  paudores  revoliUiones ,  puta  solas 
360,  faetura  fuerit.  Hoc  posito  sequitur,  residuas  et  veluti  supemumerarias  revo 
lutiones  quinque  cum  quadrante  accedere  Ulis  360  propter  a^mentum  ex  Sok.** 
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Die  Art  nnd  Weise,  wie  er  im  weiteren  Verlaufe  diesen  Oedanken 
ausführt,  zeigt  deutlich,  dass  er  nicht  etwa  auf  denselben  durch  auftauch- 
ende Schwierigkeiten  hingewiesen  wurde  und  ihn  dann  als  rettenden  Einfall 
aufgriff,  wie  Tycho  dies  gethan  hatte,  sondern  dass  diese  mystische 
Beziehung  das  zuerst  und  um  seiner  selbst  willen  Gewollte 
war.     Die  Einwendung,   ob  nicht  etwa  die  Sonne  allein  die  Rotation  der 

Erde  bewirke,    beantwortet  er  mit:^)   „unmöglich ,  denn  wenn  die 

Zahl  365  nicht  durch  das  Zusammenwirken  zweier  gesonderter  Ursachen 
entstOnde,  so  gäbe  es  keinen  Grund,  warum  die  Anzahl  [der  Ro- 
tationen] nicht  eine  der  typischen  Zahlen  darstellte,  das  heisst  eher 
eine  abgerundete ,  als  eine  aus  den  untheilbaren ,  unedlen  und  gebrochenen/' 

Dieser  Idee  kam  nun  noch  Tycho's  resp.  Longo montan's  Vor- 
gehen zn  Hilfe.  Als  zweiten  Grund  für  seine  Theilung  der  Zahl  366 V4 
ftLhrt  nämlich  Kepler  Tycho's  Weglassung  des  zweiten  Theils  der  Zeit- 
gleichung an ,  welche  durch  sein  drittes  Element  der  Zeitgleichung  gerecht- 
fertigt werde,  weil  die  Wirkung  des  zweiten  durch  die  Wirkung 
des  dritten  Theils  aufgehoben  werde.*)  Dies  Verfahren  war  ganz 
consequent;  denn  ist  die  Axendrehung  der  Erde 'einmal  theilweise  dem 
Einfluss  der  Sonne  zugeschrieben,  so  muss  ihre  Intensität  auch  von 
der  Entfernung  der  Sonne  abhängig  sein.')  Ferner  bemerkt 
Kepler:^)  „Ist  diese  physische  Zeitgleichung  einmal  aufgestellt,  so  müss- 


1)  L.  c.:  ^.Eept&ffnat ...  nam,  si  nutnenM  366  non  esset  oampositus  ex  duobus 
effeetibus  dtUMrum  causarum  distinctarum,  causa  ntdla  esset,  cur  üle  non  sit  unus 
ex  archetypicis,  id  est  rotundis  potius,  quam  ex  inarticulatis  et  ignohililms  et 
fractis.'^ 

2)  Dies  ist  Dicht  Bchwer  einzuBehen.  Wie  in  Anm.  5  zu  S.  2  gezeigt  wurde, 
hatte  Kepler  diese  Auslassung  des  zweiten  Theils  der  Zeitgleichung  in  den 
Tabellen  [dies  ist  wohl  zu  beachten;  ebenso,  dass  Tycho  dies  nur  einseitig  bei 
den  Mondtafeln  tbat,  Kepler  überall]  früher  mit  der  Mondgleichung  gerecht- 
fertigt; denselben  Dienst  leistet  ihm  dieses  dritte  Element  der  Zeitgleiohung,  In- 
folge desselben  rotirt  die  Erde  im  Winter  (Perihel)  rascher,  während  infolge 
des  zweiten  Theils  die  Sonne  einen  grösseren  Weg  zurücklegt,  also  auch  die  Erde 
um  einen  entsprechenden  Bogen  mehr  bis  zur  nächsten  Culmination  zu  rotiren  hat; 
diese  beiden  Ungleichheiten  heben  sich  auf,  yorausgesetzt,  dass  sie  den- 
selben Betrag  haben.  Dies  jedoch  verursachte  Kepler  immer  Schmerzen,  denn 
sein  dritter  Theil  war  der  Theorie  nach  grOsser  als  der  zu  compensirende  zweite  Theil. 

8)  L.  c:  „Nam  quia  haec  temporis  aeqtuUio  [Kepler 's  drittes  Element]  panit 
revolutionem  Telluris  aestivam  paulo  tardiorem  hibema,  id  eguidem  ex  insito  Terrae 
prineipio  nequit  esse,  tU  quae  solent  perpetuo  esse  uniformia,  sed  oportet 
esse  ex  intervallis  Solis  et  Terrae,  quae  sunt  aestate  nostri  hemisphaerii 
longiora  quam  hieme.*' 

4)  L.  c.:  ^yFosita  aeqttatione  temporis  physiea,  tunc  si  Sol  omnia  faeeret,  in- 
tegrae  Telluris  revolutianes  diumae  proportionales  essent  intervallis  Solis  et  Terrae; 
at  Postulat  quantitas  hujus  aequationis  temporariae,  ut  non  integrae  revoluiiones, 
sed  particidae  saltem  aliquae  minutae  revolutionum  proportionentur  illis  intervallis 
Variahillbus." 
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ten,  wenn  die  Sonne  allein  Alles  thäte,  die  vollen  täglichen  Umdrehungen 
der  Erde  den  Entfernungen  von  der  Sonne  proportional  sein;  aber  die 
Grösse  dieser  Zeitgleichung  fordert,  dass  nicht  die  vollen  Umdrehungen, 
sondern  nur  kleine  Bruchtheile  derselben  den  Entfernungen  proportionirt 
seien.** 

Damit  war  das  Schicksal  der  schönen  Mondgleichnng  be- 
siegelt. Kepler  hatte  die  Wahl  zwischen  zwei  Erklärungs weisen 
einer  vorhandenen  Ungleichheit;  beide  hatten  für  die  Berechnung  die- 
selbe Wirkung;  beide  waren  für  den  damaligen  Stand  der  Mechanik 
gleichberechtigt.  Die  eine  streifte  so  nahe  die  Oravitations- 
theorie  und  wurde  von  Kepler  auch  in  einer  Weise  interpretirt,  dass 
Jemand,  der  nicht  weiss,  dass  Kepler  mit  manchen  Worten  noch  Begriffe 
von  fraglichem  Werthe  verbindet,  glauben  könnte,  das  Expose  eines  moder- 
nen Astronomen  zu  lesen. ^)  Die  andere,  für  uns  ungereimt,  hatte 
für  Kepler  den  Vorzug,  dass  sie  seine  Lieblingsidee,  die  absolute 
Proportionalität  aller  Verhältnisse  im  Weltraum,  scheinbar  bestätigte. 
Kepler  wählte  daher  die  letztere,  und  brachte  die  Mondgleich- 
ung seinem  Phanta'siegebilde')  zum  Opfer.^)  Dies  ist  zu  bedauern ; 
aber  Eines  ist  sicher:  Niemand  vor  Kepler  hat  die  jährliche  Gleichung 
des  Mondes  so  genau  definirt,  ihren  Grund  mit  solchem  Scharf- 
sinn bezeichnet,  ihren  wahren  Betrag  mit  einer  für  jene  Zeiten 
und  Beobachtungsmittel  so  überraschenden  Genauigkeit  bestimmt/) 
sie  auch  ausdrücklich  y^annua  inaegtuüUas  Lunae^  genannt  und  als  die  seine 
bezeichnet  wie  Kepler;  er  kann  mit  Recht  den  Bnhm  des  Entdeckers  für 
sich  in  Anspruch  nehmen,  wenn  er  auch  später,  durch  einen  blendenden 
Einfall  bestochen,  sich  bestimmen  liess,  sie  mit  einer  für  den  damaligen 
Stand  der  Mechanik  gleichwerthigen  Erklärungsweise  zu  vertauschen. 


Im  Anschlüsse  an  diese  Darlegung  will  ich  noch  kurz  die  gleich  auf 
die  Definition  der  jährlichen  Gleichung  folgende  Stelle  des  Briefes   vom  9. 


1)  Besonders  vor.  Jahrg.  S.  210  med.  (209  N  2),  S.  218  fin.  (N.  2),  S*  219  (218  N.4). 

2)  Er  selbst  sagt  in  einem  Briefe  an  Remns  vom  3t.  August  1619  (0.  0.  II, 
:  ,,Si  tarnen  a^jidenda  temporis  aequatio  mea,  peribit  una  bona  phan- 

taiia.'' 

8)  Es  scheint,  dass  er  sich  die  Scrupel  darüber  nicht  ganz  nehmen  konnte; 
wenigstens  sagt  er  an  einer  Stelle  der  „Epit.  Astr.  Cop."  L.  VI.  F.  I.  (0.  O.  VI, 
486):  „Nolim  tarnen  cum  quopiam  contendere  pertinacius  super  hac  tertia  eatua 
aequationis.  Natn  si  quis  observationes  Brahei  in  Luna  condliaverit  propius 
per  i*sitatam  temporis  aequationem,  ei  luhens  egopalmam  cedam  eversae  ht^fuspartis 
aequationis  temporis/'  Dies  gelang  natürlich  Niemand,  weil  die  Forderung  eine 
unmögliche  war;  dies  dritte  Element  der  Zeitgleichung  ging  daher  in  die  „Tabiüae 
Rudolphinae"  über  (0.0.  VI,  571). 

4)  Auch  die  Bestimmung  aus  der  andern  Hypothese  ist  ja  eigentlich  nichts 
als  die  jährliche  Gleichung  in  einem  andern  Kostüm. 
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und  10.  April  1599  besprechen,  da  dieselbe  mit  dem  Gegenstande  dieses 
Anfsatzes  im  engsten  Zusammenhange  steht. 

Kepler  weist  im  Briefe  vom  29^ Januar  1599  an  Herwart^)  auch 
darauf  hin,  dass  im  Laufe  der  Jahrhunderte  eine  Veränderung  im  Mond- 
lauf  eingetreten  sei,  und  nimmt  nur  vorläufig  an  (bis  eine  genaue  unter- 
Buchung  mehr  Anhaltspunkte  ergeben  habe),  dass  die  jetzt  giltigen  Ele- 
mente auch  fQr  die  Zeiten  des  Ptolemaeus  richtig  seien.  Diese  aller- 
dings sehr  vage  Anspielung  auf  eine  SSculargleichung  des  Mondes 
▼eranlasdte  Herwart,  zu  versuchen,  welche  Differenzen  sich  für  Zeit  und 
Grösse  der  Finsternisse  vor  Christi  Geburt  ergeben,  wenn  man  sie  nach 
den  Prutenischen  (Elemente  des  Copemicus)  und  Alphonsinischen  Tafeln 
(Elemente  des  Ptolemaeus)  berechnet.  Im  Brief  vom  16.  März^  theilt  er 
Kepler  zwei  solche  Berechnungen  mit,  und  bemerkt,  es  ergäben  sich 
für  das  zweite  Jahrhundert  vor  Christus  Differenzen  bis  zu  3  Stunden  (also 
▼iel  grösser  als  zur  Zeit  Kepler 's). 

Hierin  findet  Kepler  eine-Bestätigung  seiner  neuen  Mond- 
gleichung, die  auf  folgendem  Gedankengange  basirt.  ^)     Die  jetzigen 


1)  Es  ist  dies  die  S.  207  vor.  Jahrg.  ausgelaBseue  Stelle  aus  0.0. 1,  412:  „Memim 
samCy  in  Ptolemaico  ecUpsium  cälculo  ah  Albategnio  [es  ist  dies  der  arabische  Astro- 
nom Mohammed  ben  Geber  ben  Senan  Abu  Abdallah  al.  Batani,  geb.  um 
850  zu  Batan  in  Syrien,  gest.  um  929]  deprehensam  anomaliam  et  dücrepantiam 
abservatarum  ecUpsium  ab  iisdem  cdlcülatis,  eamque  aliam  quam  kaec  ho- 
dierna  est,  Ideo  priusquam  certi  quid  statucUur,  ülius  etiam  causa  reddenda 
ent.  Praea upp onemus  igitur ,  hone  anomaliam  annuam  hodiernam  ecUpsium 
Perpetuum  esse  Prutenici  oalddi  comitem,  si  is  retro  usurpetur," 

2)  Abgedruckt:  0.  0. 1,  416:  „Praeterea  in  ecUpsibu^'*,  und  „Consimiliter". 
8)   Zum  Vergleiche  setze  ich   Kepler *b  Worte    hierher   (ü.  W.  C,  S.  12 

Z.  77  flg.)  und  bezeichne  die  Belegstellen  mit  Buchstaben,  welche  im  Text  wieder- 
kehren. Die  orakelhaft  dunkle  Stelle  lautet:  „Denique  allegas  in  genere  edipses 
ante  Christum,  quae  ah  utroque  calculo  trium  fere  horarum  differentid  prodantur. 
Id  me  quoque  canfirmat,  Nam  quia  calcülus  meus  ohservationihus  hodiemis  ac- 
eommodcUur,  *)  [zu  ergänzen :  et  quia]  ohservationes  Alphonsino  calculo  propinquant,  ^) 
ergo  et  ego  Alphonsino  calculo  propinquo:^)  quod  quo  constantius  facio  hoc  verius.^) 
At  etiam  ante  Christi  tempora  hoc  facio,*)  quod  sie  probo,  Pendet  mea  correetio 
et  introducta  Iwnationwn  differentia  a  Solis  eccentricitate;  iüa  olim  major  fuit^^) 
quare  et  meam  differentiam  meiern  fuisse  necesse  est:  plane  uit  etPrutenicae  Um- 
gius  illo  tempore  ab  AlpJwnsinis  dissident.*)  Haec  dico  non  iniowjfiovmwg  sed 
otozik^»9.^)  Quantum  enim  Alphansinis  in  rimanda  antiquitate  trihuendum  sit, 
BeinhOldus  in  Prutenicis  testatur,  qui  Copemico  id  praeeipue  latuU  dat,  quod 
doceat  antiquas  edipses  computare,  cum  antea  nemo  id  potuerit.  Sed  videnttMr 
tamen  Alphonsini  praeeipue  in  Luna  fuisse  diligentes.  Et  respexerunt  Uli  fortasse 
potissimum  ad  edipses  vemdles,  sicut  Copemicus  ad  aestivas  et  hybemas,  Hinc 
Uli  in  aestivis  et  hyhemis,  Copemicus  in  vemalibus  et  autumndlibus  errant.  Erat 
Copemicus  majoribus  rebus  intentus,  ordinandae  Solis  eccentricitate,  definiendae 
quantitcUi  anni.  Haec  ut  ohtineret,  impossihile  fuit  aliter  de  eclipsibus  docere, 
nisi  simül  novam  in  Lunam  et  annuam  inaequalitatem  introduceret ;  quod  cum 
ille  äbhorreret,  ego  faeio,^)    Fortas$e  id  quoque  ad  rem  pertinet  monere,  si  Pto* 


Digitized  by ' 


joogle 


14  Historisch -literarische  Abtheilung. 

Beobachtungen  werden  durch  Eepler's  verbesserte  Rechnung  gut  darge- 
stellt;*) andererseits  stimmen  dieselben  besser  mit  den  Alphonsini- 
sehen  Tafeln  ttberein^)  als  mit  den  Prutenischen ;  ^)  als  o  stimmtauchEep- 
ler's  verbesserte  Rechnung  mit  den  Alphonsinischen  Tafeln. *') 
Nun  stellt  sich  heraus,  dass  auch  für  die  früheren  Jahr- 
hunderte die  Alphonsinischen  Tafeln  der  Wirklichkeit  näher 
liegen.  Dies  beweist  Kepler  so.  Die  Excentricität  war  früher 
grösser^),')  also  mussten  die  Finsternisse  noch  mehr  als  jetzt  sich  im 
Frühjahr  verspäten,  im  Herbst  verfrühen ,^)  oder  die  Differenz  der  Be- 
obachtungen und  der  Prutenischen  Tafeln  musste  noch  grösser  sein  als 
jetzt.^)  Her  wart  findet  nun  in  der  That  für  die  früheren  Jahrhunderte 
bedeutend  grössere  Differenzen  auch  zwischen  den  Prutenischen  und  Alphon- 
sinischen Tafeln,  ein  Zeichen,  dass  die  Alphonsinischen  Tafeln 
mit  den  Beobachtungen  auch  für  diese  entlegenen  Zeiten  besser 
übereinstimmen  müssen.^)  Dass  dieser  Schluss  nicht  ganz  correot  sei ,  scheint 
Kepler  übersehen  zu  haben.  Hatte  er  aber  einmal  die  Ueberzeugung,  dass 
die  Alphonsinischen  Tafeln  allen  Beobachtungen  besser  genügen,  so  war 
es  ganz  conseqnent,  in  der  üebereinstimmung  mit  denselben  das 
Kriterium  der  allgemeinen  Giltigkeit  seiner  Mondgleichung 
zu  suchen.^)  Die  Frage  war  also  dann  die :  Folgt  auch  aus  der  jährlichen 
Gleichung  für  diese  Zeiten  eine  Vergrösserung  der  Differenz  zwischen 
der  Wirklichkeit  und  den  Prutenischen  Tafeln?  Denn  dann  nähert«  sich 
auch  für  diese  Zeiten  die  jährliche  Gleichung  in  ihrer  Wirkung  den  Alphon- 
sinischen Tafeln,^)  mithin  der  Wirklichkeit.^)  Der  Beweis  hierfür®)  war 
sehr  einfach.  Als  Grund,  warum  seine  jährliche  Gleichung  in  ihrer  Wir- 
kung mit  den  Alphonsinischen  Tafeln  besser  übereinstimmt  als  mit  den  Pru- 
tenischen, ist  die  grössere  Excentricität,  welche  jenen  zu  Grunde 
liegt   und    welche   nach    Kepler 's    Ansicht  in  ihrer  Wirkung  auf  die  Be- 


lemaica  Solis  eceentricitas  retinecttur,  cofisensuras  hodie  ahservatianibus  edipses 
Copemici.^)  Quam  enim  ego  Lunae  annuam  incbequalitatem  tribuo,  id  tafitundem 
est,  ctc  si  Lund  aequMter  currente  Solis  eceentricitas  attgeretur^K^) 

1)  Zu  diesem  Schlues  ist  Kepler  durch  Herwart 's  Versuche  gekommen. 
Vgl.  d.  Anmerkung:  „Quando  igitur  observatio*'  in  0.  0. 1,  415. 

8)  Im  Brief  vom  6.  August  1599  (U.W.  C,  S.  73  Z.  2307)  schreibt  er  diese 
Ansicht  Copernious  zu  mit  den  Worten:  „augeretur  Solis  eceentricitas,  quam 
tarnen  Gopemieus  pröbavit  esse  diminutam*'. 

3)  Vgl.  0.0. 1,  415:  jfJErgo  omnino  hie  error  pendet  ab  eccentridtate ,  qu4h 
cunque  modo,  quia  videmus^  cum  aucta  eccentridtate  augeri  et  differentiam  " 

4)  Die  Prutenischen  Tafeln  sind  Copemicanisch,  es  liegt  ihnen  also  die  von 
Copernicus  angegebene  Excentricität  zu  Grunde;  die  AlphonBinischen  Tafeln  da- 
gegen sind  verbesserte  Ptolemäisohe,  daher  auf  die  von  Ptolemaeus  angenommene 
Excentricität  basirt. 

5)  Kepler  antwortet  auch  demgemftss  auf  Her  wart 'a  Frage,  welchen  Tafeln 
für  die  früheren  Zeiten  mehr  Qlanben  su  sohenken  sei:  ^^AJphonsinis  existimo" 
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rechnang  der  Zeit  der  Finsternisse  vollkommen  gleichwerthig  ist  mit  seiner 
jährlichen  Gleichung,')  bezeichnet.^)  Daher  sei  Copernicns,  der,  nm 
anderen ,  grösseren  Schwierigkeiten  zu  entgehen ,  die  Excentricitftt  verminderte, 
nothwendig')  mit  dem  Laufe  des  Mondes  in  Conflict  gekommen,  weil  er  den 
von  Kepler  vorgeschlagenen  Ausweg  nicht  wählen  wollte.^)  Andererseits 
würden  die  Prutenischen  Tafeln  stimmen,  wenn  die  grössere  Excentricitfit 
der  Alphonsinischen  ihnen  erhalten  bliebe.^) 

Auf  diese  Ansicht  von  der  Gleichwerthigkeit  (für  die  Berechnung)  der 
jährlichen  Gleichung  und  der  Mittelpunktsgleichung  der  Erdbahn  gestützt, 
schliesst  Kepler:  Der  Betrag  meiner  neuen  Mondgleichung  ist  von  der 
Excentricitfit  abhSngig;  die  Excentricit&t  war  früher  grösser;  also  muss 
auch  das  Maximum  der  jährlichen  Gleichung  früher  grösser 
gewesen  sein;  dieselbe  bewirkt  also  im  selben  Sinne  wie  die  Vergrösse- 
ruDg  der  Excentricität  eine  Vergrösserung  der  Differenz  mit  den  Pruteni- 
schen Tafeln;«)  die  Probe  ist  gemacht 

Dass  Kepler  dies  nur  als  Conjectnr^)  angesehen  wissen  will,  ist  bei 
den  offenbaren  Mängeln,  an  denen  sein  £xpos6  leidet,  sehr  begreiflich. 
Aber  Kepler  hat  sich  dabei  auch  «an  einer  wichtigen  Entdeckung 
vorbeiphilosophirt.  Mit  dem  Princip:  „Pendet  carreäio  cursus  Lunae 
aSciis  eccentricitate;  iUa  olim  major  fuW,  war  er  sehr  nahe  an  die  Grund- 
lage der  Säculargleichung  des  Mondes  herangekommen.  Auch  seine 
Auffassung  des  Grundes  der  jährlichen  Gleichung,  wie  wir  ihn  denselben 
formnliren  sahen,  wäre  ganz  geeignet  gewesen,  den  richtigen  Schluss  zu 
ermöglichen.  Allein  hier  war  er  einmal  zu  sehr  von  dem  Gedanken  der 
jährlichen  Gleichung  eingenommen;  und  später  glaubte  er  selbst  nicht 
mehr  daran,  dass  die  Excentricität  der  Erdbahn  abgenommen  habe.') 

1)  Vgl.  0.  0. 1 ,  413 :  „Ät  causa  error is  eclipsium  conferretur  in  ct^rsum  Solu,  sta- 
tuendi^m  esset,  majorem  esse  excentricitcUem  Solis  duplo  fere,  qi*am  a  calculo  asseritur." 

2)  0.  0.  I,  416:  „coactus'*. 

3)  Brief  an  Crüger  vom  1.  Mai  1626  (0.  0.  VI,  60).  Vgl.  „De  motibus  stellae 
Martis",  P.  V.  C.  LXIX  ,  n.  III.  (0.  0.  Dl,  432). 


Berichtignngen« 

Im  vorigen  Jahrg.,   S.  210  Z.  6  v.  u,  lies:  folgend.  Jahrg.,  S.  10  Anm.  1  btatt 
S.  46  Anm  1. 

8.  214  Anm.  1  ist  „oben'^  su  tilgen. 

8.  216.    Im  Original  steht  3*  43^  3«44<»  statt  4«  IS^;  4«  14^ 
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Lehrbuch   der   Potentialtheorie   und   ihrer  AnweDdung   auf  Elektrostatik 
und  Magnetismus  von  Enrico  Bbtti.    Autorisirte  deutsche  Ausgabe, 
besorgt    und    mit   Zusätzen,   sowie    einem    Vorwort    yersehen    von 
W.  Franz  Meter.     Stuttgart    1885.     Verlag   von   Wilhelm   Kohl- 
hammer.   XV,  434  S. 
Das  Buch  von  Clausius  ttber  die  Potentialtheorie  ist  in  dritter  Auf- 
lage 178  S.  stark;  die  von  Grube  herausgegebenen  Vorlesungen  Diricb- 
let's  füllen  183  S.;  die  von  Hattendorf  heransgegebenen  Vorlesungen 
B i e m a n n 's  (Schwere ,  Elektricität  und  Magnetismus)  358  S.;  Neumann's 
Werk    ttber    das    logarithmische  und   das   Newton'sche   Potential   nimmt 
368  S.  in  Anspruch.    Der  rein  Susserliche  Vergleich  ergiebt  demnach  einen 
bedeutenden  üeberschuss  des  heute  uns  vorliegenden  Bandes  über  jene  vier 
Werke,   deren   seither  deutsche  Leser  sich  vorzugsweise  bedienten,   um  in 
die  genannten  Lehren  genauer  einzudringen.    In  der  That  bietet  die  Potential- 
theorie ein  Beispiel  eines  Lehrgegenstandes,   welcher,   je  nachdem  man  in 
den  Anwendungen  weiter  oder  weniger  weit  greift,  nach  Bedürfniss  aus- 
gedehnt oder  eingeschränkt  werden  kann.     Der  gelehrte  Italiener,   dessen 
in  seiner  Heimath  mit  Recht  hochgeschätztes  Werk  Herr  W.  F.  Mejer 
übersetzt  hat,  suchte  eine  gewisse  Vollständigkeit  derjenigen  Probleme  za 
erreichen,  deren  Lösung  überhaupt  bisher  den  Schriftstellern  über  einzelne 
Aufgaben  gelungen  ist,   und  darin,   sowie  in  manchen  Herrn  Betti  eigen- 
thümlichen  Beweisführungen  liegt  die  Berechtigung  der  üebersetzung. 

Das  Hauptaugenmerk  richtet  Herr  Betti  auf  die  charakteristischen 
Eigenschaften  der  Potentialfunction ,  d.  h.  auf  diejenigen  bereits  von 
Dirichlet  stark  betonten  Eigenschaften,  welche  der  Potentialfunction  und 
nur  ihr  zukommen,  so  dass  es  genügt,  ihr  Vorhandensein  zu  beweisen,  um 
zugleich  den  Nachweis  geliefert  zu  haben,  dass  der  betreffende  Ausdruck 
das  gesuchte  Potential  sei.  Es  ist  das  die  gleiche  Methode,  nach  welcher 
Dirichlet  (§  10  seiner  Vorlesungen)  das  Potential  eines  homogenen 
EUipsoides  behandelt  hat.  Man  kannte  solche  charakteristische  Eigenschaften 
der  Potentialfunction  von  drei-,  zwei«  und  eindimensionalen  Gebilden.  Herr 
Betti  hat  (§  12,  S.  48  — 59)  auch  die  entsprechenden  Eigenschaften  der 
Potentialfunction  einer  Doppelschicht  abgeleitet,  d.  h.  eines  Gebildes,  welches 
aus  zwei  Oberflächen  a  und  c'  besteht,  wo  o'  den  Ort  der  Endpunkte  der 
um  ein  constantes  Stück  c  verlängerten  Normalen  zu   a  ist,   wo  da'  den 
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Endpunkt  der  in  da  gezogenen  Normalen  bedeutet  und  die  in  do  und  in  da' 
Torhandenen  Belegungen  gleichmassig  ist,  w&hrend  endlich  da  eine  anziehende, 
da'  eine  abstossende  Wirkung  im  reciproken  Quadrate  der  Entfernung  auf 
einen  gegebenen  Massenpunkt  ausübt.  Die  Bedeutung  dieser  Annahmen  für 
die  Elektricitfttslehre  ist  an  sich  einleuchtend,  und  Herr  Betti  hat  dem- 
nach den  Vorrath  der  Hilfsmittel  der  Potentiallehre  um  ein  sehr  brauch- 
bares  Stück  yermehrt,  allerdings  unter  der  bei  Anwendung  charakteristischer 
Eigenschaften  selbstverständlichen  Voraussetzung,  das  zu  behandelnde  Pro- 
blem sei  bereits  gelöst,  denn  die  genannte  Methode  kann  begreiflicherweise 
nur  beweisen,  nicht  aber  auffinden,  sie  ist  die  Synthese  zu  einer  vorher- 
gegangenen Analyse.  Bei  verschiedenen  Problemen  wird  uns  denn  auch 
jene  Analyse  nicht  vorenthalten ,  so  bei  der  Herleitung  der  Potentialfunction 
einer  Ellipse  (§  15,  S.  87 — 97),  eines  homogenen  geraden  Cylinders  (§  18, 
S.  106  —  110)  u.  s.w.  Auch  das  Princip  der  Thomson'schen  Bilder  ge- 
hört zu  den  von  Herrn  Betti  benutzten  Hilfsmitteln,  welches  Herr  Keu- 
m  a  n  n  gleichfalls  in  seinem  oben  genannten  Werke  mehrfach  in  Anwendung 
gebracht  hat.  Herr  Betti  verwerthet  es  ähnlich  wie  der  Erfinder  insbe- 
sondere in  dem  II.  der  Elektrostatik  gewidmeten  Abschnitte  seines  Buches. 
Eben  diesem  Abschnitte  gehört  eine  Untersuchung  über  die  Vertheilung 
der  Gleichgewichtselektricität  auf  einer  leitenden  Kugelhaube  (§  14,  S.  269 
bis  295),  eben  ihm  die  Lehre  von  den  Condensatoren  (§  16,  S.  309  —  325) 
an.  Aus  dem  III.  und  letzten  Abschnitte,  Magnetismus,  führen  wir  nur 
den  von  Herrn  Betti  ermittelten  Satz  (S.  341)  an:  „Ist  die  Oberfläche 
eines  magnetischen  Körpers  eine  einfach  zusammenhängende  und  ist  die 
Anzahl  ihrer  Pole  eine  endliche,  so  ist  diese  Anzahl  stets  eine  gerade.^^ 

Was  Herrn  Betti 's  Darstellungsweise  betrifft,  so  können  wir  natürlich 
bei  einem  so  schwierigen  Gegenstande,  wie  die  Potentialtheorie  es  unzweifel- 
haft ist ,  keine  absolut  leichten  Entwickelungen  erwarten ;  doch  dürften  einem 
richtig  vorgebildeten  Leser  kaum  unüberwindliche  Schwierigkeiten  begegnen. 
Unserem  Geschmacke  nach  lesen  sich  freilich  Dirichlet's  Vorlesungen  von 
allen  von  uns  genannten  Schriften  am  angenehmsten,  schon  deshalb,  weil 
dort  auch  manche  in  Anwendung  tretende  analytische  Lehren  mit  ein- 
geflochten sind,  welche,  wie  z.  B.  die  Theorie  der  Kugelfunctionen ,  bei  Herrn 
Betti  einfach  als  bekannt  vorausgesetzt  sind. 

Der  Herr  Uebersetzer  hat  noch  sechs  Zusätze  am  Schlüsse  des  Bandes 
beigefügt,  für  welche  man  ihm  Dank  wissen  wird.  Der  erste  betrifft  eine 
von  ihm  selbst  herrührende,  einen  Dirichlet'schen  Gedanken  erweiternde 
Transformation  des  Ausdruckes  ^.  Einige  andere  Zusätze  sind  nach  Vor- 
lagen von  Herrn  Dini  bearbeitet.  Endlich  ist  der  Beweis  der  Gleichung 
j  F=— 4;rx  in  seinen  Hauptzügen  mitgetheilt,  welchen  Herr  Otto  Holder 
1882  als  Inauguraldissertation  veröffentlicht  hat.  Cantob 
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Dia  lebendige  Kraft  und  ihr  ICass.  Ein  Beiixag  zur  Oeschichie  der  Physik 
von  Dr.  Max  Zwerger.  München,  Lindenauer^sche  Bachhandloiig. 
1885.  (291  SO. 
Mathematiker  und  Philosophen ,  welche  sich  an  dem  interessanten  Streit 
um  das  Maass  der  Kräfte  betheiligt  haben ,  werden  ans  yorgefOhrt  von  der 
Entstehung  des  Gegensatzes  zwischen  Descartes  und  Leibniz  bis  zu  der 
Losung  der  Frage  durch  d'Alembert  und  Kant  Die  Arbeiten  der  beiden 
Letzteren  nämlich  bilden  den  Schlussstein,  welcher  die  Gegensätze  yer- 
einigt;  dies  ist  die  Meinung  des  Verfassers,  obgleich  der  Eine  den  Begriff 
der  lebendigen  Kraft  als  völlig  unfruchtbar  fUr  die  Mechanik  erklärt, 
während  der  Andere  diesen  Begriff  zwar  in  der  Natur  ^  nicht  aber  in  der 
Mathematik  zulässt.  Wie  sehr  namentlich  Kant  ?on  der  hentigen  Auf- 
fassung in  der  betreffenden  Erstlingsarbeit  abweicht,  zeigt  sich  darin, 
dass  er  nur  für  eine  gewisse  Grösse  der  Geschwindigkeit  das  Beharren  der 
letzteren  gelten  lässt,  nicht  aber  für  unendlich  kleine  Geschwindigkeit, 
und  dass  er  meint,  die  lebendige  Kraft  könne  zum  Theil  von  selber  ent- 
stehen und  vergehen.  Der  Verfasser  hätte  das  Verdienstvolle  seiner  Arbeit 
wesentlich  vermehrt,  wenn  er  das  historische  Material  einerseits  nach  unse- 
ren modernen  Begriffen  gesichtet  und  andererseits  bis  zu  dem  Zeitpunkt  fort- 
geführt hätte,  da  durch  die  Einführung  des  Begriffes  der  Arbelt  und  Energie 
der  Streit  thatsächlich  sein  Ende  gefunden  hat. 

J.  Henrici. 


Ueber   die  Theorie   der   aufeinander   abwickelbaren   Oberflächen.    Von 

J.  Weingarten.  Pestschrift  der  Königlichen  Technischen  Hoch- 
schule zu  Berlin,  1884,  S.  1—43. 
Denkt  man  sich  eine  Oberfläche  dadurch  gegeben «  dass  die  Goordinaten 
eines  veränderlichen  Punktes  der  Fläche  als  Functionen  von  zwei  reellen 
unabhängigen  Veränderlichen  py  q  dargestellt  sind,  und  bezeichnet  man 
durch  Edp^  +  2 F  dp  dq  +  Q  dq^  das  Quadrat  des  Linienelementes  der  ge- 
gebenen Fläche ,  80  erfordert  die  Bestimmung  aller  derjenigen  Oberflächen, 
deren  Theile  auf  die  Theile  der  gegebenen  Oberfläche  abwickelbar  sind,  die 
allgemeinste  Ermittelung  dreier  reell  werthigen  Functionen  x^y^js  der  Varia- 
bein p,  q^  welche  die  drei  nachstehenden  simultanen  partiellen  Differential- 
gleichungen erfüllen: 

*^  dp'dq'^  dp'dq'^dp'dq''    ' 
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unter  Zngrundelegnng  specialisirier  Formen  des  Quadrates  des  Linien- 
elementes  der  gegebenen  Fläche  bat  Edmond  Bour  (Theorie  de  la 
d^formation  des  surfaces.  Journal  de  V^cole  polytecbnique ,  Tome  XXII, 
cahier  39;  die  Lösung  dieser  Aufgabe  in  der  Weise  in  Angriff  genommen, 
dass  er  zunächst  ans  den  gegebenen  Gleichungen  a')  und  den  aus  ihnen 
durch  partielle  Differentiation  entstehenden  Oleichungen  die  Unbekannten 
y,  z  eliminirte  und  so  eine  einzige  partielle  Differentialgleichung  zweiter  « 

Ordnung  ableitete^  welcher  die  Function  x  zu  genügen  hat  und  an  welche 
wegen  der  Symmetrie  der  ursprünglichen  Gleichungen  auch  die  beiden 
anderen  Functionen  y  und  a  gebunden  sind.  (Die  entsprechende  partielle 
Differentialgleichung  für  die  allgemeine  Form  des  Quadrates  des  Linien- 
elementes der  gegebenen  Fläche  ist  später  von  ülisse  Dini  entwickelt 
worden:  „SulF  equazione  differenziale  delle  superficie  applicabili  su  di  una 
snperficie  data."  Giornale  di  Matematiche ,  ed.  d.  Battaglini  etc. ,  vol.  2, 
1864,  p.  282— 288.) 

In  der  Einleitung  (S.  1  —  8)  der  vorliegenden  Abhandlung  wird  die 
eben  erwähnte  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (,,  Differential- 
gleichung d")  für  die  allgemeine  Form  des  Quadrates  des  Linienelementes 
der  gegebenen  Fläche  aus  einigen  von  Gauss  im  11.  Abschnitt  der  Dis- 
qnisitiones  generales  circa  superficies  curvas  mitgetheilten  Formeln  in 
überraschend  einfacher  und  eleganter  Weise  abgeleitet.  Sodann  wird  als 
erstes  und  wesentlich  neues  Hauptresultat  die  Erkenntniss  gewonnen,  dass 
die  Differentialgleichung  d)  in  Bezug  auf  die  ihr  genügenden  reell werthigen 
Functionen  x  einen  grösseren  Umfang  besitzt,  als  das  Problem  der  Defor- 
mation der  gegebenen  Fläche  vorschi-eibt.  Hat  man  nämlich  eine  reell- 
werthige  Function  a;,  welche  der  partiellen  Differentialgleichung  d)  Genüge 
leistet,  so  folgt  daraus  allein  noch  nicht,  dass  diese  Function  geeignet  sei, 
mit  zwei  anderen  Functionen  y^  z  derselben  Natur  combinirt,  die  Ursprung« 
lieh  gegebenen  Differentialgleichungen  a')  zu  befriedigen.  Hierfür  ist  viel- 
mehr noch  das  Bestehen  einer  gewissen  Ungleichung  erforderlich,  welche 
ausdrückt,  dass  das  Quadrat  des  Linienelementes  der  gegebenen  Fläche  nie- 
mals kleiner  sein  darf,  als  das  Quadrat  des  vollständigen  Differentials  der 
Function  x. 

Der  Grund  dieser  Erscheinung  wird  darin  gefunden,  dass  die  partielle 
Differentialgleichung  d)  auch  dann  als  Eliminationsresultat  auftritt,  wenn 
die  unbekannten  y,  e  nicht  aus  den  Gleichungen  a'),  sondern  aus  den 
Gleichungen 

(g)'+©"-(K)"-.     • 

dp'  dq^  dp'  dq      dp' dq'^    ' 
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eliminirt  werden,  welch*  letztere  zu  dem  Problem  der  Deformation  krummer 
Flächen  in  keiner  Beziehung  stehen.  Die  Differentialgleichung  d)  gehört 
somit  zu  zwei,  für  reellwerthige  Functionen  x,  y^  e  wesentlich  verschiedeneD 
Transformationsproblemen ,  welche  durch  die  beiden  Gleichungen 

a)  dix^+dy*  +  de^=^Edp^  +  2Fdpdq  +  Gdq^, 

a*)  d!x^+dy^'-de^  =  Edp'  +  2Fdpdq  +  Gdq^ 

charakterisirt  werden.  Von  diesen  stellt  sich  das  zweite  in  gewissem  Sinne 
als  das  einfachere  heraus.  Weil  nämlich  hier  x,  y^  z  nicht  mehr  in  sym- 
metrischer Weise  vorkommen  ^  so  erhält  man  bei  Elimination  von  x  und  jf 
für  die  Grösse  0  eine  partielle  Differentialgleichung  d*),  welche  nicht  mit 
d)  übereinstimmt.  Diese  Differentialgleichung  d*)  erweist  sich  als  für  das 
zweite  Transformationsproblem  charakteristisch  in  dem  Sione,  dass  jedem 
reellwerthigen  particulären  Integral  z  der  Differentialgleichung  d*)  swei 
andere  reellwerthige  Functionen  o;,  y  zugehören,  welche  mit  ihm  zusammen 
die  Gleichung  a*)  erfüllen. 

Da  die  partielle  Differentialgleichung  d)  für  das  Transformations- 
problem  a^  nicht  charakteristisch  ist,  so  wird  diese  Differentialgleichung  in 
der  eigentlichen  Abhandlung  verlassen,  und  zur  Lösxmg  des  Transformations- 
problems  a)  ein  von  der  Betrachtung  der  Differentialgleichung  d)  un- 
abhängiger Weg  eingeschlagen,  auf  dem  sich  zugleich  eine  zweite  Lösung 
des  Problems  a*)  ergiebt. 

Hierbei  bestehen  die  leitenden  Gedanken  in  Folgendem. 

Man  denke  sich  die  Lage  eines  veränderlichen  Punktes  P  einer  Flfiche 
durch  die  Werthe  zweier  unabhängig  veränderlichen  Parameter  jp,  9  be- 
stimmt, bezeichne  durch  x,  y^  0  die  Coordinaten  des  Punktes  P^  durch  X, 
F,  Z  die  Richtungscosinus  der  in  diesem  Punkte  errichteten  Flftchennormale 

dx^+dy*+d0^=^Edp*  +  2Fdpdq+Gdg^ 
und 

dXdx  +  dYdy  +  dZd0  =  igdp^  +  2^dpdq  +  ®dq*. 

(In  den  Bezeichnungen  von  Gauss  ist 


(g  =  - 


t/Wg  —  F* •  t/EG--  F*  y 


j/EG  —  F*'  YEG  —  F^'  j/EG  —  F* 


Nimmt  man  an,  dass  die  drei  Functionen  JE7,  F,  G  gegeben  seien »  so 
können  die  drei  übrigen  Functionen  @,  $,  ®  nicht  mehr  willkürlich  vor- 
geschrieben werden.  Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen, 
welche  diese  Functionen  erfüllen  müssen,  damit  die  Form  (Sdp*+2^dpdq 
+  ®dq^  geeignet  sei ,  für  eine  Fläche ,  bei  welcher  das  Quadrat  des  Linien- 
Clements  durch  den  Ausdruck  Edp^  +  2Fdpdq+Gdg*  gegeben  ist,  den 
Werth  des  Ausdrucks  dXdx  +  dTdy +  dZd0  darzustellen,  lassen  sich 
durch  ein  System  von  drei  Gleichungen  ausdrücken,  welches  swei  lineare 
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partielle  Differentialgleichnngen   erster  Ordnung    und    ausserdem  die  alge- 
braische Gleichung 

enthftlt,  wo  h  das  Krümmungsmaass  der  FlSche  im  Punkte  P  bedeutet. 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  ist  ein  solches  Gleichongssjstem  — 
allerdings  in  anderen  Bezeichnungen  —  auf  S.  26  angegeben.  Dasselbe 
möge  als  „Gleichungssystem  P'  bezeichnet  werden.  Gleichungssysteme  von 
ähnlicher  Natur,  welche  das  System  I  vertreten  können^  sind  auch  schon 
von  Bour  und  anderen  Autoren  aufgestellt  worden.  Nun  nehme  man  an^ 
dass  durch  Integration  der  Gleichungen  I  drei  Functionen  (S,  |$,  ®  ge- 
funden seien ,  welche  diese  Gleichungen  befriedigen.  Dann  sind  hiermit  die 
Summe  und  das  Product  der  beiden  Hauptkrümmungen  r,  /  der  zugehörigen 
Flftche  im  Punkte  p,  q  bekannt,  denn  diese  Grössen  werden  durch  die 
Gleichungen 

^'*"^""         EG-F^ 
und 

geliefert 

Ferner  ist  die  Differentialform  dX^+dY*  +  dZ*  als  gegeben  zu  be- 
trachten, da  sie  vermöge  der  Gleichung  (8.  30) 

rr{ds^-^dy^'\-de^)-{r'¥r){dXdx+dTdy-\-dZde)  +  dX*'\-dYHdZ^^O 
als  Function  von  p,  q,  dp,  dq  dargestellt  werden  kann. 

Der  Ausdruck  dX^  +  dY^+  dZ*  ist  nun  nichts  Anderes,  als  das 
Quadrat  des  Linienelementes  der  d*irch  parallele  Normalen  vermittelten 
Abbildung  der  gegebenen  Fläche  auf  die  Oberfläche  einer  Kugel  vom  Radius 
Eins,  d.  h.  das  Quadrat  des  Linienelementes  einer  Fläche  von  dem  con- 
staDten  Krümmungsmaass  Eins.  Infolge  dessen  können  die  Functionen  X, 
r,  Z,  wie  der  Herr  Verfasser  in  früheren  Abhandlungen  nachgewiesen  hat 
(Crelle's  Jonmal,  Bd.  94  S.  201  und  Bd.  95  8.326—329),  durch  die 
Integration  zweier  gewöhnlichen  linearen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  ermittelt  werden.  Sind  diese  Functionen  gefunden,  so  ergeben 
sich  die  Functionen  x^  y,  g,  wie  in  der  vorliegenden  Abhandlung  gezeigt 
wird,  durch  Quadraturen.  Dabei  hat  eine  Abänderung  der  willkürlichen 
Constanten,  welche  durch  die  nach  Ermittelung  der  Functionen  (S,  |$,  ®  . 
noch  vorzunehmenden  Integrationen  und  Quadraturen  in  die  Rechnung  ein- 
geftlhrt  werden,  auf  die  Gestalt  der  resultirenden  Fläche  keinen  wesent- 
lichen Einfluss.  Die  den  veränderten  üonstanten  entsprechende  Fläche  ist 
Qämlich,  wie  nachgewiesen  wird,  entweder  der  ursprünglichen  Fläche,  oder 
dem  durch  Spiegelung  an  einer  Ebene  erhaltenen  Abbild  derselben  con- 
gruent;  ihre  Gleichungen  können  einfach  durch  Coordinatentransformation 
in  die  der  ursprünglichen  Fläche  zurückverwandelt  werden.  ^^  , 
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Da  man  vermöge  der  Gleichung 

eine  der  unbekannten  Functionen  6,  f$,  ®  eliminiren  kann,  so  wird  das 
Transformationsproblem  a)  durch  die  angegebenen  Uoberlegungen  darauf 
zurückgeführt, 

erstens  ein  System  von  zwei  simultanen  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  mit  zwei  Unbekannten  zu  integriren^ 

zweitens  zwei  gewöhnliche  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung zu  integriren, 

drittens  eine  Reihe  von  Quadraturen  auszuführen. 

Die  vorliegende  Abhandlung  geht  über  die  bisher  vorhandenen,  das 
gleiche  Ziel  verfolgenden  Arbeiten  anderer  Autoren  insofern  hinaus,  als  sie, 
von  der  allgemeinen  Form  des  Quadrates  des  Linienelementes  der  ge- 
gebenen Fläche  ausgehend,  die  nach  der  Eenntniss  der  Functionen  @9  %t 
@f  bezw.  D,  D\  I)''  noch  zurückzulegenden  Schritte  eingehend  erörtert, 
dieselben  auf  ein  geringeres  Maass  reducirt,  als  es  bisher  gelungen  war, 
und  alle  Entwickelungen  und  Resultate  in  vollkommen  symmetrischer  Form 
darstellt. 

Mit  dieser  Behandlung  des  Hauptproblems  werden  umfangreiche ^  auf 
die  simultane  Transformation  binärer  quadratischer  Differentialformen  be- 
zügliche Ausführungen  verbunden,  deren  Ergebnisse  sich  auch  für  die 
Lösung  anderer  Fragen  der  Flächentheorie  als  werthvoll  erweisen. 

Ln  Einzelnen  haben  die  vier  Abschnitte,  in  welche  die  Abhandlung 
eingetheilt  ist,  folgenden  Inhalt: 

Abschnitt  L  (S.  8  — 17.)  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Deter- 
minante a  =  a„  022  — -  a^g^  der  in  den  Differentialen  dp^  dq  quadratischen 
Form 

Ä  =  a^,  dp^  +2a^^dpdq  +  a^  dq\ 

in  welcher  a^,,  a^^,  Ogg  gegebene  Functionen  der  reellen  Yeränderlidien 
Pt  q  bezeichnen,  von  Null  verschieden  sei,  wird  ein  Beweis  des  Satses 
gegeben  I  dass  der  Ausdruck 

f  r  dhff^  p     ,  1    r  ^^-  .     p  T 

2y^[  dp  ^  dq 

eine  absolute  Invariante  der  gegebenen  Form  A  ist.  Stellt  A  das  Quadrat 
des  Linienelementes  einer  Oberfläche  dar,  so  ist  k  das  Krümmungsmaass 
dieser  Fläche,  dessen  Invarianz  schon  von  Gauss  nachgewiesen  worden 
ist,  aber  durch  geometrische  Betrachtungen.  Der  hier  gegebene  Beweis 
hat  den  Vorzug,  rein  analytisch  zu  sein,  und  gestattet  daher  den  Schluss, 
dass  die  Invarianz   des  Ausdrucks  A;  auch   für  solche  Formen  A   bestehen 
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bleibt,   welche  nicht  geeignet  sind,   das  Quadrat  des  Linienelementes  einer 
Fische  darzustellen. 

Hierauf  wendet  sich  der  Herr  Verfasser  zur  Entwickelung  einer  Reihe 
von   spftter   anzuwendenden  Hilfsformeln,    welche    sich    auf   die    simultane 
Transformation  binärer  quadratischer  Differentialformen  beziehen.    Den  Aus- 
gangspunkt bilden  zwei  als  gegeben  betrachte  Formen 
A  =  a^i  dp*  +  2a^^dpdq  +  a„  dq*, 
C=  Cn  dp^  +  2  Cig  dp  dq  +  c^^dg^ 
deren  Coefficienten  sämmtlich  reell werthige  Functionen    der  Variabein  p^  q 
bedeuten.    Von  der  Form  Ä  wird  vorausgesetzt,  dass  sie  geeignet  sei,  das 
Quadrat  des  Linienelementes  einer  Fläche  darzustellen ,  während  die  Form  C 
einer  solchen  Einschränkung  nicht  unterliegt.    Gleichzeitig  mit  diesen  beiden 
Formen  werden  noch  zwei  andere,  von  ihnen  abhängende  Formen,    welche 
simultane  Covarianten   der  gegebenen  Formen   darstellen,   in  Betracht  ge- 
zogen,  nämlich 

Jff  =  ^11  ^8  ""  ^  ^18  ^li  ^"  ^2%  ^H        ^  __  ^11^22  ""^12 

gesetzt  ist,  und 


E=  ' 


/«llOrt-V 


dq^    —dpdq    dp^ 

«12  «22 


C,l  Cjg  Cg2 

Diese  begleitenden  Formen  haben  eine  leicht  anzugebende  geometrische 
Bedeutung.  Wenn  nämlich  die  Form  Ä  das  Quadrat  des  Linienelementes 
einer  Fläche  und  die  Form  C  für  dieselbe  Fläche  den  Werth  des  Ausdrucks 
äXdx+dTdy  +  dZdz  darstellt,  wo  x,  y,  z  und  X,  F,  Z  die  früher 
erklärte  Bedeutung  haben,  so  wird 

^  =  dX«+d^2+d2^ 
während  die  Gleichung  JE?  =  0  die  Differenüalgleichung  der  beiden  Schaaren 
von  Erdmmungslinien  der  Fläche  darstellt. 

Unter  Ausschliessung  des  Falles  J3'*--4Ä'=0   (geometrisch   ist  dies 
der  Fall  der  Kugel)  wird  nun  Folgendes  nachgewiesen: 

Wenn  man  unter  w^  w  die  beiden  stets  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 

versteht,  so  können  die  vier  gemeinschaftlich  betrachteten  Ausdrücke  A^  B^ 
C,  E  durch  Einführung  von  zwei  neuen  von  einander  unabhängigen 
Variabein  u,  t;  an  Stelle  von  p  und  q  stets  gleichzeitig  auf  folgende  For- 
men gebracht  werden: 

A  =  a,j*  dt**  +  a„*  dv*, 

C  =  fran*du*  +  u?'<if^*  dt?*, 

^  =  t<?«  a„*  dt*«  +  «?'*  a^*  dt;*. 

E  «=  ^a^* .  a^*  («;'—  u?)  du  dv. 
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Hieran  schliesst  sich  die  Entwickelung  von  zwei  ftir  diese  Traoa- 
formation  geltenden  und  später  anzuwendenden  Transformationsrelatiouen, 
in  welchen  ausser  den  Coefficienten  der  Formen  Ä  und  C  noch  die  par- 
tiellen Differentialquotienten  einer  willkttrlich  anzunehmenden  Function  ^ 
von  p  und  q  vorkommen. 

Abschnitt  II  (S.  17  —  23)  enthält  eine  allgemeine  Methode  zur  Bildnng 
solcher  simultanen  Invarianten  der  gegebenen  Formen  Ä^  (7,  welche  ausser 
den  Coefficienten  dieser  Formen  noch  die  partiellen  Differentialquotienten 
erster  Ordnung  dieser  Coefficienten,  aber  keine  Differentialquotienten  höherer 
Ordnung  enthalten.  Zum  Schluss  wird  die  Frage  erledigt:  Wie  müssen 
die  Coefficienten  c^,  c,2,  c^2  ^^^  Form  C  beschaffen  sein,  damit  die  ge- 
gebene Form  A  durch  Einführung  der  im  I.  Abschnitt  definirten  Yariabeln 
u^v  die  Gestalt  /"(u,  v){du^+dv^)  annehme?  Die  Lösung  dieses  Problems 
enthält  als  speciellen  Fall  die  Beantwortung  der  Frage:  Unter  welchen 
Bedingungen  sind  die  Erümmungslinien  einer  gegebenen  Fläche  geeignet, 
dieselbe  in  unendlich  kleine  Quadrate  zu  theilen? 

Abschnitt  III  (S.  23 — 31)  behandelt  das  Transformationsproblem  a) 
und  zugleich  mit  diesem  das  Problem  a*)  in  der  schon  oben  besprochenen 
Weise.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Integration  der  in  Frage  kom- 
menden partiellen  Differentialgleichungen  geleistet  sei,  werden  die  hiemach 
zur  Kenntniss  der  Functionen  x^  y^  z  noch  zurückzulegenden  Schritte  an- 
gegeben. 

In  Abschnitt  IV  (S.  31  —  43)  werden  für  die  drei  unbekannten  Fan^ 
tionen,  welche  dem  Oleichungssjstem  I  unterworfen  sind,  Ausdrucke  an- 
gegeben, welche  nur  eine  einzige  unbekannte  Function  enthalten,  und  den 
Gleichungen  1  Genüge  leisten,  sobald  die  neu  eingeführte  unbekannte 
Function  eine  gewisse  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  erflillt 

Hierdurch  ist  indessen,  wie  nachgewiesen  wird,  die  ZurückfÜhning 
der  Gleichungen  I  auf  eine  einzige  Differentialgleichung,  deren  Integration 
zur  Erledigung  des  Problems  a)  nicht  allein  hinreichend ,  sondern  auch  noth- 
wendig  wäre,  noch  nicht  geleistet,  da  der  Inhalt  der  partiellen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  an  reellwerthigen  Integralen^  denjenigen  über- 
trifft, der  mit  dem  Problem  der  Abwickelbarkeit  in  Zusammenhang  steht 
Nur  wenn  man  an  Stelle  des  Problems  a)  dss  Problem  a*)  betrachtet  und 
für  dieses  die  entsprechende  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
aufstellt,  erweist  sich  deren  Integration  zur  Erledigung  des  Problems  als 
ausreichend. 

In  einem  Falle  jedoch  gelingt  es,  auch  die  Erfüllung  der  Gleichung  a) 
an  die  Integration  einer  einzigen  partiellen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  zu  knüpfen,  deren  gesammter  Inhalt  an  reellwerthigen  Integralen 
den  durch  die  Erfüllung  der  Gleichung  a)  gebotenen  nicht  übertrifft  Es 
ist  dies  derjenige  Fall,  in  welchem  die  gegebene  quadratische  Form 
Edp'  +  2Fdpdq+Odq^ 
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das  Quadrat  des  Linienelementes  einer  Fläche  von  constantem  Erümmungs 
maass  darstellt. 

Es  wird  gezeigt,  dass  in  diesem  Fall  jedes  reellwerthige  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  auf  drei  Functionen  x^  y^  e  führt,  die  der 
Gleichung  a)  genügen,  und  dass  auch  umgekehrt  je  drei  Functionen  x^  y, 
e^  welche  die  letztere  erfüllen,  ein  reell werthiges  Integral  der  Differential- 
gleichung bestimmen.  Aus  dem  Beweis  der  letzteren  Behauptung  ergiebt 
sich  beiläufig  das  folgende,  auf  die  Flächen  vom  Erümmungsmaass  Eins 
bezügliche  Besultat: 

Den  Punkten  einer  gegebenen  Fläche  vom  Krümmungsmaass  Eins  ent- 
sprechen stets  die  Punkte  einer  zweiten  durch  sie  bestimmten  Fläche  vom 
gleichen  Krümmungsmaass  derart,  dass  das  Linienelemeut  der  ersten  dem 
Linienelement  der  Abbildung  der  zweiten  auf  die  Gau ss^ sehe  Kugel  gleich 
isti  und  umgekehrt  Bei  dieser  Zusammengehörigkeit  sind  die  Krümmungs- 
linien  beider  Flächen  entsprechende  Linien,  und  die  Hauptkrümmungen  in 
entsprechenden  Punkten  einander  gleich,  jedoch  in  Bezug  auf  die  zugehörigen 
Krümmungslinien  untereinander  vertauscht. 

Zum  Scbluss  werden  die  Elemente  einer  Krümmungstheorie  der  Flächen 
entwickelt ,  welche  der  Voraussetzung  entspricht,  dass  die  Cosinus  der  Winkel 
der  in  einem  Punkte  (jp,  q)  einer  Fläche  errichteten  Normalen  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  als  Functionen  der  Variabein  p,  q  gegeben  seien. 

H.  V.  Mangoldt. 


Die  analytische  und  die  projectiviBche  Oeometrie  der  Ebene,  die  Kegel- 
schnitte auch  nach  den  Methoden  der  darstellenden  und  der  elementar- 
synthetischen  Oeometrie,  mit  Uebungsaufgaben.    Für  höhere  Lehr- 
anstalten  und   für  den   Selbstunterricht  bearbeitet  von   Dr.  Hed?b. 
Funcke,  Oberlehrer  in  Potsdam.  Potsdam  1885,  Verlag  von  Aug.  Stein. 
Diese  treffliche  Schrift  enthält  in  fünf  Abtheilungen  und  auf  107  Seiten 
ein  reiches  Material  und  ist,  nach  der  Ueberzeugung  des  Referenten,  durch- 
aas pädagogisch  brauchbar.  So  ist  streng  der  Grundsatz  befolgt,  „das  störende 
Nachschreiben   und   zeitverschwendende  Ausarbeiten  überflüssig  zu  machen, 
das  nützliche  Construiren,  Nachrechnen  und  Repetiren  aber  zu  befördern'*. 
Im  Einzelnen  bemerken  wir  Folgendes. 

Der  erste  Theil,  von  S.  8-— 14  reichend,  trägt  die  üeberschrift: 
Der  Punkt.  Hier  finden  wir  die  orthogonalen  und  schiefwinckligen  Pa- 
rallelcoordinaten,  die  Polarcoordinaten  und  die  Formeln  der  Transformation. 
Daran  schliessen  sich  die  Entfernung  zweier  Punkte,  der  Inhalt  eines  Drei- 
ecks, die  Bestimmung  eines  Theilpunkts  der  Strecke.  Es  ist  sehr  zu  billigen, 
dass  Verfasser  nur  die  Figuren  und  die  definitiven  Resultate  giebt,  da 
die  mit  allen  Hilfslinien  vorliegende  Zeichnung  den  fehlenden  Text  mehr 
als  genügend  ersetzt,     unmittelbar   hieran  schliesst  sich  der  Satz  über  das 
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Doppelyerhttltniss  der  vier  Punkte  und  Strahlen,  woran  sich  eine  ebenso 
kurze  wie  klare  Darlegung  der  projectivisch  -  geometrischen  Grundlagen  u- 
schliesst. 

Der  zweite  Theil  geht  bis  Seite  21  und  behandelt  die  Gerade.  Aach 
hier  haben  wir  wieder  die  analytische  und  projectivische  Behandlung. 

Der  dritte  Theil  geht  bis  Seite  24  und  behandelt  den  Kreis.  Hier 
finden  wir  in  der  analytischen  Behandlung  die  Tangente,  Normale  mit 
ihren  Gleichungen;  ebenso  die  Längen  derselben,  sowie  die  der  Subtangente 
und  Subnormale.  In  der  projectivischen  Behandlung  wird  der  Kreis  be- 
nutzt ,  um  den  Anfönger  in  einfachster  and  zweckmässigster  Weise  mit  der 
Curvenerzeugung  durch  StrahlbOschel  und  Punktreihe  vertraut  zu  machen. 

Der  vierte  Theil  geht  bis  Seite  71  und  behandelt  die  Kegelschnitte. 
Hier  beginnt  der  Verfasser  mit  der  Erzeugung  am  geraden  Kegel  und  ge- 
langt durch  Zuhilfenahme  der  harmonischen  Theilung  zum  Mittelpunkt,  %a 
den  Hauptaxen  und  zu  den  Asymptoten  der  Hyperbel.  Auch  die  Gleichung 
dieser  Cnrve,  bezogen  auf  die  Asymptoten  als  AxeU;  wird  angegeben.  Die 
Brennpunktseigenschaften  werden  ebenso  am  geraden  Kegel  mit  Hilfe  der 
Berührungskugeln  gewonnen.  Allein  die  Behandlung  weicht  von  der  all- 
gemein üblichen  dadurch  ab,  dass  die  für  alle  drei  Kegelschnitte  giltige 
Definition  direct  angestrebt  und  leicht  ermittelt  wird.  Von  den  Brenn- 
punktseigenschaften wird  alsdann  Gebrauch  gemacht,  um  den  Zusammen- 
hang mit  dem  Tactionsproblem  einerseits  und  zur  Tangentenschaar  andrer- 
seits festzustellen.  So  gelangt  Herr  F.  zu  den  drei  Gleichungsformen,  an 
welche  sich  zum  Schluss  die  sehr  elegante  Discussion  der  allgemeinen 
Gleichung  zweiten  Grades  auschliesst. 

Die  angeschlossenen  122  Aufgaben  enthalten  reichen  Stoff.  Dieselben 
zeugen  von  dem  wissenschaftlichen  Sinne  des  Verfassers.  Unter  den  Auf- 
gaben finden  wir  gelegentlich  die  Liniencoordinaten  erörtert.  Herr  P.  zeigt 
sich  hier  mit  den  neuesten  Erscheinungen  vertraut. 

Den  Schluss  bilden  einige  Erörterungen  aus  der  höheren  Curvenlehre. 
Hier  finden  wir  nicht  nur  in  kurzen  Zügen  die  Theorie  entwickelt,  sondern 
auch  an  vielen  interessanten  Beispielen  die  Anwendung  der  Grundsätze  er- 
läutert.    Selbst  transscendente  Curven  fehlen  nicht. 

Ein  Abriss  der  Differentialrechnung  ist  angehängt. 

Referent  ist  der  üeberzeugung ,  dass  das  Buch  entschiedenes  Lob  ver- 
dient. Wenn  dasselbe,  seinem  Titel  nach,  für  höhere  Lehranstalten  zu- 
nächst bestimmt  ist,  so  wird  auch  der  Studirende  an  der  Hochschiile  die 
Schrift  mit  enlschiedenem  Nutzen  durchmachen.  Wer  den  reichen,  auf 
107  Seiten  zusammengedrängten  Stoff  in  den  ersten  Semestern  zu  seinem 
geistigen  Eigenthum  gemacht  hat,  darf  sich  überzeugt  halten,  für 
weiteren  Studien  eine  gediegene  Grundlage  zu  besitzen. 

Coesfeld,  Februar  1886.  K.  Schwbbikg. 
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Der  Oreiuibegriff  in  der  Elementarmatbematik.  Von  Hbinbioh  Yoot. 
Programm  des  Kgl.  Friedrichs  -  Gymnasiums  in  Breslau.    1885. 

Dieser  mathematisch -philosophische  Aufsatz  behandelt,  in  zwei  Haupt- 
theile  zerfallend,  die  geometrischen  Grundgebilde  und  das  Messen 
und  die  Irrationalzahl.  Durch  eingehende  Analyse  der  Begriffe  Punkt, 
Linie,  Fläche  gelangt  der  Verfasser  zu  dem  Schlüsse,  „dass  die  verstell- 
baren  Gebilde  keine  Grenzen  und  die  Grenzen  nicht  vorstellbar  sind**. 
Interessant  sind  seine  Erörterungen  besonders  bezüglich  der  Zenonischen 
Beweise.  Im  zweiten  Theile  noch  mehr  als  im  ersten  wird  die  Stetig- 
keit als  Begriff  einer  philosophisch -mathematischen  Analyse  unterzogen. 
Hier  gelangt  der  Verfasser  zu  dem  Satze,  dass  durch  einen  unendlichen 
Process  ein  Punkt  und  ebenso  eine  Zahl  bestimmt  sei  —  die  Grenze 
dieses  Processes.  So,  glaubt  er,  sei  die  Stetigkeit  der  Zahlenreihe  ausge- 
sprochen und  die  stetige  Natur  der  Linie  dem  unstetigen,  messenden, 
zählenden  Vorgehen  des  Verstandes  erst  angreifbar  -gemacht. 

Lesenswerth,  auch  vom  historischen  Standpunkte  aus,  sind  die  Aus- 
führungen des  Verfassers,  welche  die  Curvenrectification  und  die 
Lösung  dieser  Aufgabe,  sowie  die  der  verwandten,  der  Flächencompla- 
nation,  bei  den  Griechen  betreffen. 

Der  Verfasser  zeigt  eine  eingehende  Literaturkenntniss.  Referent  kann 
die  kleine  Gelegenheitsschrift  nicht  nur  als  lesenswerth,  sondern  auch  als 
lesbar  bezeichnen.    Die  Sprache  ist  trotz  philosophischen  Inhalts  deutsch. 

Coesfeld,  Pebrnar  1886.  K.  Sohwbbimo. 


Lehrbuch  der  Mathematik.    Für  den  Schul-  und  Selbstunterricht  bearbeitet 
von  Dr.  Hermann  Gerlaoh,  Oberlehrer  in  Parchim.    Zweiter  Theil : 
Elemente   der  Planimetrie.     Fünfte  verbesserte  und  vermehrte  Auf- 
lage,   Dessau,  Verlag  von  Albert  Beissner.    1885.     Preis  1,80  Mk. 
Man  kann  es  nicht  leugnen :  Die  Zahl  der  Anhänger  jener  pädagogischen 
Lehrmeinung,  die.  das  Hauptziel  des  geometrischen  Unterrichts  im  Aufgaben- 
lösen  erblickt,  ist  im  Zunehmen  begriffen.    Von  Petersen  ist  diese  Bich- 
tung  durch  sein  vom  Beferenten  in  dieser  Zeitschrift  besprochenes  treffliches 
Bach  vielleicht  am  entschiedensten  und  zugleich  mit  dem  meisten  Geschick 
vertreten  worden.    Als  Bepräsentanten  einer  zweiten  Bichtung  möchten  wir 
S  p  i  e  k  e  r  nennen.  Er  entfernt  sich  rücksichtlich  der  Anordnung  und  Auswahl  des 
Stoffes  nicht  so  weit  vom  Hergebrachten.   Aber  jedem  kürzeren,  in  sich 
geschlossenen    Lehrvortrage   folgt   eine    passende   Aufgaben- 
sammlung.    Zweifellos    lässt   sich    auch   hierbei  für  den  Unterricht    ein 
schöner  Erfolg  erzielen,  wenn  der  Lehrer  umsichtig  genug  ist,  die  Gefahr 
der   blos   mechanischen  Einübung  und  den  Ehrgeiz  zu  meiden,   alle  Auf- 
gaben, welche  das  Buch  bietet,  mit  seinen  Schülern  lösen  zu  wollen.  Dann 
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hat  es  gewiss  seine  unleugbaren  Vorzüge,  dass  der  üebungsstoff  nicht  an 
das  Ende  des  Buches  verwiesen  und  wie  ein  Ballast  verstaut  wird ,  sondern 
den  Vortrag  überall  belebend  durchdringt. 

Auch  der  Verfasser  des  in  der  Ueberschrift  bezeichneten  158  Seiten 
starken  Büchleins  hat  den  Stoff  wie  Herr  S  piek  er  bearbeitet:  jedem  in 
sich  abgeschlossenen  Lehrvortrage  folgt  unmittelbar  eine  Sammlung  von 
üebungss&tzen  und  Aufgaben. 

Im  Einzelnen  bemerken  wir  Folgendes.  Die  Parallelentheorie  ist  ganz 
in  den  Anfang  gestellt  und  wir  erhalten  S.  11  als  Grundsatz:  „Zwei  Linien, 
welche  mit  einer  Transversale  ungleiche  Gegenwinkel  bilden,  convergiren 
nach  der  Seite ,  auf  welcher  die  äusseren  Gegenwinkel  grösser  als  die  inneren 
sind.*'  Das  ist  dem  Wesen  nach,  wie  auch  der  Verfttöser  sagt,  das  elfte 
Axiom  des  Euklid,  nur  mit  einer  Aenderung,  die  uns  keineswegs  glück- 
lich zu  sein  scheint. 

S.  2öflgg.  findet  sich  eine  Zusammenstellung  von  Grundaufgaben, 
denen  die  Lehrsätze  über  das  Viereck,  besonders  das  Parallelogramm 
S.  30  folgen.  S.  35  werden  wir  mit  den  Hauptsätzen  über  den  H5hen- 
punkt  und  Schwerpunkt  bekannt.  Es  folgen  die  Vielecke  und  S.  41 
der  Kreis,  unter  den  üebungssätzen  bemerken  wir  den  vom  Feuer- 
bach^schen  Kreise,  welcher  hier  uns  etwas  frühzeitig  zu  kommen 
scheint.  Es  folgt  S.  57  eine  Sammlung  von  180  Aufgaben.  Einige  Haupt- 
aufgaben sind  durch  Sperrdruck  hervorgehoben ;  auch  fehlen  an  wichtigeren 
Stellen  nicht  Andeutungen  zur  Lösung;  doch  hätte**  der  Verfasser  in  beiden 
Beziehungen  weiter  gehen  dürfen.  Gelegentlich  der  Ausmessung  der 
Figuren  gelangt  der  Verfasser  zur  Bearbeitung  des  Begriffes  der  Com- 
mensurabilität.  Die  Behandlung  ist  streng;  nur  wirkt  es  auf  den 
Leser  einigermassen  störend,  dass  gerade  an  der  Hauptstelle  §  97,  3  auf 
die  Arithmetik  des  Verfassers  verwiesen  wird.  Wir  sind  weit  entfernt, 
dem  Verfasser  die  Berechtigung  zu  diesem  Verfahren  zu  bestreiten; 
aber  es  erscheint  uns  als  didaktisch  wichtig,  einen  dem  Schüler  niemals 
ganz  leicht  erscheinenden  Satz  gerade  an  der  Stelle,  wo  er  sich  von  selbst 
aufdrängt,  völlig  zu  erledigen  und  den  Lernenden  nicht  durch  eine  solche 
Verweisung  bei  seiner  Mühe  unnütz  zn  kränken.  Der  Pythagoreische 
Lehrsatz  wird  sofort  durch  Anwendungen  auf  metrische  Belationen  am 
Dreieck  und  Viereck  fruchtbar.  Es  folgen  Aehnlichke-it  und  Propor- 
tionen am  Kreise;  den  Schluss  bilden  die  Sätze  über  das  Sehnen- 
viereck von  Ptolemäus  und  Brahmagupta.  Daran  schliessen  sich 
109  Aufgaben  vermischten  Inhalts,  die  recht  zweckmässig  sind. 

Der  Verfasser  gelangt  nunmehr  auf  S.  119  zu  der  Lehre  von  den 
Transversalen,  den  harmonischen  Punkten,  den  Polaren  und 
den  Potenzlinien.  Wir  können  nicht  u mhin ,  die  Behandlun g  dieses 
Theiles,  besonders  aber  die  Darstellung  der  Lehre  von  den  Trans- 
versalen als  eine  durchaus  gute  zu  bezeichnen.    Mit  Recht  verachmftht 
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dar  Verfasser  die  den  Schüler  nur  verwirrende  Einführung  d^r  Vorzeichen; 
auch  lässt  er  sich  dadurch  nicht,  wie  Herr  Spieker,  zur  Darstellung  der 
Sätze  des  Ceva  und  Menelaus  in  Productform  drängen,  sondern  er  ge- 
braucht kühn  das  zeichenlose  Theilverhältniss.  Damit  jedoch  der  Verdacht 
der  „ünkenntniss"  vermieden  werde,  scheint  zu  II  die  Anmerkung  zu 
stehen,  welche  das  Vorzeichen  erwähnt.  Sie  hätte  fehlen  dürfen.  Es  folgt 
S.  133  die  Ereismessung,  und  den  Schluss  des  ganzen  Buches  bildet 
eine  schöne  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  rechnenden  Geometrie 
nebst  Anleitung  zu  ihrer  Lösung.  Mit  Recht  wird  diesem  Theile  der 
niederen  Greometrie  in  neuerer  Zeit  mehr  und  mehr  Aufmerksamkeit  zu- 
gewandt. Diese  Aufgaben  können  eine  treffliche  Vorschule  der  analytischen 
Geometrie  bilden  und  sollten  mit  einiger  Rücksicht  auf  diesen  Zweck  ge- 
wählt werden. 

Fassen  wir  unser  Urtheil  zusammen.  Der  lehrende  Theil  ist  klar  und 
wohlgeordnet;  er  weicht  vom  Hergebrachten  weder  n£ich  Aufstellung,  noch 
Umfang  bedeutend  ab.  Die  Aufgaben  sind  zweckmässig  gewählt  und  ge- 
nügend zur  Lösung  vorbereitet.  Vielleicht  thut  der  Verfasser  gelegentlich 
einer  neuen  Auflage  hierin  noch  ein  Mehreres.  Besonders  gelungen  sind 
die  letzten  Abschnitte  des  Buches. 

Druck,  Papier  und  Figurenzeichnung  sind  angemessen. 

Coesfeld,  1886. K.  SoHWEBiNa, 

Ebene  Trigonometrie  zum  Gebrauche  an  Landwirthschaftsschulan ,  höheren 
Bürgerschulen  und  ähnlich  organisirten  Anstalten,  sowie  zur  Selbst- 
belehrung,   von    Dr.  A.   Grosse -Bohle.      Freiburg    im    Breisgau, 
Herder*sche  Verlagsbuchhandlung  1885.     Preis:   0,90  Mk. 
Das  Büchlein  ist  55  Seiten  stark  und  entwickelt  dennoch  in  ausführ- 
lichem  Lehrvortrage  den   Gegenstand.     Es    ist    ganz  zweckmässig  für  die 
Erreichung  der  Absicht  des  Verfassers,   dass  er  den  Coordinatenbegriff  für 
die   Bestimmung    der    Winkelfunctionen    in    den    Vordergrund    stellt 
Wendet  er  sich   doch   besonders  an  Leser,   welche   schon   im   praktischen 
Leben  stehen  oder   doch   in  einer  praktischen  Berufsstellung  von  der  Tri- 
gonometrie Gebrauch   zu   machen  gedenken.     Der  aufgewandte  Raum  (fast 
15  Seiten)   scheint   daher   nicht   unnütz   verbraucht.     Vielleicht   hätte    die 
directe  Aussage:    »Hier  liegen  rechtwinklige  Parallelcoordinaten  vor*'   dem 
Lernenden  in  noch  schärferer  Betonung  vorgesagt  werden  sollen.    Gelegent- 
lich der  ,,negativen''  Winkel  hätte  Herr  Grosse-Bohle  sich  einer  grösseren 
Kürze  befleissigen  sollen.    Merkwürdiger  Weise  fehlen  überall  die  Klammern 
um  die  negativen  Argumente.    Die  Entwickelung  der  Additions-  und  Sub- 
tractionstheoreme  für  die  tg-  und  cof- Functionen  ist  kaum  etwas  Anderes 
als  eine  Papierverschwendnng. 

Die  folgenden  Aufgaben  sind  durchaus  vernünftig  gewählt.  Man  findet 
die  vier  Grundaufgaben  für  Dreiecksberechnung,  Inhaltsberechnungen  auch 
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von  Vierecken,  endlich  praktische  Aufgaben  der  Feldmessung.  Von  der 
Bearbeitung  solcher  Aufgaben,  die  am  Gymnasium  die  Hauptrolle  spielen 
und  bei  ihrer  geometrischen  Wichtigkeit  spielen  müssen ,  sieht  der  Ver- 
fasser mit  Recht  ab.  Leider  verunstaltet  der  Verfasser  seine  durchgeführten 
Musterbeispiele  dadurch,  dass  er  bei  fünfstelligen  Logarithmen  nicht 
allein  Secunden,  sondern  sogar  Zehntel,  ja  Hundertstel  Secunden 
berechnet.  Wenn  Herr  Grosse-Bohle  sich  einmal  die  Mühe  nehmen  will 
etwa  die  Seite  38  stehende  Aufgabe  mit  siebenstelligen  Tafeln  genau  aas 
zurechnen,  so  wird  er  nicht  y  =  23^ 37' 45,  83"  erhalten.  Und  was  soll 
denn  der  praktische  Trigonometer  mit  Bogensecunden  überhaupt  anfangen? 

Von  einigen  Unebenheiten  abgesehen  ist  das  Büchlein  anerkennens- 
werth  und  wird  sich  als  praktisch  brauchbar  herausstellen. 

Druck  und  Papier  (Herder'scher  Verlag)  sind  trefflich. 

Coesfeld,  1886.  K.  Schwbriko. 

Ebene  Geometrie  für  Schulen,  von  Dr.  Georg  Reoknaoel,  Professor 
für  Physik  und  technische  Mechanik,  Rector  der  k.  Industrieschule 
zu  Kaiserslautern.  Dritte  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
München,  Theodor  Ackermann.     1885.     Preis  2,00  Mk. 

Auf  202  Seiten  behandelt  das  in  der  üeberschrift  bezeichnete  Buch 
den  Lehrstoff,  welcher  auf  unseren  höheren  Schulen  in  der  Geometrie  be- 
arbeitet zu  werden  pflegt 

Die  10  ersten  Seiten  sind  der  Erörterung  der  Vorbegriffe  gewidmet 
Hier  begegnen  wir  dem  ;, Lehrsätze^:  Sind  zwei  Grössen,  Ä  und  J?,  einer 
dritten  Grösse  C  gleich,  so  sind  sie  auch  unter  sich  gleich.  Weiter  zer- 
föUt  das  Buch  in  vier  Theile,  von  denen  der  erste  bis  S.  98  reicht  und 
„Congruenz"  überschrieben  ist  Hier  finden  wir  in  der  Parallelen- 
theorie S.  17  den  Lehrsatz:  ;,l8fc  die  Summe  von  einem  Paare  innerer 
Gegenwinkel  kleiner  als  222,  so  schneiden  sich  die  geschnittenen  Geraden 
auf  derjenigen  Seite  der  schneidenden,  wo  dieses  Winkelpaar  liegt^  Dazu 
bemerkt  eine  Fussnote,  der  Beweis  könne  vom  Anfänger  übergangen  wer- 
den. Femer  sagt  die  Vorrede  in  Bezug  auf  diesen  Punkt:  „Infolge  eines 
Missverstilndnisses  ist  der  Nachdruck  der  ersten  sieben  Bogen  schon  vor 
mehreren  Jahren  veranlasst  worden.  Deshalb  ist  der  Bertrand 'sehe  Be- 
weis in  der  Parallelentheorie  stehen  geblieben ,  obwohl  ich  heute  von  seiner 
Unzulänglichkeit  überzeugt  bin.^  Schade,  dass  Lehrer  und  Schüler  beim 
Gebrauche  des  Buches  unter  diesem  Missverständnisse  leiden  müssen. 

Im  Gkinzen  ist  die  Darstellung  ausfUhrlich  und  klar;  häufig  werden 
die  Beweise  der  Lehrsätze  nur  ihrem  Gange  nach  angedeutet,  aber  diese 
Andeutungen  genügen  auch  wirklich  für  die  Zwecke  der  Schule.  Recht  gut 
ist  der  auf  S.  69  beginnende  Anhang,  welcher  Constructionsaufgaben  ent- 
hält.    Dieselben  sind  durch  eine  genügende  Anleitung   dem  Verständnisse 
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nahe  gebracht.   Der  Verfasser  schickt  einige  ErklSrangen  yorans  und  deutet 
bei  schwierigeren  Aufgaben  den  Weg  zur  Lösung  an. 

Der  zweite  Theil:  „Flächeninhalt  der  Figuren**,  geht  bis  8,  119. 
Derselbe  enthält  natürlich  auch  den  Pythagoreischen  Lehrsatz  und  Anwen- 
dungen dieses  Satzes  zu  Berechnungsaufgaben. 

Der  dritte  Theil  führt  die  Ueberschrift :  „Die  Form  der  Figuren." 
Er  wird  mit  einer  kurzen  Darstellung  der  Hauptsätze  der  Proportionenlehre 
ganz  zweckmässig  eingeleitet.  Wir  erhalten  den  Hauptsatz,  welcher  dann 
anf  die  Halbirungslinie  des  Winkels  und  auf  die  harmonische  Thei- 
lung  angewandt  wird.  Hieran  schliessen  sich  die  Sätze  des  Menelaus 
und  Ceva.  Referent  vermag  weder  diese  Anordnung  (vor  den  Aehnlich- 
keitskriterien !) ,  noch  die  Verwendung  der  Streckenproducte  sonderlich  zu 
rühmen.  Die  kurze  Form  der  Beweise  missföllt  ihm  gänzlich.  Die  Aehn- 
lichkeitskriterien  werden  alsdann  nebst  manchen  Zusätzen  vorgetragen 
und  zum  Beweise  der  Proportionen  am  Kreise  benutzt.  Ein  Anhang 
liefert  in  guter  Auswahl  algebraisch-geometrische  Aufgaben  (laut 
Vorrede  von  Herrn  W.Winter  herrührend),  und  so  beginnt  auf  S.  172 
der  vierte  Theil. 

Derselbe  ist  der  Cyklometrie  und  den  damit  zusammenhängenden 
geometrischen  Dingen  gewidmet.  Wir  bemerken  die  Sätze  über  das 
Sehnenviereck,  Beziehungen  des  umgeschriebenen,  sowie  der  vier 
eingeschriebenen  Kreise  am  Dreieck.  Bezüglich  der  Zahl  n  bemerkt 
eine  Fussnote,  dass  sie  „später  ohne  Nutzen  bis  auf  140  Stellen  genau 
berechnet  worden  sei.^  Als  Anhang  finden  wir  „Isoperimetrische 
SStze^,  die  im  Ganzen  recht  ansprechend  vorgetragen  sind;  nur  will  dem 
Referenten  die  in  §  247  gewählte  Methode  (durch  verkappte  Differential- 
rechnang)  gerade  dort  nicht  so  sehr  zweckmässig  scheinen,  während  sie 
sonst,  z.  B.  bei  stereometrischen  Aufgaben,  häufig  sehr  am  Platze  ist.  Den 
Schluss  bildet  das  Apollonische  Berührungsproblem,  wobei  man  es 
auffallend  finden  kann,  dass  nicht  auch  der  berühmte  Geometer,  welcher 
die  mitgetheilte  Lösung  gegeben  hat,  namhaft  gemacht  wird. 

Das  Buch  ist  nach  Stoff  und  Darstellung  als  brauchbar  anzuerkennen. 
Das  Papier  und  der  Druck  sind  angemessen,  die  Zeichnung  der  Figuren 
ist  theilweise  sehr  sorgföltig. 

Coesfeld,  1886.  K.  Sohwbbikg. 


nailimetiiselie  ConBimotionsanflgaben  nebst  Anleitung  zu  deren  Lösung. 
Für  höhere  Schulen.   Methodisch  bearbeitet  von  E.  B.  Müller.  Olden- 
burg, Druck  und  Verlag  von  Gerhard  Stalling.     1886. 
Ein  handliohes  Büehlein;  Taaohenformat;  66  Seiten.    Figuren  fehl^ 
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Der  Inhalt  gliedert  sich  in  zwei  Theile;  der  erste  führt  die  Ueber- 
schrift:  ^Aufgaben  ohne  Verhältnisse^,  während  der  zweite  sich  „Aufgaben 
mit  Verhältnissen^*  betitelt 

Auf  S.  10  finden  wir:  „Einfache  Aufgaben  über  das  Dreieck**,  denen 
S.  12  „Lösungen**  nachgeschickt  sind.  Diese  Lösungen  behandeln  in  kurzer, 
jedoch  vollständiger  Ausführung  folgende  vier  Aufgaben :  Ein  rechtwinkliges 
Dreieck  aus  einer  Kathete  und  der  zur  Hypotenuse  gehörenden  Höhe,  ein 
ebensolches  aus  einer  Kathete  und  der  zur  Hypotenuse  gehörenden  Winkel- 
halbirungslinie ;  ein  gleichschenkliges  Dreieck  zu  zeichnen  aus  der  Basis 
und  dem  Winkel  an  der  Spitze;  ein  Dreieck  zu  zeichnen  aus  zwei  Seiten 
und  der  zu  einer  dieser  Seiten  gehörenden  Höhe.  Für  die  letzte  erhalten 
wir  „zwei"  Lösungen.  Es  folgen  nun  verschiedene  Aufgabengruppen,  bei 
denen  häufig  zunächst  einige  darauf  bezügliche  Sätze,  dann  die  Aufgaben 
und  zum  Schluss  einige  „Lösungen**  angegeben  sind.  So  sind  z.  B.  im  §  9 
S.  22  „  Dreiecksaufgaben  über  die  Summe  zweier  Höhen  oder  ihre  Differenz*' 
gesammelt  Die  zur  Lösung  führenden  Sätze,  welche  sonst  als  „Anleitung 
zur  Lösung^'  gegeben  zu  werden  pflegen,  gehen  voraus,  dann  folgen  4f) 
Aufgaben  und  den  Schluss  bildet  die  Darstellung  des  Musterbeispiels: 
a  +  h^  ha  +  hb  und  ß.  Man  kann  an  diesem  Verfahren,  je  nach  Geschmack, 
Deutlichkeit  loben  oder  Breitspurigkeit  tadeln.  Von  hervorragender  Bedeu- 
tung ist  es  kaum. 

Im  §  20  finden  wir  ,, Vermischte  Aufgaben  über  Punkte  und  Gerade**. 
Hier  finden  wir  Aufgaben  —  wir  greifen  ganz  willkürlich  hinein  —  wie 
Aufgabe  31 ,  wo  verlangt  wird,  eine  gegebene  Strecke  auf  eine  Gerade  za 
projiciren.  Der  Verfasser  sagt  darüber  in  der  Vorrede  „ . .  .  warum  ich  Auf- 
gaben, welche  im  Anfange  durchgenommen  werden  müssen,  nach  §  20  ver- 
wiesen habe  und  dergleichen  mehr,  das  sind  Dinge,  über  die  ich  mich  wohl 
nicht  zu  rechtfertigen  brauche.**  Dieser  Anordnung  des  Verfassers  an  den 
Leser  wollen  wir  uns  fügen  und  darum  auch  im  §  21,  und  nicht  früher, 
lernen ,  wie  man  in  einem  gegebenen  Punkte  an  einen  gegebenen  Kreis  die 
Tangente  legt  (Au fg.  13,  S.  40)  oder  wie  man  in  einem  Kreise  eine  Sehne 
von  vorgeschriebener  Länge  durch  einen  Punkt  zieht     (Aufg.  21,  S.  40.) 

§  24  enthält  einige  geometrische  Oerter  und  §  25  einige  allgemeine 
Betrachtungen  über  geometrische  Constructionsaufgaben.  Unter  den  letzteren 
finden  wir  die  Aufgabe  a,  c,  hc  (siehe  oben!)  als  Beispiel  und  mit  einer 
halben  Seite  Druckschrift  bedacht  Ferner  finden  wir  dort:  „Soll  ein  Kreis 
in  einem  . .  .  Punkte  berührt  werden,  so  ist  häufig  die  zugehörende  Tan- 
gente als  Hilfslinie  zu  nehmen.** 

Auf  S.  51  beginnt  mit  §  26  der  zweite  Theil,  welcher  Aufgaben 
„mit  Verhältnissen**  enthält  und  dieselben  auf  den  noch  übrigen  15  Seiten 
behandelt 

Ausser  Aufgaben,  wie  die  S.  53,  Nr.  13  stehende,  welche  aus  a:h, 
a+c,   b  +  c  ein  Dreieck  construiren  lässt,   finden  wir  anob  manche  recht 
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interessante.  So  sind  die  Aufgaben  über  a^+h^  und  die  über  die  Winkel- 
halbirer  §  35  recht  gut,  aber  auch  meist  recht  gnt  bekannter  AUvttter- 
haasrath  der  Aufgabensammlungen.  §  37  bietet  das  Berührungsproblem 
des  Apollonius  von  Pergä  oder,  wie  der  Verfasser  schreibt,  von  Perga; 
im  Inhalts verzeichniss  finden  wir  sogar  durch  einen  seltsamen  Streich  des 
Setzerteufels  einen  „Apollinischen*-  Kreis  und  einen  „ Apollinius '*  von 
Perga.  Die  Lösung  ist  die  bekannte  ältere.  Den  Schluss  bilden  in  §  37 
„Vermischte  Aufgaben^^  Dieselben,  18  an  der  Zahl,  behandeln  erstens 
Aufgaben  „mit  Verhältnissen^',  welche  sich  ergeben,  wenn  man  durch  einen 
gegebenen  Punkt  eine  Gerade  zieht,  welche  die  Schenkel  eines  Winkels 
schneidet;  zweitens  werden  in  gegebene  Figuren  wie  Dreiecke,  Kreisaus- 
schnitte u.  s.  w.  Quadrate ,  Bechtecke  u.  s.  w.  beschrieben.  Wenn  der  Leser 
hier  keine  rechte  „Mischung**  findet  und  auch  die  auf  dem  Titelblatt  an- 
gekündigte „methodische  Bearbeitung^*  vermisst,  so  hat  er  sich  daran  zu 
erinnern,  dass  der  Verfasser  in  der  Vorrede  über  „dergleichen  mehr**  „sich 
wohl  nicht  zu  rechtfertigen  braucht**. 

Referent  hat  zwar  in  dem  Büchlein  weder  didaktisch ,  noch  wissenschaft- 
lich bemerkenswerthe  neue  Gesichtspunkte  entdeckt;  aber  er  will  doch  gern 
anerkennen,  dass  der  Durchschnittsstoff  der  planimetrischen  Aufgaben  in 
demselben  geboten  wird.  Soweit  Referent  sich  zu  überzeugen  Gelegenheit 
fand,  ist  auch  jede  Aufgabe  genügend  zur  Lösung  vorbereitet.  Und  das 
ist  immerhin  ein  Vorzug. 

Druck,  Papier  und  äussere  Ausstattung  sind  gefällig. 

Coesfeld,   1886.  K.  Schwbbino. 

Beiträge  zur  analytischen  iQeometrie  der  Curven  und  Flächen  rweiten 
Orades  von  Dr.  Julius  Gysel.     Osterprogramm  1877   des    Schaff- 
hauser  Gymnasiums.   35  S.  —  Ueber  die  sich  rechtwinklig  schnei- 
denden Normalen  einer  Fl&che  zweiten  Grades  von   Dr.  Julius 
Gysel.    Osterprogramm  188Ö  des  Schaff  hauser  Gymnasiums.    Ö9  S. 
Die  beiden  sehr  interessanten  Programme,  über  welche  wir  berichten, 
beschäftigen  sich  mit  Entwickelungen ,  die  in  engstem  Zusammenhange  stehen« 
Im  1.  Programme  (1877)  hat  der  Verfasser  zuerst  die  ünicursalcurve  6.  Gra- 
des  untersucht,  welche  der  Ort  der  Durchschnittspunkte  zweier  zu  einander 
senkrecht  stehenden  Normalen  an  eine  gegebene  Ellipse  ist.     Dann  in  den 
Baum  übergehend,  hat  er  die  Frage  nach  dem  Orte  der  Durchschnittspunkte 
zweier  zu   einander  senkrecht  stehenden  Normalen  an  ein  gegebenes  EUip- 
soid  zu  behandeln  angefangen,   wobei  die  Bedingungsgleichung  der  Ebene 
zweier  solcher  zu   einander  senkrechten  Normalen  ermittelt  wurde.     Auch 
die  Frage,  ob  es  Baum  punkte  gebe,  für  welche  ein  System  von  drei  gegen- 
seitig senkrechten  Normalen  zu  dem   gegebenen  Ellipsoide  vorhanden  ist, 
fuid  bereits  damals  Beantwortung.    Das  IL  Programm  (1885)   setat  die 
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auf  zu  einander  senkrechte  Normalen  von  einem  Punkte  aus  an  ein  gegebenes 
Ellipsoid  bezüglichen  Untersuchungen  fort  und  gelangt  zu  den  Beziehungen, 
welche  die  behandelten  Fragen  zur  Clebsch'schen  eindeutigen  Abbildung 
gewisser  Flftchen  auf  eine  Ebene  besitzen.  Der  Ort  jenes  Durchschnitts- 
punktes zu  einander  senkrechter  Normalen  ergiebt  sich  als  eine  Flfiche 
20.  Grades  (F^),  deren  Punkte  Coordinaten  besitzen,  welche  qnadrirt  ratio- 
nale Functionen  4.  Grades  zweier  Parameter  sind.  Die  Fiftche  F^  in  der 
letzterwähnten  Weise  analytisch  dargestellt,  ist  nun  in  der  Ebene  eindeutig 
abbildbar,  wobei  sechs  Fundamentalpunkte  der  Abbildung  sich  ergeben, 
entsprechend  den  Durchschnittspunkten  der  zwei  Curven  4.  Ordnung,  in 
welchen  zwei  Ebenen  die  F^  schneiden.  Gewisse  Ebenen,  die  Hauptebenen, 
schneiden  F^  in  einer  Curve  6.  Ordnung,  die  sich  als  ünicursalcurTe  zeigt 
Nur  in  einer  Hauptebene  oder  in  der  unendlich  fernen  Ebene  giebt  es 
Punkte,  für  welche  eine  Normale  an  das  Ellipsoid  senkrecht  zu  zwei 
anderen  Normalen  steht.  Sollen  sftmmtliche  drei  Normale  paarweise  einen 
rechten  Winkel  bilden,  so  bildet  deren  Ausgangspunkt  auf  F^  eine  drei- 
fache Curve  16.  Ordnung ,  mit  welcher  der  Verfasser  sich  eingehend  be- 
schäftigt, wobei  er  zu  Sätzen  gelangt,  welche  theil weise  schon  früher  durch 
die  Herren  Painvin  und  Geiser  gefunden  worden  waren.         Cahtob 


Fyrställiga  logaritmisk-trigonometriska  Handtabeller,  jemte  nagra  andn 
tabeller  samt  formler  och  konstanter  för  underlättande  af  siffer- 
räkningar  sammanstälda  af  N.  EkholM|  amanuens  vid  meteoro- 
logiska  observatoriet  i  üpsala,  C.  V.  L.  Charlier,  amanuens  vid 
astronomiska  observatoriet  i. üpsala,  K.  L.  Haoström,  fil.  kand. 
üpsala.    B.  Ahnquist  &  J.  Wiksell.     XXYIII,  69  pag. 

Mathemathische  Schriften  bieten  vermöge  ihrer  Formelsprache  die  An- 
nehmlichkeit, theilweise  auch  von  Solchen  verstanden  zu  werden,  welchen 
die  Sprache  des  verbindenden  Textes  fremd  ist.  Bei  Tabellenwerken  ist 
solches  noch  in  höherem  Grade  der  Fall,  und  so  können  wir  über  eine 
schwedische  Logarithmentafel  berichten,  während  unsere  Eenntniss  des 
Schwedischen  nicht  über  das  Gemeingut  aller  Völker  gewordene  „utan 
svafvel  och  fosfor''  hinausreicht  Das  dünne  Bändchen  enthält  dadurch, 
dass  überall  nur  vier  Decimalstellen  benutzt  sind,  auf  kleinem  Baume  eine 
beträchtliche  Anzahl  von  Tafeln.  Man  findet  in  ihm  Briggische  Logarithmen 
und  Antilogarithmen  je  in  einer  besonderen  Tafel,  Additions-  und  Snb- 
tractionslogarithmen ,  die  natürlichen  Logarithmen  der  Zahlen  bis  zu  99, 
Vielfache  des  Moduls  und  des  reoiproken  Moduls  der  Briggischen  Logarith- 
men, logarithmisch -trigonometrische 'Tabellen  für  von  10  zu  10  Hinuten, 
dann  von  i%  zn  -j^  Grad  wachsende  Bögen.  Daran  schliessen  sich  Tafeb 
mit  nur  drei  Decimalstellen  des  gleichen   Inhaltes   etwa   wie  die  vorher- 
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gehenden  j  yermehrt  um  trigonometrische  Antilogarithmen ,  die  nach  Decimal- 
theilen  eines  Grades  zunehmen  und  um  eine  Tafel  trigonometrischer  Funo- 
tionalwerthe  auf  vier  Decimalstellen  ausgerechnet.  Quadrate,  Reciproke 
derselben,  Quadratwurzeln  folgen  nebst  einer  Anzahl  von  Tafeln,  die  in 
der  Lehre  von  den  elliptischen  Transcendenten ,  von  den  Gammafunctionen 
und  von  den  BesseTschen  Functionen  von  Nutzen  sind.  Endlich  haben 
die  Herausgeber  noch  eine  recht  ausgedehnte  Sammlung  von  Formeln  aus 
der  Trigonometrie  und  der  höheren  Analjsis,  sowie  physikalische  Formeln 
und  Constante  beigegeben.  Der  Preis  ist  auf  1,75  Kronen,  d.  i.  etwa 
2  Mark,  gestellt.  Cahtoe. 

Abhandlungen  aus  der  Funotionslehre  von  Kabl  Weierstrash.  Berlin 
1886,  Verlag  von  Julius  Springer.  262  S. 
Es  giebt  Werke,  deren  Titelblatt,  andere^  deren  Inhaltsverzeichniss 
abzudrucken  die  einzige  Art  von  Anzeige  ist,  deren  das  Werk  bedarf  oder 
welche  man  ihm  gegenüber  sich  gestatten  möchte.  Zu  Werken  dieser  Natur 
ist  gewiss  die  Sammlung  von  Abhandlungen  zu  rechnen,  welche  die  Ueber- 
schrift  dieses  Berichtes  bildet,  und  wir  glauben  deshalb  keine  Entschul- 
digung nöthig  zu  haben ,  wenn  wir  uns  wirklich  damit  begnügen ,  anzugeben, 
welche  Weierstrass 'sehen  Abhandlungen  es  sind,  die  nun  dem  Ducbhandel 
übergeben  wurden,  während  bisher  deren  Anschaffung  nicht  immer  gelang. 

1.  Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Functionen  (aus  den  Ab- 
handlungen der  Berliner  Akademie,  1876). 

2.  Ueber  einen  functionentheoretischen  Satz  des  Herrn  G.  Mittag- 
L  e  ff  1er  (aus  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie,  August  1880). 

3.  Zur  Functionenlehre  (aus  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie, 
August  1880  und  Februar  1881). 

4.  Einige  auf  die  Theorie  der  analytischen  Functionen  mehrerer  Ver- 
änderlichen sich  beziehende  Sätze  (seit  181^)  lithographirt  für  die 
Zuhörer  von  H.  Weierstrass  zur  Benutzung  bei  den  Vorlesungen 
über  die  AbeTschen  Transcendenten). 

5.  Neuer  Beweis  eines  Hauptsatzes  der  Theorie  der  periodischen  Func- 
tionen von  mehreren  Veränderlichen  (aus  den  Monatsberichten  der 
Berliner  Akademie,  November  1876,  mit  verschiedenen  redactionellen 
Aenderungen). 

6.  Ueber  die  Theorie  der  analytischen  Facultäten  (aus  Crelle's  Journal, 
Bd.  LI,  1854,  mehrfach  berichtigt  und  verbessert).  Cantor 


Kathematisehe  Sophismen,    herausgegeben    von  Johann  Viola     II.  ver- 
mehrte Auflage.   Wien,  1886.   Verlag  von  Carl  Gerold's  Sohn.   23  S. 
Eine  anspruchslose  Sammlung  von  Trugschlüssen,  mittels  deren  falsche 
iQilhemattBohe  Ergebnisse  ersielt  werden.    Die  begangenen  Fehler  bestehen 
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ans  Diyisionen  durch  0,  aus  Qaadratwnrzelaasziehnngen»  bei  welchen  das 
doppelte  Vorzeichen  nicht  beachtet  ist,  ans  Anwendung  divigenter  nneud- 
lieber  Beihen.  Wer  diese  Beispiele  aufmerksam  durcharbeitet,  wird,  auch 
ohne  tief  in  mathematische  Lehren  einzudringen ,  die  üeberzeugung  von  der 
ünzulässigkeit  jener  Operationen  gewinnen.  Caktor 


Mazima  und  Minima ,  analytisch -geometrisch  beleuchtet.  Einleitung.  Wissen- 
schaftliche Beilage  zum  33.  Jahresbericht  des  Eönigl.  Bealgymnasiums 
zu  Bawitsch,  von  dessen  Director  Dr.  Karl  Heinrich  Liersemakn. 
Breslau  1886. 
Sei  f{Xjy)=0   die    rationalgemachte  Gleichung    einer    algebraischen 
Curve  vom  Grade  n,  welche  durch  den  Punkt  |,  tj  hindurchgeht    Die  Tan- 
gente in  I,  1?  wird  alsdann  y  —  rj  =  m  {x  —  ^)  heissen  und  den  Punkt  {,i? 
zweimal    mit  der  Curve  gemein   haben   müssen,     f  {x^  mx  +  tj -— m^)  = 
wird  folglich  durch  {x  —  §)*  theilbar  sein  müssen,   und  wenn  die  unmittel- 
bare Division  den  Best  B{m,  |)  =  12  liefert,  so  lässt  22  =  0  das  gesuchte 
m  finden.    Das  ist  die  erste  Methode  zur  Tangentenbestimmung,  welche  der 
Verfasser  lehrt.   Die  zweite  Methode  verlegt  den  Coordinatenanfangspunkt  des 
als  rechtwinklig  gedachten  Azenkreuzes  nach  dem  Punkte  §.  rj  und  gewährt 
damit  der  Tangenteugleichung  die  Form  T  =  in^,wor  =  y  —  ly  und  ^  =  o?  —  |, 
also    auch   a;  =  ,a  +  S,   y  =  T+iy  =  mfi+??    ist.     Die    Substitution    dieser 
Werthe  in  f{x,y)=^0  bringt  eine  Gleichung  n^  Grades  nach  fi  hervor, 
welche  durch  Anordnung  des  Gleichungspolynoms  nach  steigenden  Potenzen 
von  (i  die  Form 

annimmt.  Weil  J,  ly  auf  der  Curve  liegt,  muss  5^  =  0  sein.  Die  Tangente 
erfordert  aber  auch  noch  T=0,  damit  in  |,  i?  zwei  Durchschnittspunkte 
der  Geraden  mit  der  Curve  vorhanden  seien,  und  somit  führt  7=0  aoch 
zur  Ermittelung  von  w.  Rückwärts  kann  man  auch  fragen,  welche  Werthe 
I ,  iy  ein  m  =  0  bedingen ,  und  erhält  so  die  Culminationspunkte  der  Curve, 
d.  h.  die  grössten  und  kleinsten  Werthe  ihrer  Ordinaten.  Die  Annahme 
w  =  QO  führt  in  ähnlicher  Weise  zu  den  grössten  und  kleinsten  Werthen 
der  Abscissen.  Wird  aus  der  Verbindung  der  beiden  Gleichungen  S=0 
und  T=0  kein  bestimmtes  jn,  sondern  vielmehr  ^  =  ^  errechnet,  so  giebt 
es  in  dem  Punkte  §?  V  mehr  als  eine  Tangente,  er  ist  vielfacher  Punkt  der 
Curve.  Ist  ausser  /S  =  0  und  T=0  auch  noch  17=0,  so  ist  /i  =  0  drei- 
fache Wurzel  der  Curvengleichung,  und  so  kommt  der  Verfasser  zu  den 
Wendepunkten.  Das  Verschwinden  des  Coefficienten  des  höchsten  Oliedcs 
der  Curvengleichung  lehrt  dagegen  Asymptoten  erkennen.  Zu  diesen  Unter- 
suchungen fügt  Herr  Liersemann  noch  solche  über  den  Krümmnngskreis. 
Auch  hier  weiss  er  die  Anwendung  von  Differential rechnnng  zu  vermeideD. 
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Im  Ganzen  erhalten  seine  Schüler  —  denn  ea  ist  ein  Auszug  praktisch 
vorgetragener  Lehren  aus  der  Oberstufe  des  Realgymnasiums,  welcher  uns 
geboten  wird  —  eine  genauere  Kenntniss  von  der  Lehre  von  den  sogenann- 
ten höheren  Curven,  als  es  sonst  der  Fall  zu  sein  pflegt.  Wir  sind  daher 
nur  um  so  gespannter  auf  die  Ausführungen,  welche  Herr  Liersemann 
dieser  Einleitung  folgen  lassen  zu  wollen  verspricht.  Cantob 


Analytische  üntersnchnogen  im  Gebiete  der  trigonometrischen  Reihen 
und  der  Fonrier'schen  Integrale,  von  Dr.  Otto  Beau.  II.  ver- 
besserte  und  vermehrte  Auflage.  Halle  1885,  bei  Louis  Nebert. 
VIII,  101  S. 
Wir  haben  Bd.  XXIX,  hist.-lit.  Abth.  S.  HO  — 112  die  fast  gleich  be- 
titelte Doctordissertation  des  Verfassers  unseren  Lesern  empfohlen.  Ihre 
IL  Auflage ,  welche  uns  heute  vorliegt ,  zeigt  eine  wesentliche  Vergrösserung. 
Von  84  Seiten  8^  ist  sie  auf  101  Seiten  4^  angewachsen,  während  der  Druck 
nur  um  Weniges  weitläufiger  geworden  ist.  Damit  ist  schon  äusserlich  die  Be- 
zeichnung als  vermehrte  Auflage  gerechtfertigt.  Die  Vermehrung  besteht 
indessen  weniger  darin,  dass  ganz  neue  Gegenstände  in  Betracht  gezogen 
wären,  als  in  einer  Erweiterung  der  Beispiele ,  an  welchen  die  vorgetrage- 
nen Methoden  erläutert  und  geprüft  werden.  Im  Wesentlichen  gilt  für  die 
neue  Auflage  somit  das  Gleiche,  was  wir  der  ersten  nachrühmten.  Der 
Leser  wird  sich  mit  den  gewandt  durchgeführten  Rechnungen  befreunden 
und  auf  diese  Weise  leicht  mit  der  Lehre  von  den  trigonometrischen  Reihen 
bekannt  machen,  so  weit  der  Verfasser  Solches  beabsichtigte.  Ein  Lehr- 
buch der  trigonometrischen  Reihen  wollte  er  nicht  schreiben  und  hat  er 
nicht  geschrieben,  sonst  wäre  er  nicht  jenen  subtileren  Untersuchungen 
fern  geblieben ,  welche  auf  die  Giltigkeit  der  trigonometrischen  Reihen  sich 
beziehen,  und  deren  An^nge  auf  Heine  zurückzuführen  sind,  während 
H.  G.  Cantor,   H.  Dini    und  Andere    ihnen    einen   vorläufigen  Abschluss 


gaben. 


Cantor. 


Die  harmonische  Reihe.  Ein  Beitrag  zur  algebraischen  Analysis.   Inaugural- 

Dissertation  zur  Erlangung  der  Doctorwürde  von  der  philosophischen 

Pacullät  der  vereinigten  Friedrichs -Universität  Halle -Wittenberg,  ver- 

fasst  von  Heinrich  Simon  aus  Berlin.     Halle  1886.     44  S. 

In  H.  Stern 's  Analysis  (1860)  ist,  soviel  wir  wissen,  zuerst  in  einem 

Lehrbuche  die  Unterscheidung  unbedingter  und  bedingter  Reihenconvergenz 

behandelt  und  an  dem  seit  Dirichlet  klassischen  Beispiele  der  harmonischen 

Reihe  mit  alternirendem  Vorzeichen  erläutert.     Andere  Lehrbücher  folgten 

der  HO  gegebenen  Anregung.     Herr  Frings  heim  hat  in  den  Math.  Ani^al. 

Digitized  by  VjOOQIC 


38  Historisch -literarische  Abtheünng. 

seit  1883  den  Gegenstand  mit  Oeist  und  Erfolg  weiter  geführt  und,  man 
dar£  vielleicht  sagen ,  zu  einem  vorläufigen  Abschluss  gebracht.  In  metho- 
discher Beziehung  blieb  freilich  noch  ein  Wunsch  zu  erfüllen.  Auch  Herr 
Pringsheim  hat  sich  gleich  den  meisten  neueren  Schriftstellern  über 
Reihenconvergenz  der  Benutzung  bestimmter  Integrale  nicht  ganz  entschlagen 
und  hat  dadurch  unmöglich  gemacht,  dass  alle  seine  Ergebnisse  Eigenthum 
der  algebraischen  Analjsis  wurden,  wie  sie  es  zweifellos  verdienen.  Dies 
ist  nun  der  Punkt,  wo  Herr  Simon  einsetzt.  Er  behandelt  die  Fragen  nach 
dem  Werthe  eines  Ausschnittes  von  beliebig  vielen  beliebig  späten  Gliedern 
der  harmonischen  Reihe  mit  alternirendem  Vorzeichen ,  worauf  nach  Herrn 
Natani^s  richtiger  Bemerkung  Alles  zurückkommt,  in  durchaus  elementarer 
und  gleichwohl  strenger  Weise.  Es  will  uns  scheinen,  dass  von  jetzt  an 
Vorlesungen  wie  Lehrbücher  über  algebraische  Analjsis  die  Pflicht  haben, 
das  Wichtigste  aus  diesen  Untersuchungen,  über  welche  noch  Herr  Stolz, 
Allgemeine  Arithmetik  I,  342  (Anmerk.  18  zum  X.  Abschnitt),  woblgemerkt 
vor  Erscheinen  der  Simo naschen  Dissertation,  allzukurz  hinweggeht,  in 
sich  aufzunehmen.  Cantor 

Anleitung  zum  mathematisohen  Unterricht  an  höheren  Schulen,  heraus- 
gegeben von  Dr.  Fr.  Reidt,  Professor  am  Gymnasium  zu  Hamm. 
Beriin,  1886.  G.  Grote'sche  Veriagsbuchhandlung.  X,  252  S. 
Hat  der  junge  Lehramtscandidat  seine  mathematische  Staatsprüfung 
bestanden,  d.  h.  hat  er  den  Nachweis  einer  bestimmten  Summe  mathema- 
tischer Kenntnisse  zu  liefern  vermocht,  so  wird  er,  sofern  eine  Lehrstelle 
frei  ist,  sofort  zum  Unterrichten  verwandt.  Wann  oder  wo  hätte  er  aber  Ge- 
legenheit gehabt,  dieses  zu  lernen  ?  Nie  und  nirgend !  ist  die  wahrhaft  traurige 
Antwort,  welche  wir  mit  Herrn  Reidt  auf  diese  Frage  geben  müssen.  Der 
Volksschullehrer  verlSsst  sein  Seminar  zum  Lehramt  vorbereitet.  Der  Lehrer 
der  Mathematik  an  der  Mittelschule  hat  nie  gelernt,  wie  man  die  Aiifönge 
seiner  Wissenschaft  AnfUngem  gegenüber  behandeln  solle,  es  sei  denn,  dass 
der  von  ihm  selbst  früher  erhaltene  —  mitunter  erlittene  —  Unterricht  als 
fruchtbares  oder  furchtbares,  anregendes  oder  abschreckendes  Vorbild  in 
seiner  Erinnerung  fortlebe.  Herr  Bei  dt  hat  versucht,  in  dem  unserer  Be- 
sprechung unterbreiteten  Buche  die  unzweifelhaft  vorhandene  Lücke  aussu- 
ftUlen,  und  der  wissbegierige  Anfänger  im  Unterrichten  dürfte  hier  die  meist» 
Zweifel,  mit  welchen  er  sicherlich  sich  trägt,  wenn  nicht  gelöst,  so  doch 
zur  Lösung  vorbereitet  finden.  Herr  Beidt  gehört,  wie  man  aus  diesem 
Buche  sehen  kann,  zu  den  vortrefflichsten  Mittelschullehrem  unseres  Faches. 
Auf  den  Bath  eines  solchen  Mannes  zu  hören  kann  nur  vortheilhaft  sein, 
und  so  wünschen  und  hoffen  wir  für  die  ungemein  anregend  geschriebene 
Untersuchung  recht  zahlreiche  und  aufmerksame  Leser.  CAintML 
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Die  Quaestio  „De  proportione  dyametri  quadrati 
ad  oostam  ejusdem''  des  Albertus  de  Saxonia. 

Von 

Dr.  Heinrich  Suter 

in  Zarioh. 


Hierzu  Tat:  I  Fig.  9-16. 


Im  3.  Hefte  des  XXIX.  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift  veröffentlichte  der 
Verfasser  dieses  Artikels  den  Tractatns  „De  quadratura  circuli^  des  Al- 
bertus de  Saxonia,  der  sich  als  Manuscript  in  dem  Codex  A.  50  der 
Bemer  Stadtbibliothek  befindet,  und  bemerkte  daselbst  S.  85,  dass  die  Ab- 
handlungen Nr.  4  und  5  des  nämlichen  Codex  der  Form  und  dem  Inhalte 
nach  zu  urtheilen  wahrscheinlich  von  demselben  Verfasser  herrühren ;  dabei 
wurde  ihre  Veröffentlichung  in  einem  späteren  Hefte  in  Aussicht  gestellt* 
welchem  Versprechen  wir  nun  hiermit  nachkommen. 

Was  die  Abhandlung  Nr.  4  (S.  52)  anbetrifft,  so  ist  kaum  daran 
za  zweifeln,  dass  dieselbe  nicht  den  Albertus  de  Saxonia  zum  Verfasser 
habe;  sie  zeigt  in  ihrer  weitschweifigen,  scholastischen  Darstellungsweise,  in 
der  Form  der  Conclusiones  und  Rationes  und  überdies  noch  in  einigen  sel- 
teneren Wendungen  eine  grosse  Aehnlichkeit  mit  dem  früher  veröffentlichten 
Tractatus  des  Albertus  (De  quadratura  circuli);  ich  erinnere  in  letzterer 
Hinsicht  nur  an  den  Ausdruck  „est  dare**  für  ^ es  giebt^  ^es  muss  geben ^, 
der  in  beiden  Abhandlungen  mehrmals  vorkommt,*  den  ich  übrigens  auch 
noch  in  anderen  Schriften  des  Albertus,  die  ich  zur  Vergleichung  herbei- 
zuziehen die  Gelegenheit  hatte,  häufig  vorfand,  so  z.  B.  in  meinen  Commen- 
tarien  zu  der  Physik  des  Aristoteles,  in  denjenigen  „de  coelo  etmundo** 
und  „de  generatione  et  corruptione^  desselben  Verfassers,  während  derselbe 
Ansdruck  bei  anderen  Scholastikern,  wie  z.  B.  bei  Wilhelm  von  Occam 
(in  Libros  phyaicor.  Aristot.)  und  beiThimon  (in  quatuor  libros  meteoror. 
Aristot.)  gar  nicht,  wieder  bei  anderen ,  wie  beiJoh.  Buridanus,  nur  in 
einzelnen  Abhandlungen  (wie  z.  B.  im  Commentar  zu  De  anima  des  Aristot) 
nnd  auch  hier  nur  ganz  selten  auftritt.  —  Wir  werden  in  unserer  Ansicht, 


*  Vergl.  in  der  früheren  Abhandlung  S.  87  und  98,  in  der  vorliegenden  S.  49. 
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dass  die  frühere  und  die  jetzige  Abhandlung  von  Albertus  de  Saxonia 
herrühren,  im  Weiteren  noch  bestärkt  durch  eine  Stelle  des  Commentais 
des  Albertus  zu  der  Physik  des  Aristoteles:  in  der  11.  Questio  des 
3.  Buches  findet  sich  dieselbe  Auseinandersetzung  über  Zerlegung  von  Fli- 
ehen und  Körpern  in  unendlich  viele  Theile  und  Zusammenlegung  dieser 
Theile  zu  einer  unendlich   ausgedehnten  Flftche   resp.  Körper,  wie  sie  auf 

5.  47  u.  48  der  Abhandlung  über  die  Incommensurabilität  von  Seite  und  Dia- 
gonale des  Quadrates  vorkommt.     Ferner  findet  sich  in  der  1.  Questio  des 

6.  Buches  desselben  Conunentars  diese  Incommensurabilit&t  erwähnt.  Es 
heisst  daselbst:  si  contifmutn  esset  compositum  ex  indivisihilihus  finitis  seque- 
retur  qtiod  quaelibä  linea  cuüihet  Ivnee  esset  commensurabüis;  cansequens  est 
fälsum,  nam  diameter  guadrati  non  est  commensurabüis  coste  ^usdem  c^jus 
est  iUa  diameter:  sicut  demonstratum  est  in  geometria:  diameter  äHcujus  gua- 
drati se  habet  in  proportione  vrrationaU  ad  suam  costam,  etc.  Vergl.  hiermit 
S.  50.  Ob  Albertus  mit  dem  Worte  „geometria"  ein  bestimmtes  Btich 
meint  und  welches,  können  wir  nicht  entscheiden;  dass  er  seine  Abhandlang 
nicht  oitirt,  kann  ja  seinen  Grund  leicht  in  der  späteren  Abfassung  der- 
selben haben:  in  der  That  können  wir  aus  einer  Stelle  des  Commentan 
des  Albertus  zu  der  Aristotelischen  Abhandlung  De  coelo  et  mundo  mit 
grosser  Wahrscheinlichkeit  den  Schluss  ziehen,  dass  die  kleineren  mathe- 
matischen Abhandlungen  des  Albertus  späteren  Datums  sind  als  die  grösse- 
ren commentatorischen  Arbeiten  desselben :  in  der  13.  Questio  des  3.  Baches 
wird  die  Frage  discutirt,  welche  regelmässigen  Vielecke  die  Ebene  und 
welche  regelmässigen  Körper  den  Raum  ganz  austüllen  können ;  in  der  letz- 
teren Frage  widerlegt  Albertus  die  Ansicht  des  arabischen  Commentators 
Averroes,  dass  zwölf  Tetraeder  den  Baum  ganz  ausfüllen,  und  sagt  am 
Schlüsse :  Et  si  in  äliquo  numero  forte  hoc  sunt  vigvnti.  De  hoc  autem  alias 
si  deo  placuerit  profundvus  perscrutabor,  —  Wir  könnten  noch  eine  Reihe 
anderer  Stellen  aus  den  uns  vorliegenden  Commentarien  des  Albertus  za 
Aristotelischen  Schriften  anführen,  um  die  Identität  ihres  Verfassers  und 
desjenigen  der  veröffentlichten  und  der  vorliegenden  Abhandlung  noch  mehr 
zu  erhärten;  allein  wir  denken,  dass  das  Vorgebrachte  genügen  werde. 

Am  Schlüsse  der  Quaestio  über  die  Incommensurabilität  von  Seite  und 
Diagonale  eines  Quadrates  befindet  sich  ein  kurzer  Absatz,  beginnend: 
dyamäer  guadrati  ad  ^us  costam  est  proportio  etc. ,  welcher  also  dieselbe 
Frage,  aber  ganz  kurz  und  viel  geometrischer  behandelt;  wir  glaubten  dies 
auch  aufnehmen  zu  sollen,  obgleich  es  höchst  wahrscheinlich  nicht  von 
Albertus  deSaxonia  herrührt.  Wir  glaubten  der  Vollständigkeit  and 
des  Interesses  der  Sache  wegen  auch  die  Abhandlung  Nr.  5  des  Bemer 
Codex  nicht  weglassen  zu  dürfen,  welche  die  Heronische  Lösung  des  Pro- 
blems der  zwei  mittleren  Proportionallinien  enthält,  obgleich  wir  sie  eben- 
falls nicht  dem  Albertus  zuerkennen  können.  Die  Abhandlung  Nr.  6^ 
betitelt:   Angulo  rectilineo  dato  equum  angulum  curvilineum  deecribere  et 
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econverso,  bietet  so  wenig  Interesse  dar,  dass  man  wohl  von  ihrer  Veröffent- 
lichung absehen  kann;  die  übrigen  Abhandlungen  des  Codex  sind  bereits 
gedruckt. 

Item  älia  qtiestio  de  proportione  dyamäri  quadrati  ad  costam  ejusdem* 
Utrum  dyameter  (üicujus  quadrati  sit  commensurahüis  costae  ^usdem. 
Et  arguüur  primo  quod  sie:  Dyameter  est  dupla  ad  stuzm  costam,  igitur 
questio  vera,  consequentia  tenet  et  antecedens  prohatur  tribu^  rationihus, 
primo  quod  sU  urmm  quadratum  .a.b. cd.  (Fig.  9)  cujus  dyameter  sit  .ed., 
super  cujus  costa  suprema  jaceat  una  linea  equalis  sibi,  super  cujus  uno  ter- 
mino  sit  mobile  .b.  fixum,  et  super  alio  ejus  termino  sU  mobile  .c.  (a), 
et  incipiat  ista  linea  sie  superposüa  costae  descendere  et  descendat  donec 
cooperiat  costam  inferiorem  ejusdem  quadrati,  et  interim  quod  ista  linea 
sie  descendit,  moveatur  .c.  (a)  mobüe  super  ista  linea  versus  .b.  isto 
modo  quod  in  fine  horae  mensurantis  motum  descripsit  dyametrum  istius 
quadrati.  Tunc  arguüur  sie:  .c.  (a)  mobile  in  duplo  vdocius  est  motum 
.b.  mobili  in  hora  in  qua  descripsit  dyametrum  quadrati,  igitur  dya- 
meter est  dupla  ad  suam  costam  ejusdem  quadrati:  tenet  consequentia,  quia 
velodtas  motuum  localium  mensuratur  per  spatia  hcalia  in  tanto  vel  in 
tanto  tempore  descripta,  sed  quod  .r.  (a)  mobüe  in  duplo  velocius  sit  motum 
.b.  mobül  probatur,  quia  pertransit  duas  costas  quadrati  et  .h,  mobüe  solu/ni 
unam,  ut  potest  patere  in  figura.  —  Item  secundo:  confertu/r  idem  antece- 
dens, Sit  unum  quadratum  ut  prius  .a.b,c.d.  (Fig.  10)  ci0us  dyameter  sü 
.a.d.  et  dividatur  dyameter  .a.d.  per  lineam  .c.g.  in  duo  equälia,  super 
qua  constituatur  quadratum  .c.g.d.f.;  quo  facto  habemus  duo  quadrata, 
seil,  quadratum  .a.b.  cd.  majus,  et  quadratum  *Q.g  AAP  minus,  tunc  ar- 
guüur sie:  sicut  se  habet  quadratum  majus  ad  suam  dyametrum,  igüur  qua- 
dratum minus  ad  suam ,  igitur  a  commutata  prqportionalitate :  sicut  se  habet 
quadratum  majus  ad  qimdratum  minus,  üa  se  habet  dyameter  quadrati  majoris 
ad  dyametrum  quadrati  minoris;  sed  quadratum  majus  est  duplum  ad  qua- 
dratum minus,  sicut  potest  haberi  ex  penultima  primi  Euclidis,* igitur  etiam 
dyameter  quadrati  majoris  dupla  est  ad  dyametrum  quadrati  minoris  (ad 
quadratum  dyametri  minoris),  sed  dyameter  quadrati  majoris  et  dyameter 
quadrati  minoris  habent  se  sicut  dyameter  et  costa  ejusdem  quadrati,  sictä 
patet  in  figura,  igitur  äc,  —  3^.  confertur  idem  antecedens;  quia  dicit  IS.pro- 
positio  primi  Euclidis:  in  omni  triangulo  latus  oppositum  majori  angulo  est 
majus,  ä  si  sie,  tunc  videtur  etiam  quod  latus  opposüum  angulo  in  duplo 
majori  sit  in  duplo  majus;  cum  igitur  dyameter  cujuslibä  quadrati  dividat 
ipsum  in  duos  triangulos,  quorum  quüibet  habet  unum  rectum  et  duos  semi- 
reäos,  et  cum  dyameter  sit  latus  oppositum  angulo  recto  istius  trianguli,  et 


*  Offenkundige  Fehler  des  Textes  habe  ich   verbessert  und  die  unrichtige 

Sohieibweise  desselben  in  Klammern  beigefügt.  ^r^T/> 
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Costa  Sit  opposüa  semireäo  qjusdem,  sequUur  dyametrum  in  dM/jgUi  esse  majo- 
rem sua  Costa,  ut  patet  in  figura,  quod  fuU  prohandum. 

In  opposüum  sunt  omnes  geometrae.  In  ista  questiane  ponendae  sunt 
aliquae  descriptiones ,  2^.  aliqme  condusiones ,  3^.  aliqua  cotrölaria,  4*.  ra- 
tionutn  soUUiones,  —  Quantum  ad  primum,  est  prima  descriptio  haec:  Quct- 
dratum  est  figura  superficicdis  plana  rectangula  atque  equüatera;  2^,  descriptio: 
quadrangulus  est  figura  superficialis  plana  redangula,  cujus  tanium  latera 
opposüa  adequantur;  3^.  descriptio:  dyameter  quadrati  est  Unea  recta  divi- 
dens  quadratum  in  duo  equalia  suas  extremitates  angulis  oppositis  appUcaias; 
4^.  descriptio:  commensuraMia  sunt  quihus  est  aliqua  mensura  communis, 
quodlihä  iUorum  equaliter  vel  inequoLüer  reddens,  verbigratia:  sicut  est  Unea 
trium  pedum  et  linea  quinque  pedum,  Unea  enimpedalis  utramque  mensurai, 
ter  enim  sumpta  tripedalem  reddit,  et  quinquies  sumpta  reddU  quintipedcUem. 
5^.  descriptio:  incommensurabilia  sunt,  quibus  non  pötest  inveniri,  nee  est 
aliqua  mensura  communis,  quodUhet  istorum  praecise  reddens,  verbi  gratia: 
sicut  sunt  iüae  quantüates  quae  sie  se  hahent,  quod  si  est  aliqua  quantHas 
aliquotiens  sumpta,  quae  reddat  iäam  praecise,  eadem  quantitas  nunqwan 
iUam  aliam  praecise  reddet,  nee  etiam  potest  inveniri  aliqua,  quae  si  reddat 
unam  aliquotiens  sumptam,  etiam  reddat  aliam  aliquoties  sumptam:  verum 
si  invenitur  aliqua  quantitas,  quas  aliquoties  sumpta  reddat  costam  quadraü 
praecise,  quoties  sumalur  nunquam  reddet  dyametrum  ejusdem  praecise,  sed 
semper  plus  vd  minus,  ut  quüihet  potest  reperire  (r^eriri)  per  circinum  men- 
surans  costam  d  dyamdrum.  6^.  descriptio:  proportio  irrationalis  est  quan- 
titatum  incommensurdbüium  adinincem  häbitudo,  7*.  descriptio:  proportio 
rationalis  est  quantitatum  commensurahüium  adinvicem  häbitudo.  Ex  istis 
sequitur,  scüicd  ef  6^.  et  4\  descriptionibus,  quod  proportio  irrationalis  non 
potest  inveniri  in  numeris  sed  sölum  in  quantUatibus  continuis,  d  ratio  qiiare 
omnes  numeri  sunt  adinvicem  commensuraMes  est,  quia  unitas  est  tnensum 
communis  quendibd  istorum  praecise  reddens;  sequitur  ig^Uur  per  descriptio- 
nem  commensuräbüium  omnes  numeros  esse  commensurabües ,  sed  atique  ^ruaii- 
tvtai;es  contirmae  imo  vcdde  muUae  possunt  esse  incommensurabües ,  d  igUur  in 
Ulis  proportio  irrationalis  reperitur.  2\  sequitur  ex  2^.,  4^,  d  5*.  descriptioni'' 
bus,  quod  proportio  ratiotudis  potest  inveniri  in  numeris  d  in  continuis,  quia 
numeri  sunt  adinvicem  commensurabHes  d  diam  muUae  quantüates  continuae. 
5®.  sequüur  ex  istis  duobus  quod  arismdicus  solum  de  proportione  raHomäi 
habd  considerare,  geomdra  vero  de  rationali  d  irrationali  indifferenter.  ^^  se- 
quüur,  quod  proportio  rationalis  immediale  denominatur  a  numero.  5^.  sequi- 
tur, quod  proportio  irrationalis  non  poted  denominari  immediate  a  numero, 
sed  denominatur  immediate  a  proportione  quae  uUerius  a  numero  appeüaiur, 
d  pro  tanto  (?)  quia  non  poted  a  numero  appdlari^  quia  si  possd  nihHo- 
minus  essd  proportio  rationalis,  verbi  gratia:  sicut  medietas  quadrupiae  quam- 
vis  denomindur  a  proportione,  sicut  a  proportione  quadrupla,  ex  quo  tarnen, 
cum   hoc  poted  denominari  a  numero,   vocatur  proportio  ratumäUs  et  non 
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irraiiofküis ,  appeUattir  mim  mediäas  quadruplae  proportio  äupla,  ecce  orw- 
nuxm  (?)  a  numero  hinario  appeUaiur,  signcmter  igUwr  dixi,  quod  proportio 
irrationälis  non  potest  a  numero  appeUari, 

Quantum  ad  secundum  sü  prima  canclusio:  Dyameter  älicujus  quadraU 
esi  maßcr  casia  ejusdem;  probatur  quia  dyameier  älioi^tM  quadrati  dividU 
quadraium  in  duas  triangtdos,  sioidpaiet  in  figura,  quorum  quHibä  triangtüus 
habet  unum  anguhum  rectum  et  duos  anguhs  semirectos,  et  anguHo  recto  oppo- 
nüur  dyameUr  quadrati  et  semireäo  costa  (Qusdem,  quare  sequitwr  per 
18.  primi  EucUdis  dyametrum  maQorem  esse  sua  costa,  nam  18.  pHmi 
Eudidis,  quod  majori  angulo  äUcujus  trianguli  longius  latus  est  oppositum, 
—  ^'.  condusio  est  ista,  quod  quadrangulus,  ct^  unum  de  longioribus 
IcUertbus  est  dyameter  seu  equate  dyametro  quadrati,  est  equalis  quadrato, 
et  hoc  si  linea  hngior  tangit  angulum  quadrati;  prohatur  sie:  sit  enim 
quadratum  .a.b. cd.  (Fig.  11)  et  sit  quadrangulus  .f.a.d.e.,  tune  prohö  ista 
esse  equaHia:  est  enim  trianguHm  .a.b.d.  equalis  duohus  triangulis  .f.a.x.  ä 

•  c.d.e.  simul  junctis,  et  triangulus  .a.c.d.  est  communis  utrique,  igitur 
quadratum  .a.b. cd.  est  equaU  quadrangulo  .f.a.d.e.,  et  est  condusio; 
tenet  consequentia,  quia  si  equaUbus  equalia  addas,  quae  resuUant  sunt  equa- 
Ua;  antecedens  proho,  scüicet  quod  triangulus  .a.b.d.  sU  equalis  duohus  tri- 
anguUs  .f.a.c  et  «c.d.e.  simul  junäis,  quiadividam  angulum  .c  per  equa- 
Ua  per  Uneam  .cg.  quod  potest  fieri  per  9"^  primi  Eudidis,  et  erunt  duo 
trianguli  .a.cg.  et  .cg.d.  equales,  quia  duo  latera  unius  et  duo  anguli 
umus  erunt  equales  duohus  lateribus  alterius  et  duoht^  angtüis  alterius,  sicut 
potest  elid  ex  d^finitione  quadrati  pritis  posita,  igitur  rdiquum  latus  rdiguo 
Uäeri  et  religuitö  angulus  rdiquo  angulo,  et  totus  triangulus  toti  triangulo 
erit  equalis.  Ista  consequentia  tenet  per  4'^  primi  Eudidis;  tunc  arguHur 
sie:  .a.cg.  trianguhts  est  equalis  triangulo  .f.a.c.  per  descriptionem  qua- 
dranguli  vd  quadrati,  et  simüiter  triangulus  .cg.d.  erit  equalis  triangulo 
.c.d.e.,  igitur  totus  triangulus  .a.c.d.  est  equalis  duohus  triangulis  .f.a.c 
et  .c.d.e.  sinmljimdis,  quare  et  triangidus  .a.b.d.,  qui  est  equalis  triangulo 

•  a.c.d.,  erit  equalis  iUis  duohus  simul  junäis,  quod  fuU  prohandum.  Ista 
ultima  consequentia  tend,  guia  quaecwnque  sunt  uni  et  eidem  equalia,  inter  se 
sunt  equalia,  quare  sequitur  condusio,  quod  quadrangulus  cujus  unum  de  Ion- 
gioribus  lateribus  est  dyamder  seu  equale  dyametro  et  unum  de  breviorihus  est 
equale  semidyamdro  ^usdem,  est  equölis  quadrato,  et  talis  est  quadrangulus,  cujus 
longius  latus  est  dyamder  quadrati  d  reliquum  longius  tangit  angulum  quadrati, 
igitur  de.  —  3^.  condusio:  dyamder  quadrati  d  coda  ejusdem  sunt  quantitates 
incommensuräbHes,  Ad  prohandum  idam  condusionem  suppono  primo,  quod 
quadratum  dyamdri  dupUim  est  ad  quadratum  costae.  Ista  patd  expenultima 
primi  Eudidis,  vnhüominus  poted  demondrari  sie:  quia  quadratum  dyamdri 
quadruplum  ed  ad  medietatem  quadrati  codae,  igitur  ed  duplum  ad  totum 
quadratum  costae;  tend  consequentia,  quia  quicquid  ed  quadruplem  dimidii, 
ütud  ed  duplum  totius,  cufus  quidem  totius  iUud  dimidium  ed  dimidium; 
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antecedens  polest  häberi  ex  probatione  conckmonis  praecedentis  et  ex  alio,  qwa 
guadrangidus  .f.a.d.e.  in  figura  praescripta  est  equalis  quadrato  .a.b. cd. 
per  condusionem  immediaie  praecedentem ,  qui  quidem  qtiadrangulus  dupkts 
est  ad  qttadratum  costae  seil.  . e . g .  c . d . ,  igitur  similiter  quadratum . a. b . c. d . 
duplmn  erü  ad  idem,  tenet  consequentia:  nam  du<te  quantüates  equaks  ad 
tertiam  comparatae  eandem  habent  differentiam  vd  proportionem.  2**.  suppom 
quod  omnes  nwmeri  sunt  commensurabües  ä  quod  omnia  commensuräbtäa 
possumt  in  mimeris  assignari;  ista  patd  per  descriptionem  cotnmensurabmum 
prius  posüam.  3^.  suppono,  quod  qiuüis  est  proportio  lateris  quadrati  unm 
ad  latus  quadrati  aUerius  talis  est  proportio  quadrati  ad  quadratum  dupiieaia; 
ista  est  2**.  pars  18,  seäi  Euclidis.  4"".  sitppono,  quod  nuUus  numerus  ^a- 
dratus  dupVus  est  ad  atium;  ista  patet  ex  commento  ^''  decimi  Eudidis.  Istis 
supposUis  arguitur  sie:  si  dyameter  d  costa  quadrati  ejusdem  essent  commefh 
stiräbHes  (commensuräbiUa) ,  tunc  in  numeris  possent  assignari  per  secundam 
supposvtionem.  Sit  igitur  verbigratia  dyamder  quadrati  sicut  duo  d  costa 
ejusdem  sicut  umim^  tunc  sequUur  per  5^*"  suppositionem  quod  proportio 
quadrati  dyametri  ad  quadraium  costae  erit  quadrupta,  quod  est  contra  pri- 
Tnam  suppositionem,  quia  debd  esse  praecise  dupla:  tend  consequentia,  quia 
dupla  duplicata  resuUabit  quadrupta,  Si  ergo  inter  dyamdrum  d  costam  eä 
proportio  dupla,  d  cum  proportio  quadratorum  sit  proportio  eorum  duplical^i, 
sequvtu/r  proportionem  quadratorum  esse  quadruplam;  diam  cum  nuüus  nume- 
rus quadratus  sU  duphis  ad  alium,  sicut  dicit  4".  supposUio,  sequüur  qua- 
driUum  dyamdri  non  esse  duplum  quadrato  costae,  quod  est  contra  primam, 
2^,  addo  quintam  suppositionem,  et  ed  ista:  duplum  numeri  paris  ed  par; 
sextam:  duplum  numeri  imparis  est  diam  par;  septimam:  quadratum  na- 
meri  paris  est  par,  d  qiMdratum  numeri  imparis  est  impar.  Tunc  arguo  sie: 
si  dyameter  d  coda  ejusdem  essent  adinvicem  commensurabües  vd  compara- 
bües,  tunc  possent  in  numeris  assignari  per  2^'^  suppositionem,  vd  igitvf 
ambo  in  numero  pari,  vd  ambo  in  numero  impari,  vd  unum  in  numero 
pari  d  rdiquum  in  numero  impari.  Non  primum,  quia  cum  unus  numerus 
quadratus  non  sit  duplum  ad  älium  per  quartam  suppositionem,  sequüur  qua- 
dratum dyametri  non  esse  duplum  quadrato  codae,  quod  ed  contra  primam 
suppositionem,  Si  autem  ambo  assignantur  in  numero  impari,  sequUur  per 
5^^  suppositionem  quadratum  tam  dyamdri  quam  costae  esse  sicut  nutMrum 
imparem,  d  cum  unus  numerus  impar  non  sit  dupHus  ad  alium  per  6" 
suppositionem,  sequUur  Herum  quadratum  dyametri  non  esse  duplum  quadräa 
codae,  quod  ed  contra  primam  suppositionem.  Si  autem  ddur  tertium,  quod 
unum  signdur  in  numero  pari,  reliqu4*m  in  numero  impari,  vd  igitur  difo- 
mder  assignäbitur  in  numero  pari  et  costa  in  impari  vel  econtrario;  si  i^f*- 
mum,  tunc  per  prinuxm  suppos.,  cum  quadratum  dyamdri  sit  duplum  qua- 
drato codae,  sequUur  unum  numerum  quadratum  esse  duplum  ad  dtutm» 
quod  ed  contra  4""^  suppos.;  si  autem  dyameter  signdur  in  numero  impafi 
et   costa   in   numero  pari,    igitur    quadratum  dyamdri   erü  sicut  numerus 
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impar  et  quadraJtum  castae  siout  numerus  parper?*'^  suppos,,  et  cum  nuüuä 
numerus  impar  sit  duplus  ad  numerum  parem  per  5^'^  suppos,,  sequUur 
quadratum  dyamäri  non  esse  duplum  ad  quadratum  costae  guod  est  contra 
primam  suppos.  —  4",  conclusio:  proporiio  dyametri  quadrati  ad  costam 
ejusdem  esi  proporiio  irrationalis ;  probalur  sie:  quia  proportio  quadrati  dya 
metri  ad  quadratum  costae  (proportionem  quadrati  costae)  est  proportio  dupla 
per  primam  suppos. ,  igitur  proportio  dyametri  quae  est  costa  majoris  quadrati 
ad  costam  minoris  quadrati  est  medietas  duplae  proportionis ;  ista  consequentia 
tenet  per  3^^  suppos.  prius  positam:  nam  qualis  est  proportio  laterum  talis 
est  proportio  quadratorum  duplicata;  sed  modo  ita  est^  quod  dyameter  majoris 
quadrati  et  costa  minoris  habent  se  sicut  dyameter  et  costa  ejusdem  quadrati^ 
sicut  potest  patere  in  figura  praescripta;  igitur  dyametri  quadrati  ad  costam 
ejusdem  esi  proportio  quae  vocatur  medietas  duplae  proportionis^  et  ista  est 
irrationalis  ex  uno  corollario  posito  post  suppositiones ;  igitur  etc.  —  Quantum 
ad  tertiam:  ex  primis  duabus  conclusionibus  sequitur^  quod  non  oportet  esse 
eandem  proportionem  superficierum  et  laterum  superficies  illas  ambientium^  quia 
quadratum  .a.b. cd.  est  equale  quadrangulo  .f.a.c.d.  per  secundam  conclu- 
sionem^  et  iamen  eorum  latera  non  adequantur^  quia  alias  dyameter  quadraU 
esset  equalis  costae  ejusdem,  quod  est  contra  primam  conclusionem :  ista  con- 
sequentia tenet f  quia  dyjameter  quadrati  est  unum  de  longioribus  lateribus  qua- 
dranguliy  sicut  palet  in  figura ;  quare  Sequilar  quod  lineae  inequales  superficies 
equales  ambire  possunL  —  ^^,  pono,  quod  aliqua  superficies  finita ,  seil,  qua- 
tuor  pedum,  potest  ambiri  lineis  quantumcunque  longis;  sit  ista  superficies 
.a.b. cd.  cujus  quaelibet  costa  sit  ul  duo^  isla  est  qualuor  pedum:  patet  quia 
bis  duo  sunt  qualuor;  dividam  islam  superficiem  in  duas  medietates  et  appo- 
nam  tmam  alteri  in  longum,  tunc  adhuc  isla  superficies  est  quatuor  pedum^ 
quia  longiiudo  est  ul  quatuor,  lalitudo  ut  unum,  ducatur  longitudo  in  latitudi- 
nem  dicendo  semel  quatuor  sunt  quatuor,  et  haec  est  quantitas  super ftciei; 
posiea  dividalur  illud  compositum  in  duas  medietates  ut  prius,  et  apponatur 
una  alteri  in  longum^  tunc  longiiudo  erit  8  pedum  ^  lalitudo  dimidU  pedis ,  du- 
catur Herum  longiiudo  in  latiludinem  dicendo  semis  8  et  resullant  qualuor  ut 
prius,  et  sie  in  infinitum  semper  equalis  superficies  lineis  longioribus  quam 
prius  ambitur.  -  Ex  quo  3^.  sequilur,  quod  non  est  dare  maximam  lineam 
nee  maximas  lineas  quibus  aliqua  superficies  potest  ambiri,  quia  quibuscunque 
dniis  adhuc  majoribus  ambiri  polest^  etiam  sine  raref actione,  —  4^.  dico,  quod 
minima  linea  qua  ediqua  superficies  ambiri  polest  est  circularis,  quia  isla  inter 
omnes  alias  est  capacissima.  —  5®.  dico ,  quod  omnium  superficierum  equalium, 
quanto  aliqua  pluribus  lateribus  equalibus  continetur,  tanto  illa  simul  juncta 
9unt  minora,  quia  tanto  magis  accedit  ad  figuram  circularem:  ista  in  libello 
gui  vocatur  de  triangulo  est  demonstrala.  —  6^.  dico,  quod  duo  corpora  equalia 
Ane  rarefaclione  et  condensalione  locis  inequalibus  possunt  contineri :  patet ,  si 
wium  fieret  quadratum*  et  aliud  sphaericum^   cum  locus  figuretur  ad  figuram 

*  Soll  wohl  hiermit  verstanden  sein:  cubicum.  ^  j 
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localis  sequiiur  quod  corpus  sphaericum  minorem  occupei  locum  quam  quadra- 
tum.  —  7^  dico^  quod  corpus  finitum,  puta  quatuor  pedum,  spaiium  infinüum 
polest  occupare  sine  rarefactione ;  paiet  sie:   dividatur  corpus  quatuor  pedum 
in  prima  parte  proportionali  horae  in  duas  medietates  ei  jungaiur  una  alteri 
in  longum,  postea  in  2^  parte  proportionali  dividatur  illud  compositum  in  duas 
medietates  et  similiter  junganiur  ut  prius  dictum  est,  et  sie  secundum  singuias 
partes  proportionales  illius  horae  ^  tunc  in  fine  horae  erit  infinitum  in  longitu- 
dine,  quia  infinilae  sunt  partes  horae  et  tamen  non  est  nisi  quatuor  pedum, -^ 
8^.  videtury   quod  possibile  sit   corpora   infinita,   quorum  quodlibet  est  certae 
quantitatis  datae,  si  essent  infinitum  locum  occupanlia,   sie  conjungi  sine  cm- 
densatione  quod  fierent  unum  corpus  finitum  occupans  spatium  finitum,   quae 
quidem  corpora  aliquo  modo  possunt  conjungi,  quod  conslituerent  corpus  infini- 
tum occupans  spatium  infinitum,  probatur:  sint  talia  infinita,  ut poma  vel  quae- 
cunque  alia  tale   spatium   infinitum  complentia:  sumal  aliquis  in  prima  parte 
proportionali  alicujus  horae  unum  illorum  et  sit  rotundum  quod  sit  .a.,  sumaiqtu 
aliud  de  Ulis  et  comprimat  in  latum  taliter  quod  circumflectat  supra  primum^ 
et  Sit  ista  superficies  circumfiexa  certae  spissitudinis  quae  sit  .h.,  tunc  in  2' 
parte  proportionali  isUus  horae  iterum  sumat  aliud  circumflectendo  toti  .a.b. 
quod  (quae)  sit  .c. ;   sumat  iterum  aliud  circumflectendo  illud  to^t  .a.b.c,  ^ 
Sit  illud  .  d . ,  et  continuet  idem  per  singuias  partes  proportionales  istius  horae^ 
tunc  in  fine  horae  conjunxit  sie  corpora  infinita  quorum  quodlibet  est  certae 
quantitatis  et  tamen  probo,  quod  hoc  totum  aggregatum  in  fine  horae  est  fini- 
tum, quia  ex  quo*  superficies  2*  circumflectitur  uni  majori  quam  prima^  oportet 
quod  Sit  magis  tenuis  quam  fuit  superficies  primo  circumfiexa,  et  eadem  ratione 
superficies  tertio  circumfiexa   minus  spissa  quam  secundo  circumfiexa,   et  sie 
täterius,   quare  videtur  quod  in   eadem  proportione  in  qua  superficies  primo 
circumfiexa  se  habet  ad  super ficiem  secundo  circumflexam  in  spissitudine ,  quod 
in  eadem  proportione  etiam  se  habet  superficies  2^  circumfiexa  ad  superficies 
tertio  circumflexam,  et  sie  3^  ad  quartam,  et  quarta  ad  quintam  et  sie  de  aläs; 
et  sie   videtur   quod  spissitudines  omnium  istarum  superficierum  se  habeant  in 
proportione  continua ,  et  cum  prima  inter  illas  sit  certae  spissitudinis  et  finitae 
et  excedat  2*"^  in  certa  proportione,   sequitur  quod  istae  superficies  infinilae, 
sie  se  habentes  adinvicem  in  spissitudine,   non  conslituant  spissitudinem  infini 
tam,   sicut  nee  partes  proportionales   alicujus   continui  constituunt  continuum 
infinitum;    quare  sequitur  quod  hoc  corpus  in  fine  horae  est  finite  spissum  ei 
cum  Sit  sphaericum,  ejus  dyameter  erit  finita,  et  per  consequens  ipsum,  quam- 
vis  ex  infinitis  corporibus  equalibus  sit  compositum,  et  hoc  fuit  primo  proban- 
dum,  —  Deinde  probatur,  quod  taliter  possunt  eadem  corpora  applicari  quae 
(quod)  constituant  corpus  infinitum,  quia  si  in  prima  parle  proportionali  horae 
fuisset  circumflexum  unum,  in  2^  duo,  in  3**  tres  et  sie  in  infinitum,  isto  modo 
quod  superficies   circumfiexa  in  2^  parte  proportionali  horae  fuisset  tanlae 
spissitudinis,  sicut  superficies  circumfiexa  in  prima,  et  superficies  circumfiexa 

*    quo  steht  an  Stelle  toq  eo  quod.  ^^  , 
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in  3*  ianiae  spissitudinis  sicut  circumflexa  in  9^  et  sie  ultra,  tunc  hoc  in  fine 
horae  esset  infinilum,  et  (amen  certum  est^  quod  tunc  non  plura  fuissent  cir- 
cumflexa quam  prius,  cum  una  muUitudo  infinita  non  Sit  major  alia.  —  Nono 
dico,  quod  non  est  dare  maximam  super ficiem  vel  locum  quem  corpus  aiiquod 
potest  replere.  —  Decimo  dico ,  quod  est  dare  minimam  super  ficiem  vel  locum, 
quem  aiiquod  corpus  potest  implere,  videlicet  .sphaericuSy  et  hoc  semper  intel- 
Hgendo  sine  rarefaciione  vel  condensaUone, 

Circa  teriiam  et  quartam  conclusionem  pono  proposüiones  sequentes  ex 
ipsis:  prima  est,  quod  equa  multiplicia  dyametri  et  costae  sunt  ineommensura- 
biiia,  verbi  gratia  duplum  dyametri  est  incommensurabile  duplo  costae;  patet, 
guia  si  duplum  dyametri  esset  commensurahile  duplo  costae,  sequeretur  quod 
eOam  duplum  dyametri  esset  commensurahile  costae;  ienet  consequentia,  quia 
guaecunque  sunt  commensurabilia  quicqind  est  commensurahile  uni  et  re- 
liquo;  cum  igitur  duplum  costae  et  Costa  sunt  commensurabilia,  sequiiur,  si 
duplum  dyametri  esset  commensurahile  duplo  costae,  etiam  duplum  dyametri 
esset  commensurahile  costae,  et  cum  duplum  dyametri  etiam  sit  commensurahile 
dyametro,  sequitur  dyametrum  esse  commensurahilem  costae,  quod  est  contra 
3*^  conclusionem,  iqitur  etc.  Item  dico  secundo,  quod  si  sint  duo  drculi  .a. 
et  ,h,  intersecantes  se  in  puncto  »d«,  et  haheat  se  circumferenUa  unius  ad  cir- 
eumferenüam  alterius  sicut  dyameter  quadrati  et  costa  ejusdem ,  et  essent  Jam 
duo  mohilia  .e.  et  .f.  conjuncta  in  puncto  intersectionis  A,  et  moveatur  .e. 
super  circumferenHam  .a.,  et  ,i,  super  ,\>,,  et  equaliter  moveantur;  dico  quod 
si  isla  in  etemum  moverentur,  nunquam  amplius  in  puncto  .d.  conjungerentur, 
quamvis  hene  in  alio;  prohatur,  quia,  da  quod  aliquando  in  A,  puncto  conjun- 
gantur,  sit  verbi  gratia  post  mille  annos,  et  cum  non  possint  conjungi  in  eodem 
puncto,  nisi  quodlibet  fecerit  aliquot  revolutiones  completas,  sequitur  quod  si 
post  mille  annos  conjungunlur,  aliquot  circumferentiae  drculi  minoris  sint  equales 
aliquot  circumferentiis  drculi  majoris,  et  sie  drcumferentia  unius  drculi  erit 
commensurahilis  circumferentiae  alterius  drculi,  quod  est  contra  suppositionem, 
quia  hahenl  se  sicut  dyameter  et  costa  ejusdem  quadrati.  Isla  ultima  conse- 
quentia patet,  quia  quorum  multiplicia  sunt  commensurabilia  (equalia),  ipsa 
sunt  commensurabilia,  Sed  isla  consequentia,  videlicet,  si  post  mille  annos 
conjunguntur,  quod  aliquot  etc.  prohatur  sie:  quia  ex  quo  in  prindpio  fuerunt 
in  isto  puncto  et  continue  equaliter  movehantur  et  nunc  iterum  sunt  in  eodem, 
sequiiur  quod  equalia  spacia  linealia  pertransiverunt,  et  non  pertransierint  nisi 
istas  drcumferentias ,  igitur  drcumferenUae  unius  drculi  in  aliquo  numero 
simul  junctae  erunt  equales  circumferentiis  alterius  drculi  in  aliquo  numero 
simul  junctis ,  quod  fuit  prohandum,  —  3^,  dico,  quod  qualitercunque  moveantur 
.a.  et  .b.  sive  equaliter  sive  inequaliter,  dum  tamen  in  temporihus  equalibus 
descriherent  angulos  incommensurabiles  drca  eorum  eentra,  nunquam  in  eter- 
num  se  invenirent  in  isto  puncto,  si  jam  essent  in  ipso,  nee  unquam  fuerunt 
t>t  ipso,  si  ab  eterno  fuissent  mota  isto  modo:  palet  ex  praedicto,  —  4^,  dico, 
supposito  quod  motus  solis  respeciu  sui  centri  et  moius  lunae  respectu  sui  sint 
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incommensttrabiles ,  sicut  est  verisimile,  vel  ad  minus  ejus  opposüum  nmivm 
est  demonsiratum ,  sie  quod  cenirum  solis  et  centrum  lunae  cum  eisdem  tem- 
poribus  describerent  angulos  mcommensurabites  circa  cenirum  terrae,  dico^  si 
sol  et  luna  nunc  sunt  conjuncU  conjunctione  rectissima  vel  opposiü  oppositione 
rectissima,  si  tAundus  fuissei  ab  etemo,  nunquam  ita  punclaliter  fuerunl  cm 
juncti  vel  opposiü,  et  si  durarei  in  etemum,  nunquam  ita  punctaliier  conjm- 
gerentur  vel  opponerentur ;  paiei  sicut  secundum.  Ex  quo  eliam  sequüur,  quod 
per  totum  iempus  etemum ,  si  sol  et  luna  sie  hodie  fuissent  conjuncti  conjunc- 
tione talif  consirnüis  eclipsis  nunquam  fiel,  si  etiam  mundus  durarei  in  ekr- 
num.  Ex  quo  ulterius  seqttitur,  quod  possibile  est,  aliquam  pariem  orbis  nunc 
esse  obumbraiamj  quae  nunquam  alias  fuii  obumbrata,  nee  erii  unquam,  sup- 
posita  etiam  etemitate  mundi.  Ex  quo  ulterius  sequitur^  quod  aliqua  res  sin 
aliquod  lumen  (?)  polest  gener ari,  quod  durabit  in  etemum,  ei  aliquod  corrumpi 
quod  fuii  ab  eterno,  ÜUerius  sequiiur,  supposiio  quod  iempus  in  quo  sol  facü 
unam  revoluiionem  annalem  sit  incommensurabile  diei,  sicut  est  verisimile  et 
etiam  ignolum  est  an  ita  sit,  tunc  impossibiie  est,  verum  kalendarium  invenire, 
Ulterius  sequiiur,  supposiio  quod  iempus  in  quo  sol  facii  unam  revoluiionem 
et  iempus  quo  luna  facii  unam  sini  incommensurabiUa,  ei  posilo  cum  hoc, 
quod  omnes  revoluiiones  solis  sini  equales  ei  similiier  lunae,  dico  quod  si  luna 
oriaiur  punctaliier  in  äliquo  inslanii  alicujus  korae ,  ut  forte  in  insianti  media 
horae  iertiae  aücujus  diei,  si  mundus  durarei  in  etemum,  nunquam  in  insianti 
consimili  consimilis  horae  oriretur;  declaraiio  isiorum  paiei  ex  declaratiene 
secundi  corrollarii  illaii  ex  conclusione  3^  ei  4^.  Ex  quibus  sequiiur  quod 
judicia  astrologorum  sunt  aliquando  valde  incerta,  —  Jiem  ex  tertia  ei  quarta 
conclusione  sequiiur,  quod  impossibiie  est,  coniinuum  esse  compositum  ex  indtvi- 
sibilibus  finitis,  quia  si  dyameier  ei  costa  ex  indivisibilibus  finilis  essent  compo- 
sitae,  jam  dyameier  esset  commensurabilis  coslae,  quod  est  contra  3"^  con- 
clusionem,  et  etiam  dyameiri  ad  cosiam  esset  proportio  rationalis:  contra  4*^ 
conclusionem ;  probaiur  consequenlia ,  quid  si  essent  composilae  ex  indivisibilibus 
finitis  jam  proportio  unius  ad  reliquum  esset  sicut  proportio  numeri  ad  nume- 
rum,  et  sie  esset  proportio  rationalis,  cum  omnes  numeri  habeant  se  ad  invicem 
in  proportione  raiionali  et  omnis  numerus  omni  numero  est  commensurabilis  per 
diffinitionem  commensurabilium  prius  positam*  —  liem  ex  3*  ei  4^  conclusione 
potesi  inferri  quod  quaelibet  quanlitas  potest  dividi  in  partes  non  communican- 
tes  vel  incommensurabiles ;  paiei,  quia  quodlibet  quantum  potest  dividi  in  duas 
partes  ad  quarum  quamlibei  se  habet  iotum  sicut  dyameier  ad  cosiam  ejusdem 
qiiadrali,  et  quaelibet  Herum  illarum  partium  in  duas  alias,  ad  quarum  quam- 
libei Herum  se  habet  dimidium  sicut  dyameier  ad  cosiam  et  sie  in  infinitum.  -- 
üllerius  infero :  si  aliqua  linea  esset  divisa  in  duas  (duo)  quarum  (quorum)  una 
(unum)  haberet  se  ad  aliam  (aliud)  in  proportione  irrationali  ei  Herum  quaelibel 
ulterius  divideretur  in  duas  habentes  (duo  habentia)  se  in  eadem  proportione,  et 
si  ad  ymaginationem  isia  linea  esset  sie  divisa  secundum  omnia  isla  puncto  super 
quae  potest  fieri  divisio  ialis  isfo  modo^   dico  quod  adhuc  remanebunt  infinita 
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punda,  super  quae  non  fuii  facta  divisio^  quia  supernuUum  punctum  dividens 
istud  in  duo  commensurabilia  adhuc  fuH  facta  divistOy  quia  solum  ex  casu 
super  punctum  dividens  dividendum  in  duo  incommensurabilia.  —  ülierius  dico, 
si  .a.  et  .b.  essent  duo  suhjecta,  ei  esset  .a.  sicut  dyameter  et  .h,  sicut  cosla, 
et  sint  uniformiter  calida  per  grcuius,  ila  quod  gradus  quo  .a.  est  calidum 
respeetu  gradus  quo  .b.  est  calidum  sit  sicut  dyameter  respectu  costae,  dico 
quod  caüditas  .a.  est  dupla  ad  caliditatem  .b.;  probatur,  quia  istae  caliditates 
sunt  ymaginandae  sicut  duae  superficies  quadruplae  similes,  quarum  latera 
sunt  extensiones  subjectorum,  igiiur  proportio  caliditatum  est  sicul  proporiio 
subjectorum  duplicata^  ut  paiuerit  ex  una  suppositione  posita  ad  probandum 
conclusionem  5<""  et  4""». 

Istis  visis  respondeo   ad  rationes.     Ad  primam  dico,   quod  .c.  (a)  non 
movetur  in  duplo  velocius  .b.,   quia  sicut  arguebatur  .c.  (a)   describit  solam 
lineam   dyametralem   et  non  cosiam,   sicut  patet  in  declaratione  raHonis,     Sed 
diceres  contra  .c.  (a)   movetur  ianla  velocüate  ad  motum  lineae  descendentis 
sicut  .b.,  et  cum  hoc  quidem  est  ex  ejus  motu  proprio,  super  lineam  sie  des- 
cendentem  describit  adhuc  unam  cosiam;  probatio:  quia  si  .c.  (a)  conjacuisset 
(conjevisset?)  super  linea  descendente  et  solum  ad  motum  istius  lineae  sie  des- 
cendentis fuisset  motum,  tantum  spacium  sicut  .b.  praecise  transivisset,  ettunc 
in  ftne  per  unam  cosiam  .c.  (a)  descendisset ,  igitur  cum  nunc  sit  prope  .b. 
eiiam  ex  motu  proprio  juvil  (?)  se  ad  pertranseundum  islam  cosiam.    Pro  solu- 
Hone  islius  pono  propositiones :  prima,  si  aliquid  movealur  motu  proprio  aliqua 
velocüate,   et  cum  hoc  moveatur  motu  alicujus  alterius  tanta  velocitate,   si  est 
motus  localis  ad  eandem  partem,  täte  mobile  movetur  in  duplo  velocius,  quam 
si  unico  istorum  motuum  praecise  moveretur:  sicut  si  unus  curreret  in  magna 
navi  tanta  velocitate  sicut  navis  moveretur  versus  eandem  directionem  (?)  posi- 
tionis.  —  2^.  propositio:  si  motus  Uli  sunt  in  oppositas  partes  et  sint  equates, 
iliud  nunquam  mutabil  locum  suum  nee  movetur,  sicut  si  unus  moveretur  tanla 
velocitate  in  navi  versus  oriens,  quanta  navis  versus  occidens,  semper  haberet 
eundem  punctum   celi  in  cenith  (sie)  capitis  sui,   supposito  quod  celum  quies- 
ceret.    —  3',  propositio :  si  unus  istorum  motuum  esset  versus  aliquam  partem 
ei  alter  ad  partem  diver sam,  non  tarnen  ad  contrariam,  sed  ad  latus,  tunc  hoc 
gvod  movebilur  ad  latus  Ulis   duobus  motibus  minus  quam  in  duplo  velocius 
moveretur,  quam  si  moveretur  uno  istorum  motuum ,  et  sie  fuit  in  ratione  pro- 
posita.     Ex  istis  patet  solutio  rationis  in  forma,  quia  si  ,o.  (a)  descendendo  ad 
motum   descensus  Ulius  fuisset  motum  tanta  velocitate  motu  proprio,    quanta 
linea  descendebat,  et  cum  hoc  per  eandem  lineam,  tunc  fuisset  in  duplo  velo- 
cius motum:   sed  ex  quo  movebatur  ad  latus  motu  proprio  et  motu  descensus 
lineae  simul  versus  tarnen  eandem  directionem  (?)  positionis ,  quia  deorsum,  non 
apparet  ipsum  in   duplo  velocius  fuisse  motum,   quam  si  solum  uno  istorum 
motuum  fuisset  motum,  nee  per  consequens  in  duplo  velocius  .b.  —  Ad  2^^, 
dico,  quod,  quamvis  latus  oppositum  angulo  majori  sit  majus,  falsum  est  tamen 
quod   latus   oppositum    angulo   majori  in  duplo  sit  majus,  —  Ad  5"'".  polest 
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dici,  quod  iste  modus  arguendi  a  eommutaia  proporHonalUate  non  ienet  in  tUis 
quae  sunt  diversarum  specierum ,  modo  cum  quadraium  et  linea  non  sint  eju$- 
dem  speciei  ratio  ierUa  modicum  probavit,  —  Explicü  haec  quesUo. 

Dyameler  quadroH  ad  ejus  eostam  est  proporiio  medietatis  duplae^  pro 
batur  sie :  Et  supponitur  primo ,  ut  dicitur  et  probatur  quinto  elementorum  EucH 
dis,  quod  omnes  proportiones  sunt  equales  quarum  denominationes  sunt  eqvaies. 
2^,  supponitur^  si  sunt  tres  termini,  etprimus  est  major  2^^  et  secundus  major 
tertiOt  proportio  primi  ad  3*^  componitur  ex  proportione  primi  ad  2^  et  secunä 
ad  3^^.  3^.  supponitur:  quando  aliquid  componitur  ex  duobus  equalibus,  iUuä 
compositum  est  duplum  ad  utrumque  illorum.  Tunc  fundetur  quadratum  mima 
super  dyametrum  quadrati  majoris,  ut  apparet  infigura  (Fig.  12),  et  tunc  proce 
datur  sie:  nam  quae  est  proportio  .a.b.  ad  .b.c.,  eadem  est  .b.c.  ad  .b.d.,  qm 
utraque  est  sicut  dyametri  ad  suam  eostam,  ergo  sunt  equales  per primam suppo- 
sitionem.  Item  hie  sunt  tres  termini  seil,  .a.b.,  .b.c.,  .b.d.  etprimus  est  major 
2^  et  secundus  major  tertio,  visu  indice;  ergo  proportio  primi  ad  tertium  com- 
ponitur ex  proportionibus  primi  ad  secundum  et  secundi  ad  tertium ,  per  iS*" 
suppositionem ,  et  componitur  ex  duobus  equalibus,  ergo  ad  utrumque  illontm 
est  duplum  per  3^"*  suppositionem;  sed  primi  ad  tertium  est  proportio  dupla, 
quia  iotius  ad  suam  medieiatem ,  ergo  proportio  primi  ad  secundum  est  ei  dicUwr 
medietas  duplae,  quae  est  .a.b.  ad  .b.c.  seil,  dyametri  ad  eostam. 


Datis  duabus  lineis  inequalibus,  inter  eas  duas  medias  proportionales 
invenire. 

Istud  theorema  fuit  antiquUus  sie  introductum:  quidam  rex  juvems  ludo 
lalario  deditus  jussit  sibi  edificari  capellam  et  in  ea  altare  cuhicum  constnä; 
quo  facto  considerans  altare  respectu  capellae  nimis  partum,  jussit  altare  du- 
plicari,  et  cum  artifices  latomi  (latonii)  artem  duplicandi  cubum  non  haberent, 
ad  Jussum  regis  congregati  fuerunt  geometrae,  cumque  multo  tempore  studms- 
sent  super  duplicationem  cubi,  dixit  tandem  unus  eorum ,  hoc  nullo  modo  posse 
fieri,  nisi  primo  inter  duas  lineas  datas  quarum  una  ad  aliam  dupla  sit,  in- 
ventae  fuerint  duae  aliae  mediae  proportionales,  eo  quod  cubus  lineae  dupiat 
ad  eubum  lineae  dimidiae  seu  subduplae  octuplus  esse  probatur.  Et  cum  inter 
unum  et  ejus  octuplum  sint  duae  proportiones  vel  media  proportionaUa ,  scü, 
2  et  4f  quorum  primum  duplum  est  simplidter  (?) ,  et  tales  ideo  lineas  eandem 
proportionem  habentes  quaerere  necesse  est:  et  hoc  problema  inier  eos  eubi 
duplicatio  (duplus)  vocabatur,  —  Ad  praedictum  autem  theorema  concludendvm 
tali  modo  venire  nitebantur:  sint  .a.b.  et  .b.c.  (Fig.  13)  duae  lineae  rectue 
inequales  ad  libitum  datae,  ad  angulum  rectum  extremitatibus  eorum  junctis, 
et  utraque  eorum  quantumlibet  in  continuum  et  directum  pertractis ,  etsintillae 
.a.b.d.  et  .c.b.e.  (d)  quatuor  angulos  rectos  super  .b.  statuentes;  deinde  dms 
triangulos  orthogonos  constitue,  seil,  .c.d.e.  et  sit  angulus  .d.  rechts,  et  .d.e.a. 
triangulus  angulo  recto  .e.,    qui  qualiter  habeant  figurari  et  stabüiri  inferiui 
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docebo;  palam  itaque  est,  quod  cum  ab  angtdo  recto  .d.  perpendicülaris  super 
basim  insisial  in  iriangulo  .c.d.e.,  per  6^^  sexii  Euclidis  .b.d.  erii  media  pro- 
portionalis  inter  duas  poriiones  basis,  quae  sunt  .c.b.  et  b.e.  Similiter  et  per 
eandem  in  iriangulo  .d.e.a.  .b.e.  erit  media  proporiionalis  inter  .b.d.  et 
.a.b.;  est  ergo  u/ .c.b.  ad  .b.d.  sie  .b.d.  ad  .b.e.  quod  erat  demonstrandum. 
Sed  quia  per  isium  modum  difficile  imo  forte  impossibile  est,  tales  duas  lineas 
invenire  in  omnibus  nisi  tanium  in  rationalibus  ^  non  tarnen  in  omnibus  ratio- 
nalibus,  in  irrationalibus  autem  non(?),  ideo  poniiur  alius  modus  generalis  et 
communis  tarn  in  rationalibus  quam  irrationalibus  qui  talis  est:  sint  .a.b.  et 
.b.g.  (Fig«  14)  duae  lineae  rectae  dalae  inequales  ad  angulum  rectum  Jacentes 
super  .b.  Perfecto  autem  parallelogrammo  .b.d.a.g.,  dyameter  protrahatur 
per  medium  secta  in  .e.,  educanturque  latera  .d.g.  et  .d.a.  in  directum  usque 
in  .%.  et  .b.,  appositaque  regula  super  punctum  .b.  contingente,  totiensque  mo- 
veatur  ipsa  regula^  quod  resecet  .d.h.z.  tali  nempe  pacta ^  quod  et  ipsa  .b. 
contingente  .e.h.  et.e.z^sint  equales,  de  quo  circinus  praebeat  fiduciam ;  duc- 
que  perpetidicularem  super  .d.g.  quam  ipsa  dividet  per  medium  per  30,  primi 
addiia  10.  ejusdem.  Quia  igitur  .d.g.  per  duo  equalia  divisa  est  in  .c.  et  ei 
in  longum  additur  .gz.,  palam  est  quod  illud,  quod  fit  ex  ,d,z.  in  ,g.z.  cum 
quadrato  .g.c,  equum  est  quadrato  lineae  .c.z.  per  6^"*  2^  Euclidis.  Igitur 
eodem  quadrato  quadrato  lineae  .e.c.  addito  utrobique,  erit  quod  fit  ex  .d.z. 
in  .g.z.  cum  quadratis  linearum  .g.o.  e/  .e.c,  et  inde  quadrato  lineae  .e.g. 
per  penultimam  primi  Euclidis ^  equale  quadratis  linearum  .c.z.  et  .o.e.,  hoc 
est  quadrato  .z.e.  per  eandem;  quod  ergo  fit  ex  .d.z.  in  .g.z.  cum  quadrato 
lineae  .e.g.  equum  est  quadrato  lineae  .e.z.  Similiter  demonstrabitur^  quod  idem 
quod  fit  ex  .d.h.  in  .ä.h.  cum  quadrato  .e.a.  est  equale  quadrato  lineae  .e.h., 
inieliecta  perpendiculari  ab  .e.  super  latus  .d.a.  Et  quia  quadratum  lineae 
.e.h.  equum  est  quadrato  lineae  .e.z.,  cum  .e.h.  et  .e«z.  positae  sint  equales, 
ergo  quod  fit  ex  eis  id  est  earvm  quadrata  est  equale  ei  quod  fit  ex  mediis^ 
id  est  duo  quadrata  duarum  linearum  equalium  .e.z.  e/  .e.h.  sunt  equalia  dua- 
bus  superficiebus  quae  fiunt  ex  mediis,  seil,  ex  lineis  .d.z.  et  .g.z.  cum  qua- 
drato lineae  .e.g.  et  .d.h.  et  .a.h.  cum  quadrato  lineae  .e.a.  Demptis  autem 
duobus  quadratis  equalibus  duarum  linearum  equalium  .e.g.  et  .e.a.  a  dua- 
öus  praedictis  superficiebus  relinquitur^  quod  hae  duae  superficies  quae  fiunt 
ex  .d.z.  in  .g.z.  et  ex  .d.h.  in  .a.h.  sint  equales^  quia  si  ab  equalibus 
equalia  demas  etc.  Tunc  sequUur  demonstrative  hae  duae  superficies  sunt 
equales  j  ergo  quatuor  earum  latera  sunt  proportionalia  per  15  (13)  sextij  ei 
haee  quatuor  latera  sunt  hae  quatuor  lineae^  seil,  .d.z.,  .g.z.  e<. d.h.  e/. a.h. 
Sequitur  ergo:  sicut  .d.z.  ad  .d.h.  sie  .a.h.  ad  .g.z.,  et  similiter  sicut  .d.h. 
ad  .d.z.  ita  .g.z.  ad  .a.b.  per  eandem  15  sexti;  sed  eHam  sicut  .d.z.  ad 

•  d.h.  Sic  .a.b.  ad  .a.h.  et  .g.z.  ad  .g.b.  (.g.b.  ad  .g.z.)  per  4'"*  sexü 
Euclidis.  Ex  his  ergo  concluditur  principale  propositum,  quia,  sicut  .d.z. 
ad ^.h,  sie  .a.b.  ad  .a.h.  per  4^  sexüj  et  .a.b.  ad  .a.h.  sie  .a.h.  ad 

•  g.z.,   cum  eadem  sit  proportio  .a.b.  ad  .a.A.  sicut  .d.z.  ad  .d.h.,  ut 
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praedicium  est,  et  eodem  modo  sicut  .d.h.  ad  .d.z.  sie  .g.z.  ad  .a.h.  per 
4^^  sexii;  sicul  ergo  sequitur,  sicut  .a.b.  ad  .a.h.  sie  .a.h.  ad  .g.z.,  ita 
sequiiur,  sicut  .g.b.  ad  .g.z.  ita  .g.z.  fld  .a.b.,  ergo  per  conversam  pro- 
portionalitaiem :  sicul  .a.h.  ad  .g.z.  sfC  .g.z.  ad  .g.b.,  et  ergo  sicut  .a.b. 
ad  .a.h.  sie  .a.h.  ad  .g.z.  ita  .g.z.  ad  .g.b.  Inventae  sunt  igitur  dune 
lineae  mediae  proportionales  inter  duas  lineas  datas^  quae  sunt  .a.h.  et  .g,t,, 
haec  omnia  patent  in  ftgura. 

Wir  haben  za  den  beiden  Abhandinngen  noch  Einiges  hinzuznfQgen 
In  der  Quaestio  über  die  Incommensurabilitttt  von  3eite  und  Diagonale  des 
Quadrates  fällt  uns  im  Anfange  die  Plumpheit  der  Bationes  auf,  mit  denen 
Gelehrte  jener  Zeit  (denn  die  Ungebildeten  haben  doch  wohl  ttber  solche 
Dinge  nicht  discutirt),  die  in  Geometrie  wenig  oder  gar  nicht  bewandert 
waren,  die  Commensnrabilitfit  der  beiden  Linien  zu  stützen  suchten.  Sie 
behaupteten,  die  Diagonale  sei  das  Doppelte  der  8eite,  und  suchten  dies 
auf  drei  Arten  zu  beweisen :  erstens  sagten  sie  (vergl.  Fig.  9) ,  der  Punkt  e 
brauche  die  doppelte  Geschwindigkeit,  um  nach  d  zu  gelangen^  wie  der 
Punkt  h^  um  ebendahin  zu  gelangen,  denn  er  müsse  nicht  nur  die  H6he 
des  Quadrates,  sondern  zugleich  noch  seine  Breite  durchlaufen,  also  sei  cd 
doppelt  80  gross  wie  hd;  zweitens  sagten  sie  (vergl.  Fig.  10),  wie  das  Qua- 
drat ah  cd  sich  zu  seiner  Diagonale  verhalte,  so  müsse  sich  auch  das  Qua- 
drat cgdf  zu  seiner  Diagonale  verhalten,  mithin  müssen  sich  die  beiden 
Quadrate  wie  die  beiden  Diagonalen  verhalten,  erstere  verhalten  sich  aber 
wie  2  zu  1,  folglich  ebenso  die  Diagonalen,  d.h.  Diagonale  und  Seite  des 
grösseren  Quadrates;  drittens  behaupteten  sie,  nach  Euclid  siehe  in  einem 
Dreieck  dem  grösseren  Winkel  die  grössere  Seite  gegenüber,  nun  sei  in 
dem  Dreieck  cad  (Fig.  9)  der  Winkel  bei  a  doppelt  so  gross  wie  der  bei  e, 
also  auch  die  Diagonale  cd  doppelt  so  gross  als  die  Seite  ad.  —  Die  zweite 
Batio  mochte  für  jene  Zeit  noch  etwas  Bestechendes  für  sich  haben;  un- 
begreiflicher sind  aber  die  erste  und  dritte,  ganz  unbegreiflich  aber  ist  es, 
dass  die  blosse  Betrachtung  der  Figur  nicht  die  Behauptung  verstummen 
machen  konnte,  die  Diagonale  sei  doppelt  so  gross  als  die  Seite.  Es  sind 
diese  Bationes  übrigens  ein  sprechender  Beweis  für  die  jeder  Anschauung 
sieh  entschlagende,  rein  deducti ve ,  oft  aber  logisch  -  verkehrte  Denkweise  des 
scholastischen  Mittelalters,  aber  auch  ebensowohl  für  die  höchst  geringe 
mathematische  Bildung  jener  Zeit;  konnte  doch  selbst  Albertus  die  zweite 
Batio  nicht  anders  widerlegen,  als. mit  den  Worten:  „iste  modus  arguendi 
a  commutata  proportumalitate  non  tenet  in  Ulis  qime  sunt  diversarum  spe- 
cierum,  modo  cum  quadraium  et  linea  non  sint  ^usdem  spedei  ratio  terda 
modicum  probavit"  (S.  52). 

Von  Interesse  mögen  femer  die  zur  Illustration  des  Wesens  der  Inoom- 
mensurabilität  von  Albertus  angeführten,  theil weise  gut  gewählten  Bei« 
spiele  sein  (vergl.  S.  49  u.  50),  wie  dasjenige  von  den  swei  sich  schneidenden 
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Kreiden,  deren  Darchmesser  oder  Umf&nge  sich  verhalten  wie  Diagonale  und 
Seite  eines  Quadrates,  also  inoommensnrabel  sind,  und  in  deren  einem 
Durchscbnittspunkte  zwei  Punkte  vereinigt  gedacht  werden ,  die  gleichzeitig 
ihre  gleichförmige  und  gleichschnelle  Bewegung  auf  den  beiden  Kreisen ,  der 
eine  auf  dem  einen,  der  andere  auf  dem  andern,  beginnen,  so  werden  nach 
Albertus  die  beiden  Punkte  sich  niemals  wieder  in  jenem  Durchscbnitts- 
punkte begegnen,  so  viele  Uml&ufe  sie  auch  machen  mögen.  Als  zweites 
Beispiel  fährt  er  die  Bewegung  von  Sonne  und  Mond  an:  Gesetzt,  Sonne 
und  Mond  beschreiben  in  ihrer  Bewegung  um  die  Erde  incommensurable 
Peripherien  und  es  finde  zu  einer  bestimmten  Zeit  eine  Sonnenfinstemiss 
statt,  so  wird  niemals  wieder  eine  ganz  gleiche  Finsterniss  stattfinden,  so 
dass  genau  die  gleichen  Theile  der  Erde  verfinstert  wären.  Femer  sagt  er : 
Gesetzt,  die  Zeit,  in  welcher  die  Sonne  einen  jährlichen  Umlauf  macht,  sei 
dem  Tage  incommensurabel  (sicui  est  verisinnile  et  etiam  ignotum  est  an  üa 
9ü),  SO  ist  es  unmöglich,  einen  richtigen  Kalender  aufzustellen. 

BetrefEs  dieser  Abhandlung  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  Albertus 
S.  47  einen  ;,Libellus  de  triangulo^  citirt,  und  zwar  soll  sich  in  demselben 
der  Satz  vorfinden,  dass  von  allen  gleichseitigen  Figuren  von  gleichem 
Flächeninhalt  diejenige  mit  der  grössten  Seitenzahl  den  kleinsten  umfang 
hat.  Ich  vermuthete  zuerst,  es  könnte  dies  die  Abhandlung  ,,De  triangulis" 
des  Jordanus  Nfemorarius  sein,  deren  Manuscript  sich  in  dem  Codex 
F.  II.  33  der  Basler  Universitätsbibliothek  befindet;  allein  Herr  M.  Curtze 
in  Thom,  der  gegenwärtig  mit  der  Herausgabe  dieser  Schrift  beschäftigt 
ist,  theilte  mir  mit,  dass  sich  jener  Satz  nicht  in  derselben  vorfinde.  Es 
ist  übrigens  leicht  möglich,  dass  hier  ein  Versehen  des  Verfassers  oder  ein 
Fehler  des  Abschreibers  vorliegt  und  dass  die  citirte  Schrift  keine  andere 
ist,  als  der  von  Albertus  auch  im  Tractatus  „De  quadratura  circuli"  an- 
geführte „Libellus  de  figuris  isoperimetris*'  des  griechischen  Anonymus, 
dessen  lateinische  Uebersetzung  sich  ebenfalls  in  jenem  Basler  Codex  F.  IL  33 
vorfindet.  Bei  dieser  Gelegenheit  ist  es  vielleicht  am  Platze,  darauf  auf- 
merksam zu  machen,  dass  einige  der  Abhandlungen  des  genannten  Codex 
zu  denjenigen  gehören,  die  von  den  Scholastikern  des  Mittelalters  bei  ihren 
commentatorischen  Arbeiten  am  meisten  zu  Eathe  gezogen  worden  sind. 
Bei  rascher  Durchsicht  der  Commentarien  des  Albertus  de  Saxonia, 
des  Thimon*,  des  Wilhelm  von  Occam,  des  Joh.  Buridanus  zu  den 
Aristotelischen  Schriften   fand   ich  citirt:    Libellus  de  figuris  isoperimetris, 


*  Thimon  ist  keiner  der  bekannteren  Scholastiker.  Joch  er 's  Gelehrtenlexikon 
sagt  von  ibin:  „War  ein  jüdischer  Rabbi,  dessen  Zeit,  wann  er  gelebt,  nicht  be- 
kannt ist,  hat  Quest.  in  Aristot.  libros  meteorolog.  geschrieben,  80  im  Vatican  in 
Manuscript  liegen/*  —  Nach  der  Vorrede  zu  der  mir  Torliegenden  Ausgabe  seines 
Commentars  zn  der  Aristot.  Meteor,  (besorgt  durch  Georg  Lockert,  Scotus, 
Paris  1616)  las  Thimon  im  Anfange  des  14.  Jahrhunderts  zu  Fans  über  Philo- 
sophie. 
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Enclides  De  specnlis,  Eaolides  De  aspectibns,  Jakob  Alchindi  De 
umbris,  Thideus  De  specnlis  combnrentibus  vel  de  sectione  muqnesi  (soll 
also  nach  M.  Steinschneider  heissen:  mukefi),  Theodosins  De  sphae- 
ris,  Archimedes  De  cnrvis  saperficiebus ,  Ptolemeus  PerspectiTa,  Geber 
ohne  Angabe  des  Werkes,  ebenso  Alhazen  ohne  Angabe  des  Werkes ,  u.  A. 
Was  die  zweite  Abhandlang  über  die  Auffindung  zweier  mittlerer  Pro 
portionallinien  anbetrifft,  so  enthält  dieselbe  im  Anfange  eine  von  der  ge- 
wöhnlichen Darstellungsweise  etwas  abweichende  Erz&hlnng  von  der  Ent- 
stehung des  Problems  der  Würfelyerdoppelnng.  Sie  stimmt  mit  keiner  der 
beiden  ttberein,  die  Eratosthenes  in  dem  Briefe  an  den  König  Ptole- 
maios  Euergetes  erwähnt,  in  welchem  er  diesem  seine  Constmction  der 
zwei  mittleren  Proportionallinien  mittheilt,  scheint  aber  ans  der  Verschmel- 
zung beider  in  späterer  Zeit  hervorgegangen  zu  sein,  —  Die  erste  der  beiden 
hier  behandelten  Lösungen  des  Problems  ist  diejenige,  die  Eutokios  im 
Commentar  zum  2.  Buche  De  sphaera  et  cylindro  des  Archimedes  dem 
Piaton  zuschreibt,  aber  mit  Weglassung  der  Beschreibung  des  zur  mecha- 
nischen Lösung  nothwendigen  Instrumentes;  die  zweite  ist  die  Heron'sche 
Lösung,  wie  sie  ebenfalls  Eutokios  in  dem  genannten  Commentar  mit- 
theilt. Da  die  Figur  in  Thevenot's  Ausgabe  der  Belopoeica  Heron's 
nicht  ganz  mit  der  des  Eutokios  übereinstimmt  (besonders  ist  das  Perpen- 
dikel eo  in  Fig.  14  und  15  eine  Zugabe  des  Eutokios),  so  dürfen  wir  wohl 
den  Schluss  ziehen,  vorliegende  Abhandlung  sei  einem  Bruchstücke  des 
Commentars  des  Eutokios  entnommen,  denn  dass  der  ganze  Commentar 
dem  Ver&sser  bekannt  gewesen  sei^  dürfen  wir  nicht  annehmen,  sonst  wäre 
doch  wohl  die  Erzählung  über  den  Ursprung  des  Problems  der  Würfelver- 
doppelung anders  ausgefallen.  Auch  müssen  wir  sie  als  eine  nach  einem 
griechischen  Manuscripte  gemachte  üebersetzung  betrachten,  wenn  wir 
uns  der  von  Hultsch  in  der  Abhandlung  »Der  Heron'sche  Lehrsatz  über 
die  Fläche  des  Dreiecks  als  Function  der  drei  Seiten^*  aufgestellten  Schluss- 
weise, betreffend  die  Transscription  der  Buchstaben  bei  üebersetzungen  von 
griechischen  und  arabischen  Manuscripten,  anschliessen  wollen. 

*  VergL  diese  Zeitschrift,  IX.  Jahrg.  S.  247  u.  248. 


Digitized  by 


Google 


Becensionen. 


Eaolidis  opera  omnia  ediderunt  J.  L.  Hbiberg  et  H.  Mbnqb.  Elementa 
edidit  et  latine  interpretattis  est  J.  L.  Hbiberg.  Lipsiae  in  aedibua 
B.  G.  Teubneri  MDCCCLXXXni— VI.  Vol.  I  (J,,  333),  II  (XXII, 
437),  m.  (VI,  417),  IV.  (VI,  423). 
Wir  haben  im  XXVIII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  hi8t.-lit.  Abiih.  S.  100 
bis  102,  über  Herrn  Heiberg's  literargeschichtliche  Studien  über  Euclid 
berichtet  und  dieselben  zu  einer  Endid- Ausgabe  in  Beziehung  gesetzt. 
Diese  ganze  Ausgabe,  welche  eine  hervorragende  Bereicherung  der  Biblio- 
theca  Teubneriana  zu  werden  verspricht,  ist  nun  allerdings  seitdem  noch 
nicht  vollständig  erschienen.  Euclid's  Werke  sind  zahlreicher  und  ver- 
schiedenartiger als  die  der  anderen  griechischen  Mathematiker,  wenigstens 
soweit  vfir  von  Erhaltenem  zu  reden  haben,  und  selbst  ein  Gelehrter  von 
der  Arbeitskraft  unseres  dänischen  Freundes  hat  es  nicht  gewagt,  die  ganze 
Last  der  Herausgabe  auf  sich  zu  laden.  Er  hat  zu  diesem  Zwecke  viel- 
mehr mit  Herrn  H.  Menge  in  Mainz  sich  vereinigt,  so  dass  die  Vergleich- 
img  der  Codices  bald  von  Diesem,  bald  von  Jenem  besorgt  werden  sollte, 
die  Einzelschriften  alsdann  so  getheilt  würden,  dass 'Herr  Hei  borg  die 
Elemente,  die  Optik  und  die  Eatoptrik,  Herr  Menge  die  Daten,  die  Phä- 
nomena  und  die  musikalischen  Schriften  herauszugeben  hätte.  Die  vier 
ersten  Bände  der  so  vorbereiteten  Oesammtausgabe  sind  heute  in  unseren 
Händen.^  .Sie  enthalten  die  Elemente,  mithin  nur  von  Herrn  Heiberg 
Herausgegebenes.  Zugleich  ist  es  das  auch  Laien  in  der  Oeschichte  der 
griechischen  Mathematik  bestbekannte  Werk,  welches  in  dieser  neuen  Auf- 
lage vorliegt.  Ein  rühmlich  bekannter  Herausgeber,  ein  Niemand  fremdes 
Werk,  dieses  Zusammentreffen  erspart  uns  ausführlicheren  Bericht.  Wir 
dürfen  getrost  uns  mit  einem  Yivat  sequens  begnügen.  Cantob 


Die  Zeitmesser  der  antiken  Völker,  von  Professor  Dr.  G.  Bilfinoer.   Fest- 
programm des  Eberhard -Ludwigs -Gymnasiums.     Stuttgart,   1886. 
40.    78  S. 
Wassermaass  und  Schattenmaass  wurden  von  den  Alten,  worunter  Herr 
Bilfinger  immer  Griechen  und  Römer,  nicht  aber  die  älteren  Culturvölker 
Aegyptens  und  Mesopotamiens  versteht,  zur  Zeitmessung  benutzt,  und  zwar        , 
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sind  nach  demselben  Verfasser  zwei  wesentlich  unterschiedene  Ariien  der  Zeit- 
messung bemerklieb.  Die  eine,  voralexandriniache  Zeitmessung  b^gnttgte  sich 
damit,  die  aus  einem  unten  durchlöcherten  Gkfösse  ablaufende  Flüssigkeit  zu 
messen ,  wenn  vor  Gericht  die  Bedezeit  der  einzelnen  Sachwalter  zu  bestimmen 
war,. und  die  Schattenl&nge  des  menschlichen  Körpers  zur  Fusslftnge  der  Persön- 
lichkeit, um  deren  Schatten  es  sich  handelte,  in  Beziehung  zu  setzen,  wenn 
es  galt  etwa  die  Zeit  des  Mittagessens  zu  bestimmen.  Erst  die  nachalezan- 
driniscbe  Zeit  behandelte  die  Aufgabe,  den  Tag,  beziehungsweise  die  Nadit 
in  je  zwölf  unter  sich  gleiche  Abschnitte  zu  theilen,  und  fiühestens  von  da 
an  kann  man  von  eigentlichen  Schattenuhren  und  Wasseruhren  im  moder- 
nen Sinne  reden.  Doch  diese  Behauptung  wtfre  nicht  ganz  richtig,  wie 
Herr  Bilfinger  nachweist.  Die  moderne  Uhr,  mag  sie  nim  geartet  sein 
wie  sie  will ,  theilt  die  Zeit  einer  ganzen  Axendrehung  der  Erde  in  24  anter 
sich  gleiche  Abschnitte  oder  Stunden.  Auf  den  bürgerlichen  Tag  fallen ,  je 
n&her  beim  21.  Juni  die  Beobachtung  angestellt  wird,  um  so  mehr,  je  nBher 
beim  21.  December,  um  so  weniger  Stunden.  Griechen  und  Bömer  zählten, 
wie  am  21.  Juni,  so  am  21.  December  und  an  jedem  andern  Jahrestage 
stets  12  Stunden  des  bürgerlichen  Tages;  die  einzelne  Stunde  war  also  bald 
Ittnger,  bald  kürzer,  und  das  musste  an  der  Sonnenuhr  durch  die  Herstel- 
lung derselben,  musste  anch  an  der  Wasseruhr  durch  geeignete  Vorrich- 
tungen ablesbar  erscheinen.  Zur  Wiederherstellung  der  antiken  Sonnenuhr 
dienen  neben  einer  Beschreibung  bei  Vitruvias  auch  in  Pompeji  aufgefun- 
dene wirkliche  Sonnenuhren.  Für  die  Wasseruhr  stehen  nur  Beschreibungen 
zu  Gebote.  Herr  Bilfinger  hat,  wie  es  scheint,  beidemal  in  seiner  Wieder- 
herstellung das  Bichtige  getroffen.  Kurz  schildern  Iftsst  sich  aber  die  ziem- 
lich verwickelte  Sache  kaum,  insbesondere  nicht  ohne  Zeichnungen,  und  so 
begnügen  wir  uns,  die  für  Gnomonik  sich  interessirenden  Leser  unseres 
Berichtes  auf  die  ungemein  scharfsinnig  und  mit  grosser  Sachbeherrschung 
ausgearbeitete  Festschrift  selbst  hinzuweisen.  CANTOft 


Leben  und  Schriften  Leonardo*!  da  Pisa.     Ein  Beitrag  zur  Geschichte  der 

Arithmetik  des   13.  Jahrhunderts.    Von  J.  Ginsisa,  Oberlehrer  am 

königl.  Realgymnasium  in  Döbeln.     1886.    XXXV  S. 

Es  war  gewiss  ein  richtiges  GefOhl,  welches  den  Verfasser  leitete,  als 

er  Leonardo  von  Pisa  zum  Gegenstande  einer  Abhandlung  sich  wShlte. 

Was  man  über  den  nach  Zeitalter  und  vielleicht  auch  an  Bedeutung  ersten 

italienischen  Mathematiker  in  den  besten  geschichtlichen  Werken  findet,  ist 

ebenso   wenig   allgemein  bekannt,   als  es  erschöpfend  genannt  zu  werden 

verdient.     In  doppelter  Beziehung  bedarf  daher  die  geschichtliche  Würdigung 

Leonardo 's  neuer  Bearbeitung.     Ob  Herr  Giesing  das  letzte  Wort  in 

dieser  Richtung   gesprochen,   ist  uns   allerdings  zweifelhaft.     Schrftnkt  er 
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doch  selbst  (S.  XVI)  seine  Aufgabe  dahin  ein,  dass  er  nicht  alle  wissen- 
schaftlichen Leistungen  des  Pisaners,  sondern  nur  einige  wenige  der  Be- 
trachtung unterzieht. 

Bevor  er  dazu  gelangt,  giebt  er  über  das  Leben  Leonardo 's  diejeni- 
gen Aufschlüsse ,  die  man  seinen  Werken  zu  entnehmen  gewusst  hat.  Dabei 
war  uns  neu,  was  (S.  IX)  über  den  bekannten  Beinamen  Leonardo 's, 
Bigollo,  gesagt  wird.  Herr  Giesing  sucht  nttmlich  denselben  mit  dem 
Hospitale  del  Bilgallo  in  Verbindung  zu  setzen  und  macht  Leonardo 
zu  einem  Manne,  der  „sich  insbesondere  der  Pflege  und  Erziehung  der 
Kinder  hingegeben  hat^,  wovon  nirgend  ein  Sterbenswörtchen  verlautet.  Er 
hält  es  femer  «nicht  für  unmöglich,  dass  er  (Leonardo)  zugleich  in  Mont- 
pellier, wo  eine  berühmte  Arzneischule  existirte,  Unterricht  in  der  Mathe- 
matik ertheilt  hat^.  Nicht  unmöglich  ist  freilich  ein  sehr  zweckmässig 
gewählter  Ausdruck I  Nicht  unmöglich  ist  sehr  Vieles,  sogar  auch  dass 
eine  Vermuthung  sich  als  richtig  erweise,  die  ursprünglich  durchaus  haltlos 
in  der  Luft  zu  schweben  scheint. 

Unter  den  verloren  gegangenen  Schriften  Leonardo 's  erscheint  (S.  XV) 
ein  Libro  di  merchatanti  detto  di  minor  guisa.  Der  Verfasser 
hebt  in  einer  Anmerkung  mit  Recht  den  Gegensatz  gegen  eine  maiar  guisa 
hervor,  von  welcher  gleichfalls  im  Liber  Abbaci  die  Rede  ist.  Worin  liegt 
das  Unterscheidende  beider  Methoden?  Wir  wissen  es  nicht;  nur  das  scheint 
uns  sicher,  dass  guisa  maicr  bei  Leonardo  nicht  Algebra  bedeutet,  wie 
Herr  Giesing  glaubt;  denn  von  Algebra  ist  im  VIII.  Abschnitte  des  Liber 
Abbaci,  wo  eben  jene  maior  guisa  gelehrt  wird,  keine  Bede,  es  sind  viel- 
mehr daselbst  nur  einfache  Dreisätze  abgehandelt.  (Vergl.  Scritti  di  Leonardo 
Pisano  I,  83  sqq.)  Eine  andere  naheliegende  Vermuthung,  ad  majorem 
guisam  heisse  die  directe  Proportion,  bei  welcher  dem  Grösseren  jedesmal 
ein  Grösseres  entspricht,  ist  übrigens,  wie  wir  beiläufig  bemerken,  gleich- 
falls unrichtig. 

Auf  das  Buch  des  Hamet  über  die  Proportionen  dürfte  Herr  Giesing 
fS.  XXIII)  zuerst  im  Druck  aufmerksam  gemacht  haben.  Wir  bedauern  in 
seinem  Interesse,  dass  er  es  sich  hat  entgehen  lassen,  weitläufiger  von  jenem 
Buche  zu  reden,  welches  für  die  Geschichte  der  Regula  sex  quantitatum  des 
Menelaos  (arabisch  Regula  kattft)  und  ihrer  Entwickelung  zum  späteren 
Kettensätze  von  grosser  Wichtigkeit  war. 

Diese  wenigen  Bemerkungen  drängten  sich  uns  zu  den  vom  Verfasser 
behandelten  Dingen  auf.  Von  den  Gegenständen  zu  reden,  die  er  nicht  in 
das  Bereich  seiner  Abhandlung  zu  ziehen  gewillt  war,  ist  natürlich  hier 
nicht  der  Ort  Cantor. 


Hotioe  rar  las  deox  lettrefl  arithmötiqüet  de  Hioolas  Bliabdas  (Texte 

Grec  et  traduction)  par  M.  Paul  Takiobbt.    Extrait  des  Notioes  et       j 
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extraits  des  manuscrits  de  la  Bibliothdqne  Nationale  etc.  Tome  XXXII, 
V^  Partie.     136  pages.     Paris  1886.     Imprimerie  Nationale. 

Seit  unser  unermüdlicher,  geist-  und  kenntnissreicher  Facbgenosse  eine 
üebersiedelung  nach  Paris  bewerkstelligen  durfte,  hat  er  noch  mehr  als 
früher  uns  verwöhnt,  Abhandlungen  aus  seiner  Feder  lesen  zu  kOnnen, 
durch  welche  er  jeweils  die  Erforschung  griechischer  Mathematik  wesentlich 
forderte.  Nicht  ihr  Inhalt,  sondern  nur  ihr  meist  unbedeutender  Umfang 
schloss  sie  von  besonderer  Besprechung  an  dieser  Stelle  aus.  Heute  sind 
wir  in  Besitz  einer  ausführlicheren  Arbeit,  welche  uns  zugleich  Gelegenheit 
giebt,  eines  Aufsatzes  „Sur  l'arithm^tique  Pjrthagoricienne^  ta  gedenken, 
welchen  Herr  Tannery  im  Märzhefte  1885  des  Bulletin  Darboux  zum  Ab- 
druck brachte. 

Die  grössere  Veröffentlichung,  welche  wir  in  der  Ueberschrift  nennen, 
besteht  bis  zu  S.  25  aus  einer  Einleitung.  Dann  folgt  S.  26—  57  der  erste, 
S.  58 — 127  der  zweite  Brief  des  Nicolaus  Bhabdas,  auf  den  geraden 
Seiten  der  griechische  Text,  auf  den  gegenüberstehenden  ungeraden  Seiten 
die  französische  üebersetzung.  Den  Schluss  bilden  drei  Indices:  ein  Wort- 
verzeichniss  solcher  griechischer  Ausdrücke,  die  in  dem  grossen  Thesaunu 
überhaupt  fehlen;  ein  Yerzeichniss  der  historischen  und  metrologischen 
Wörter;  endlich  ein  arithmetischer  Index,  der  also  die  technische  Bedeutung 
der  Wörter  kennen  lehrt  und  den  selbstverständlich  nur  ein  sprachwissen- 
schaftlich gebildeter  Mathematiker  oder  ein  mathematisch  geschulter  Philolog 
anfertigen  konnte,  ein  Hultsch,  ein  Heiberg,  ein  Tannery. 

Wer  war  nun  Nicolaus  Bhabdas,  und  wodurch  haben  seine  Briefe 
einen  Abdruck  in  der  unter  den  Männern  der  Wissenschaft  mit  höchster 
Achtung  genannten  Sammlung  der  sogenannten  Notices  etExtraits  ver- 
dient? Die  Geschichtschreiber  der  Mathematik  wussien,  dass  Nicolana 
Bhabda  (wie  man  bisher  schrieb)  aus  Smjrna  etwa  um  die  Zeit  des 
Maximus  Planudes  in  der  Mitte  des  XIV.  Jahrb.  lebte,  dass  von  ihm 
eine  Fingerrechnung  herrührte,  welche  wiederholt  in  Druck  erschien,  und  ein 
noch  unedirter  Brief  über  Arithmetik,  in  welchem  die  Wortverbindung 
„politische  Rechenkunst **  vorkommt.  (Vergl.  unsere  Vorlesungen  über  Oeseb. 
d.  Math.  I,  435  —  436.)  Herr  Tannery  hat  dieses  Wissen  erheblich  ver- 
mehrt. Er  hat  gefunden,  dass  eine  von  Bhabdas  herrührende  Osterrech- 
nung auf  dieses  Jahr  6849  byzantinischer  Zeitrechnung,  d.  h.  auf  das  Jahr 
1341  sich  bezieht,  wodurch  die  frühere  Vermuthuug  über  seine  Lebenszeit 
zur  Gewissheit  erhoben  wird.  Er  hat  femer  die  sogenannte  Fingerrechnnng 
nur  als  Theil  eines  Briefes  erkannt,  wie  auch  die  Aufgaben  politischer 
Rechenkunst  in  einem  Briefe  mitgetheilt  worden  sind,  und  diese  beiden 
Briefe  hat  er  jetzt  vollständig  herausgegeben.  Als  Ort,  von  wo  aus  die- 
selben geschrieben  sind,  ist  Constantinopel  genannt.  Die  Bedeutung  der 
Briefe  hat  Herr  Tannery  in  seiner  Einleitung  erörtert.  ^^  ^ 
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Logistik  und  Arithmetik  waren  bei  den  Griechen  streng  geschiedene 
Lehrgegenstftnde.  Die  erstere  war  Bechenkonst,  die  zweite  Zahlentheorie, 
um  moderne  Benennnngen  zu  gebrauchen.  Wohin  gehörte  die  Lehre  von 
den  Gleichungen?  Wir  haben  selbst  früher  (Vorlesungen  1 ,  133)  gesagt,  sie 
sei  in  die  griechische  Arithmetik  eingedrungen,  und  dieses  ist  mit  Hinblick 
aufDiophant  gewiss  richtig,  aber  vorher  gehörte  sie  zur  Logistik.  Dafür 
hat  Herr  Tannerj  aus  einem  Scholion  zum  Platonischen  Dialoge  Char- 
mides,  welches  zwar  längst  bekannt,  aber  nicht  verstanden  war,  die,  wie 
uns  scheint,  sicheren  Beweisgründe  gefunden.  In  der  Logistik,  heisst  es 
dort,  betrachtet  man  fitikkag  xol  <piaXhag  aQt9iiovg.  Das  sind  Aufgaben, 
sagt  Herr  Tannery,  an  eine  Stelle  der  Platonischen  Gesetze  (VII,  819b) 
anknüpfend,  in  welchen  von  Aepfeln  (nicht  von  Heerden,  wie  der  Scholiast 
selbst  und  auch  Anatolius  missveirstehend  meinten)  und  von  Trinkgefössen 
die  Bede  ist,  Aufgaben,  wie  sie  in  den  bekannten  mathematischen  Epigram- 
men erhalten  sind,  d.  h.  Textgleichuugen.  Wenn  Diophant  sp&ter  zur 
Arithmetik  hinzunahm,  was  ihr  früher  nicht  angehörte,  so  hat  sich  eben 
eine  Namenverschiebung  vollzogen^  von  welcher  alle  Zeiten  Beispiele  auf- 
weisen, wie  wir  beifügen  möchten.  Man  vergleiche  doch  nur  Cournot *s 
Theorie  des  fonctions  mit  Dem,  was  man  heute  Functionen theorie  nennt! 
Die  so  erweiterte  alte  Logistik  stimmt  aber  ~  und  das  ist  von  höchster 
Bedeutung  —  nun  vollständig  mit  den  Bechenaufgaben  des  ägyptischen 
üebungsbuches  des  Ahm  es  ttberein,  während  freilich  für  die  Arithmetik 
ein  gleicherweise  als  Vorbild  dienendes  uraltes  (babylonisches?)  Werk  noch 
fehlt.  Nur  soviel  hat  Herr  Tannery  in  dem  oben  erwähnten  Aufsatze 
„Sur  Tarithm^tique  Pythagoricienne^  dargethan,  dass  ein  solches  Muster 
älter  als  die  altpythagoräische  Schule  sein  müsste,  da  diese  bereits  eine 
Arithmetik  gleichen  ümfanges,  wie  das  zweite  nachchristliche  Jahrhundert 
sie  kannte,  besass. 

Die  Logistik  vmrde  häufiger  durch  mündlichen  Unterricht,  als  durch 
Lehrbücher  fortgepflanzt,  wenn  es  auch  daran  nicht  ganz  fehlte;  aber  ver- 
lesen und  verbraucht,  wie  die  Bücher  der  Volksschule  aller  Zeiten,  sind  sie 
nicht  auT  uns  gekommen.  Die  Briefe  desBhabdas  sind  geeignet,  einiger- 
massen  diesen  Mangel  zu  ersetzen,  und  deshalb  hat  Herr  Tannery  recht 
gethan,  sie  dem  Drucke  zu  übergeben. 

Wir  führen  aus  ihnen  nur  eine  Methode  der  angenäherten  Quadrat- 
wurzelausziehung als  besonders  bemerkenswerth  an.  Sei  }/a^+r  zu  suchen, 
wo  r  <  2  a  + 1 .     Näherungsweise    ist  }/a*  +  r  fv>  a  +  5-  »    aber  auch  nur 

f 

näherungsweise.     Denn   um  a*  +  r  zu  erhalten,  ist  a  +  ^   nicht  mit  sich 

selbst,  sondern  mit  =     ^  ,  . zu   vervielfachen.      Eine  bessere 

,    r  2ar  +  r 


Digitized  by 


Google 


Hisioriscli- literarische  Abtheilnng. 

Annäherung  liefert  nun  nach  Nicolaus  Bhabdas  das  arithmetische  Mittel 
der  beiden  ungleichen  Factoren.     Dieses  ist^   in  Buchstaben  geschriebeo, 


'['•**>*©]■ 


8a»+4ar  ^2a     8a»+4ar 


wenn  auch  Bhabdas  diese  Umformung  natürlich  nicht  kennt.  Es  ist  hier 
nicht  der  richtige  Zeitpunkt,  zu  prüfen,  wie  sich  diese  überlieferte  zweite 
Annäherung  zu  ]/a^+r  zu  den  alterthümlich  bekannten  Zahlenbeispielen 
verhalten  möchte.  Cantor. 

Oeometria  Culmensis.  Ein  agronomischer  Tractat  aus  der  Zeit  des  Hoch- 
meisters Conrad  von  Jungingen.  (1393  — 1407),  herausgegel^en  von 
Dr.  H.  Mbndthal.  Publication  des  Vereins  für  die  Greschichte  von 
Ost-  und  Westpreussen.  Leipzig  1886,  bei  Duncker  &  Humbloi  76 S. 
Die  geschichtliche  Darstellung  entlegener  Zeiten,  mag  sie  nun  des 
staatlichen  Entwickelungen  oder  dem  Bildungszustande  gewidmet  sein,  zeigt 
mitunter  Lücken ,  die  entweder  daher  rühren,  dass  damals  Nichts  sich  ereig- 
nete, werth  der  Nachwelt  überliefert  zu  werden,  oder  daher,  dass  leider  die 
üeberlieferung  verloren  ging.  So  war  die  Zeit  um  das  Jahr  1400  in  den 
Geschichtswerken  der  Mathematik  lange  die  üeberschrift  eines  unbeschrie- 
benen Blattes,  bis  man  auf's  Neue  mit  Bradw.ardin  und  Oresme  be* 
kannt  wurde,  welche  dem  Blatte  einen  lesenswerthen  Inhalt  gaben.  Eben- 
dort  wird  von  jetzt  ab  auch  der  namenlose  Verfasser  der  Oeometria  Coi- 
mensis  einen  Platz  finden.  Nicht  als  ob  er  wichtige  Entdeckungen  gemacht 
hätte;  dazu  war  er,  scheint  es,  nicht  der  Mann;  aber  er  hielt  sich  in  der 
Anweisung  zum  Berechnen  der  Felderinhalte,  die  er  auf  Befehl  des  Dentsch- 
ordensmeisters  veröffentlichte,  fem  von  den  sonst  üblichen  und  in  eine 
spätere  Zeit  sich  noch  hinschleppenden,  theoretisch  ganz  unzulässigen  NShe- 
rungsrechnungen.  Er  lehrte  den  Inhalt  stets  durch  Zerlegung  der  zu  mes- 
senden Figur  in  Dreiecke,  in  welchen  jedesmal  die  Höhe  gezogen  and  ge- 
messen wurde,  finden,  und  das  war  immerhin  ein  Fortschritt.  Auch  in  der 
Geschichte  der  deutschen  Literatur  wird  unser  Anonymus  erwähnt  werden 
müssen,  da  er  der  bis  jetzt  älteste  bekannte  Schriftsteller  ist,  welcher  seine 
Geometrie  neben  dem  lateinischen  Grundtexte  auch  in  deutscher  Sprache 
herausgab,  dadurch  Zeugniss  dafür  ablegend,  dass  es  ihm  darum  zu  thnn 
war,  auch  solche  Leser  zu  belehren,  die  des  Lateinischen  unkundig  waren. 
Wir  können  Herrn  Mendthal  nur  dankbar  dafür  sein,  dass  er  in  der  An- 
ordnung des  Druckes  von  den  Handschriften,  welche  zuerst  den  lateinischen, 
dann  den  deutschen  Wortlaut  enthalten ,  abweichend  die  beiden  Texte  zwei- 
spaltig nebeneinander  setzen  liess.  Man  erkennt  so  um  so  deutlicher,  dass 
der  Verfasser  mit  einer  gewissen  Freiheit  schaltete,  bald  weglassend,  bald 
hinzusetzend,   so  dass  keine  ganz  strenge  Uebereinstimmung  beider  Texte 
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statfcfindei  Dass  die  Geometria  Cnlmensis  nicht  in  dem,  was  sie  giebt, 
sondern  mehr  in  dem,  was  sie  weglftsst,  verdienstlich  ist,  haben  wir  schon 
bemerkt.  Auf  ganz  eigenen  Füssen  scheint  ihr  Verfasser  aber  auch  in  dieser 
Beziehung  nicht  gestanden  zu  haben.  Das  Muster,  nach  welchem  er  ein- 
gestandenermassen  arbeitete,  war  eine  Schrift  desDominicus  Parisien- 
sis,  welche  Herrn  Curtze  in  dem  Münchener  Handschriftenkatalog  aufzu- 
stöbern gelang,  worauf  Herr  Mendthal  sie  verglich  und  bei  der  Heraus- 
gabe der  Geometria  Culmensis  in  der  Weise  benutzte,  dass  er  die  aus  ihr 
entlehnten  Stellen  bemerklich  machte.  Die  Persönlichkeit  dieses  Domini- 
cas Parisiensis  liegt  noch  völlig  im  Dunkeln,  so  dass  auch  hier  es  sich 
wieder  bewährt,  dass  der  geschichtliche  Fortschritt  immer  zugleich  auch 
neue  Bäthselfragen  stellt  CAirroR 

Die  geometrischen  HähenmgBConstmotionen  Albrecht  Dürer's.    Von  Dr. 
SisaifUND  GüNTHEB,   k.  Gjmnasialprofessor.     Beilage  zum  Jahres- 
bericht der  königl.  Studienanstalt  Ansbach  ftlr  1885  —  1886.    31  S. 
Alb  recht  Dürer's  Bedeutung  für  die  Geschichte  der  Mathematik  ist 
eine  doppelte.     Einmal  ist  durch  ihn  eine  nicht  unbedeutende  Anzahl  von 
Nfthemngsconstructionen    gesammelt,   zum  Theil  vielleicht  auch   erfunden 
worden,  und  zweitens  hat  er  sie  als  das  erkannt,  was  sie  waren:  als  für 
den  Praktiker  meistens  genügend,  aber  theoretisch  unrichtig.   Eine  moderne 
Schilderung  dieser  Verfahren  hat  noch  einen  Schritt  weiterzugehen  und  die 
Grenze  der  erreichten  Genauigkeit  rechnerisch  nachzuweisen.     Das  bildet 
denn  auch  den  Hauptinhalt  der  Abhandlung,   welche  Herr  Günther  dem 
Ansbacher  Programm  für  1886  beigegeben  hat  und  welche  dementsprechend 
ganz  interessante ,  vielleicht  vortheilhaft  in  der  Schule  verwerthbare  Beispiele 
solcher  Nftherungsabschätzungen  liefert.  Cantob 


Vngedruokte  wiMenschaftliche  Correspondens  swischen  Johann  Kepler 
und  Herwart  von  Hohenburg  1699.    Ergänzung  zu  Eepleri  Opera 
omnia  ed.  Chr.  Frisch.     Nach  den  Mss.  zu  München  und  Pulkowa 
edirt  von  C.  Anbohütz.     Separatabdruck  aus  den  Sitzungsberichten 
der  königl.  Böhm.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.     Prag  1886.    In 
Commission  bei  Victor  Dietz  in  Altenburg  (Sachsen -A.).     118  S. 
Hans  Georg  Herwart  von  Hohenburg,  bayerischer  Kanzler  und 
Staatsmann,  zugleich  auch  als  Gelehrter  auf  den  verschiedensten  Gebieten 
thfttigy  war  seit  1597  zu  Johannes  Kepler  in  einen  Briefwechsel  getre- 
ten, welcher  aus  einer  chronologischen  Frage  sich  entwickelte,  die  H.  mittel- 
bar durch  den  Grazer  Professor  der  Mathematik  P.  Christoph  Grien- 
berger  an  K  richten  liess.    Am  10.  Mftrz,  am  16.  Mai,  am  20.  Juli  1599 
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unter  Anderen  schrieb  H.  an  E. ,  und  dieser  beahtwortete  diese  Briefe  unter 
dem  9.  und  10.  April ,  unter  dem  30.  Mai ,  unter  dem  6.  August.  Dass  die 
drei  Antwortschreiben  erlassen  worden  sind,  hatte  Frisch  richtig  erkannt 
und  in  seiner  Gesammtausgabe  von  Kepler 's  Werken  betont,  allein  sie 
schienen  verloren.  Frisch  hatte  nämlich  bei  seinen  Forschungen  natSrUeh 
auf  die  Zuverlässigkeit  der  von  ihm  zu  Bathe  gezogenen  Handschriftenkata- 
loge verschiedener  Bibliotheken  gebaut.  Der  Zettelkatalog  der  Mttnchener 
Mss.,  der  ihm  dienen  musste,  da  der  gedruckte  Katalog  noch  nicht  voll- 
endet war,  verschwieg  aber,  dass  der  Cod.  lat.  1607  auch  Kepleriana  ent- 
hielt, und  das  waren  gerade  die  drei  vermissten  Briefe.  Herr  C.  Anschfltz 
hat  nun  den  ersten  Brief  auf  S.  10 — 33,  den  zweiten  auf  8.  34  — 53,  den 
dritten  auf  S.  53 — 74  seiner  uns  heute  vorliegenden  Druckschrift  veröffent- 
licht und  hat  denselben  eine  kurze  Einleitung  vorausgeschickt,  zahhreiche 
Anmerkungen  folgen  lassen.  In  zweien  dieser  Anmerkungen  zum  ersten 
Briefe  ist  der  Keim  zu  der  umfassenden  Abhandlung,  welche  Herr  An- 
schütz  in  dieser  Zeitschrift,  Bd.  XXXI  Heft  5  und  6,  Bd.  XXXII  Heft  1, 
über  die  Verdienste  Kepler 's  um  die  jährliche  Mondgleichung  veröffent- 
licht hat.  Der  Inhalt  der  drei  Briefe  ist  ungemein  reich  und  gestattet  eine 
Ausbeute  für  Forschungen  nach  den  verschiedensten  Richtungen.  Nicht  am 
wenigsten  lehrreich  sind  sie  für  Kepler 's  Stellung  zur  Astrologie,  un- 
zweifelhaft hat  K.  an  diese  Wissenschaft  als  solche  geglaubt,  wenn  er  auch 
die  Abhängigkeit  einzelner  Ereignisse  von  der  Stellung  der  Planeten  ver- 
warf. An  der  Hand  der  neu  gedruckten  Briefe  können  wir  femer  den  be- 
rüchtigten Streit  zwischen  Ticho  Brahe  und  Beinmarus  ürsus  verfol- 
gen. Endlich  sind  sie  hochwichtig,  insofern  sie  den  ersten  Entwurf  der 
Harmonice  mundi  enthalten.  Sie  sind  in  der  That  das,  als  was  der  Heraus- 
geber sie  bezeichnet:  eine  Ergänzung  zu  Frisch 's  Opera  omnia. 

Cantor. 


Histoire  des  scienoes  mathtfmatiques  et  phyiiques,  par  M.  Maxdciliek 

Mabie,  r6p6titeur  de  m6canique,  examinateur  d'admission  a  l'^cole 

poljtechnique.  Tome  YIII :  D'Euler  ä  Lagrange.   259  pag.  Tome  IX: 

De  Lagrange  &  Laplace.    321  pag.     Paris,  Oauthier-Villars,  impri- 

meur  -  libraire.     1886. 

Es  ist  uns  unmöglich  gewesen ,  den  VII.  Band  bei  seinem  Erscheinen  mit 

freundlichen  Worten  zu  begrüssen.    [Vergl.  Bd.  XXXI ,  hist.-lit  Abth.  S.  172.] 

Nicht  viel  besser  hat  der  YIII.^   hat  der  IX.  Band  auf  uns  gewirkt.    Die 

gleichen  Schattenseiten  können  naturgemäss  nur  in  gleicher  Weise  den  Ein- 

drack  verdunkeln,  den  manche  lichtere  Punkte  hervorzurufen  sich  eignen 

würden.     Um  nicht  fortwährend  das  Mangelhafte  betonen  zu  müssen,  wollen 

wir  heute  uns  mit  dieser  allgemeinen  Behauptung  seines  Vorhandenseins  ^ 

die   im  Einzelnen  zu  rechtfertigen  leicht  fiele  —  uns  begnügen  und  daflSir 
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bei  einem  von  den  Schriftstellern  verweilen,  welche  Herr  Marie  angen- 
scheinlich  mit  Vorliebe  gelesen  und  mit  entsprechender  Vorliebe  behandelt 
hat.  Zu  ihnen  geh($rt  nicht  Eu  1er,  wiewohl  der  Verfasser  mit  Recht  ihn 
als  Grenze  zweier  Zeitabschnitte  benutzt  hat,  wohl  aber  d'Alembert.  Auf 
ihn  wird  unsere  Aufmerksamkeit  wiederholt  gelenkt.  Herr  Marie  hat  die 
Gewohnheit,  jedem  Zeitabschnitte  eine  Einleitung  yorauszuschicken ,  welche 
eine  üebersicht  über  das  in  diesem  Zeitabschnitte  von  der  Wissenschaft 
Erreichte  geben  soll.  Wir  wollen  nicht  darüber  streiten,  ob  die  Üebersicht 
nicht  weit  eher  an  den  Schluss  eines  Abschnittes  gehOrte,  wo  der  Leser 
dieselbe  auf  ihre  Richtigkeit  zu  prüfen  vermag,  während  er,  bevor  er  die 
Einzelheiten  kennen  gelernt  hat,  darauf  angewiesen  ist,  dem  Verfasser  auf 
seine  Behauptungen  hin  einfach  Glauben  zu  schenken.  Herr  Marie  würde 
uns  auf  diesen  Einwurf  vermuthlich  erwidern ,  der  durch  seine  Einleitungen 
vorbereitete  Leser  prüfe  dann  die  Einzelentwickelung  nur  um  so  genauer, 
und  so  dürfte  in  der  That  mehr  eine  Geschmacksverschiedenheit,  als  ein 
grundsätzlicher  Gegensatz  vorliegen.  In  der  Einleitung  zur  12.  Periode  also, 
welche  von  Euler  bis  zu  Lagrange  gerechnet  ist,  ist  Bd.  VIII  S.  72 — 91 
d'Alembert  als  im  Besitz  richtiger  Anschauungen  über  negative  und  ima- 
ginäre Grössen,  als  Erfinder  des  nach  ihm  benannten  Princips  in  der 
Mechanik;  als  Förderer  der  Integralrechnung  gerühmt.  Mit  d'Alembert 
beschäftigt  sich  alsdann  ein  besonderes  Capitel  B.  172 — 236,  und  der  äus- 
sere Umfang  dieses  Gapitels  lässt  schon  einen  Schluss  auf  die  innere  Voll- 
Btftndigkeit  zu.  Insbesondere  den  mathematischen  Philosophen  und  den 
Astronomen  d'Alembert  wird  man  hier  kennen  und  würdigen  lernen,  und 
wir  dürfen  auf  seine  Schilderung  mit  dem  ganzen  Vergnügen  hinweisen, 
welches  sie  uns  bereitet  hat.  Im  IX.  Bande  hat  der  Verfasser  vorzugsweise 
Lag  ränge  seine  Aufmerksamkeit  zugewandt.  Wenn  er  bei  der  Inhalts- 
angabe Lagr an  ge 'scher  Abhandlungen  sich  oftmals  der  von  diesem  selbst 
benutzten  Ausdrücke  bedient,  so  wird  kein  Historiker  dagegen  Einwendung 
erheben.  Von  Lagrange  können  wir  alle  lernen,  wie  man  geschichtliche 
Uebersichten  zu  geben  hat.  Cantob 


Der  relative  Bildungswerth  der  philologiflohen  und  der  mathematisch- 
natnrwissenschaftliohen  Unterrichtsfächer   der   höheren  Schalen. 

Vortrag,    gehalten   vor   der   Delegirtenversammlung   des   deutschen 

Realschulmännervereins  zu  Dortmund  am  16.  April  1886  von  Dr.  E. 

Mach,  Professor  der  Physik  an  der  deutschen  Universität  zu  Prag. 

Leipzig  und  Prag  1886,  bei  Freytag  und  Tempsky.    29  S. 
Der  Titel  des  Vortrags  lässt  die  Frage  deutlich  erkennen,  welche  Herrn 
Mach  zur  Beantwortung  vorgelegt  war;  die  Stelle,  an  der  er  den  Vortrag 
hielt,  giebt  zum  Voraus  Auskunft  über  die  Richtung,  nach  welcher  der 
Bedner  sich  entschied.    Der  Bildungswerth  der  naturwissenschaftlichen  Unter-       ^ 
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ricbtefftcher  ist  ihm  ein  entschieden  höherer,  als  der  des  Unterrichts  in  den 
todten  Sprachen,  besonders  im  Griechischen.  Die  Folgerang,  welche  er 
daraus  zieht,  ist  die  einer  einheitlichen  Mittelschule  mit  massigem  Unter- 
richt sowohl  in  Mathematik,  als  im  Lateinischen  bis  zu  den  beiden  höchsten 
Jahrgängen.  Dort  solle  eine  (jabelung  eintreten  und  in  der  einen  Parallel- 
classe  Latein  und  Oriechisch,  aber  keine  Mathematik,  in  der  andern  Mathe- 
matik, aber  weder  Latein,  noch  Oriechisch  gelehrt  werden.  In  Dftnemark, 
sagt  uns  der  Verfasser,  sei  diese  Gattung  von  Doppelschulen  schon  ein- 
geführt. Setzen  wir  noch  hinzu,  dass  Herr  Mach  dem  gemeinsamen  Latein- 
unterricht (wenn  wir  ihn  recht  verstanden  haben?)  eine  Sammlung  von 
Mttsterstttoken  aus  den  Schriften  von  Galilei,  Huyghens,  Newton 
u.  s.  w.  zu  Grunde  gelegt  wissen  will,  so  wäre  damit  wohl  das  Wesenüiehe 
seiner  Vorschläge  hervorgehoben.  Zu  dem  Letzterwähnten  bemerken  wir, 
dass  unser  verstorbener  Freund  Unverzagt,  als  er  an  dem  Wiesbadner 
Realgymnasium  die  oberen  Classen  in  der  französischen  Sprache  zu  unter- 
richten hatte,  die  Lesestdcke  den  Werken  von  Arago  entnahm;  in  den 
früheren  Jahrgängen  wären  diese  ihres  Inhalts  wegen  wohl  kaum  verstau- 
den  worden.  Cantoil 


Elemente  der  Theorie  der  Detenninanten,  mit  vielen  Uebungsaufgaben. 
Von  Dr.  P.  Makbion,  Professor  an  der  Universität  zu  Gent.    Zweite 
vermehrte  Auflage.    Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Tenbner. 
1886.    VI,  65  S. 
Nachdem  der  Unterzeichnete  (diese  Zeitschr.  XXI.  Bd.,  hisi-lit.  Abth. 
S.  167)  sich  für  eine  Verpflanzung  von  Mansion's  ;,^16ments  de  la  th§orie 
des  d6terminants^  auf  deutschen  Boden  verwendet  hatte,  entschloss  sich  der 
Verf.,  eine  deutsche  Ausgabe  seines  Werkchens  zu  veranstalten,  über  welche 
Herr  Cantor  (a.  a.  0.,  XXIV.  Bd.,   hist-lit.  Abth.  S.  33)  berichtet  hat 
Heute  liegt  eine  zweite  Auflage  der  „Elemente^  vor  uns,  doch  hat  der  Verf., 
unseres  Dafürhaltens  mit  Becht,  keine  Veränderungen  an  dem  eigentlichen 
Texte  vorgenommen  und  sich  vielmehr  begnügt,  in  einem  Anhang  die  Eli- 
minationsprobleme etwas  weiter  auszuführen.    Nur  von  diesen  Zusätzen  kann 
also  hier  die  Bede  sein. 

Zunächst  wird  gezeigt,  dass  eine  aus  dem  System  linearer  Gleichungen 
Fi=ai^xXi  +  ...  +  ai,nX„-U  =0    (»=1,2,3,  ...,n) 
beliebig  herausgegriffene   Gleichung  Ft^O  mit  den  Gleichungen  F|=0, 
^2  =  0,  ...,  JP«  =  0  nur  dann,  dann  aber  auch  stets  verträglich  ist,  wenn 

J,F,+  J^F^+...+'JsF.  +  JtF,==0 
ist,  wo  zi],  ^f^,  ...,  ^ft  die  nach  den  Elementen  der  letzten  Vertikalreihe 
der  Determinante  ^S  +  ai,iai,2  ...  ai,c  genommenen  Unterdeterminanten  sein 
sollen.     An  zweiter  Stelle  wird  mit  Bücksicht  auf  die  für  die  Eliminations- 
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iheorie  sehr  bedeutsamen  neueren  Untersuchungen  von  Falk  in  üpsala  eine 
wichtige  Eigenschaft  der  sogenannten  Nulldeterminanten  bewiesen,  darin 
bestehend,  dass,  wenn  ^  +  ai,ia-i,2  ...a»,n  den  Werth  Null  hat,  und  wenn 
ferner  die  jeder  einzelnen  Horizontalreihe  angehörigen  Elemente  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form 

»t.ia^i  +  a*,2»8  +  ...  +  a*.«_ia5«-i  +  «*,««„  =0 
yerbunden  gedacht  werden,  durchaus  nicht  diese  s&mmtlichen  x  gleich  Null 
zu  sein  brauchen.  Es  bestehen  zwischen  mehreren  derselben  vielmehr  wieder 
gewisse  lineare  Bedingungsgleichungen.  Der  dritte  Anhang  endlich  beschttf- 
tigt  sich  mit  der  Sylvester 'sehen  Gleichung  8^0,  unter  8  die  dia- 
lytische  Eliminationsresultante  für  zwei  algebraische  rationale  und  ganze 
Functionen  der  nftmlichen  Veränderlichen,  aber  von  beliebigem  Orade,  ver- 
standen. Es  wird  nachgewiesen,  dass  beide  Polynome  nur  fttr  den  Fall 
5=0  einen  gemeinsamen  Theiler  besitzen. 

Besonders  anzuerkennen  ist  nebei^  dem  reichen  Inhalt  und  der  nach 
der  mathematischen  Seite  hin  klaren  und  anregenden  Darstellung  des  Werk- 
chens der  Umstand,  dass  der  deutsche  Text  auch  die  sprachlichen  und 
stylistischen  Vorzüge  des  Originals  angemessen  zu  wahren  verstanden  hat. 
Das  Bach  liest  sich  durchweg  leicht  und  gut,  nur  gegen  die  etwas  bedenk- 
liche Neubildung  „Sylvesterseliminante^  möchten  wir  Verwahrung  einlegen. 

München.  Dr.  S.  OOnther. 


C.  BoHK,  Die  Landmesflung.  Mit  370  Holzschnitten  und  2  Tafeln.  XVI 
und  761  S.  gr.  8^    Berlin,  Springer.     1886.    Preis  22  Mk. 

Wenn  neben  unseren  trefflichen  deutschen  Handbüchern  der  niederen 
Geodftsie,  neben  Hartner-Wastler,  Bauernfeind,  Jordan  ein  neues 
Lehrbuch  erscheint,  wird  man  zunächst  wünschen,  die  Grundsätze  kennen 
zu  lernen,  welche  den  Verfasser  bei  der  Ausarbeitung  geleitet  haben,  und 
die  Zwecke,  welchen  das  Buch  dienen  soll.  Ueber  Beides 'giebt  der  Ver- 
fasser im  Vorwort  Auskunft. 

Er  theilt  darin  mit,  dass  er  auf  zweckmässige  Anordnung  der  Rech- 
nungen besondere  Sorgfalt  verwende,  dass  er  für  dieselben  ganz  bestimmte 
Vorschriften  aufstelle  und  dass  er,  um  nicht  einer  billigen,  aber  unnütz- 
lichen Originalität  zu  verfallen,  die  preussischen  „Anweisungen''  und  die 
bayerischen  ;,  Instructionen '^  (zu  Eatastermessungen  nämlich)  in  den  betref- 
fenden Abschnitten  seinem  Buche  zu  Grunde  lege,  dass  er  endlich  bei  jeder 
einzelnen  Aufgabe  die  erreichte  oder  erreichbare  Genauigkeit  discutire.  Dabei 
findet  er  an  manchen  anderen  geodätischen  Büchern,  dass  sie  über  den 
Ausgleichungsrechnungen  die  Sache  selbst,  die  Messungen,  vernachlässigen. 
Der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  erkennt  er  nur  Berechtigung  für  die 
grössten  und  wichtigsten  Vermessungen  zu;  damit  kommt  er  aber  in  Wider- 
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sprnch  mit  den  zn  Gründe  gelegten  amtlichen  Vorschriften ,  welche  bekannt- 
lich auch  für  kleinere  Messungen  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  oder 
wenigstens  darauf  gegründete  Nftherungsmethoden  voraussetzen.  Ob  mit 
Recht  oder  unrecht,  darüber  sind  allerdings  Verschiedene  yerschiedener 
Meinung;  in  vielen  Ffillen  ist  es  aber  unrichtig,  wenn  der  Ver&sser  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  wegen  ungebührlicher  Beschwer- 
lichkeit ablehnt. 

Besonderen  Werth  legt  der  Verfasser  auf  möglichst  vollständige  Auf- 
zählung und  Beschreibung  der  einzelnen  Formen  der  verschiedenen  Instro- 
mente oder  besser  nur  gewisser  Classen  derselben;  dabei  macht  aber  nament- 
lich die  Auswahl  der  Abbildungen  des  Buches  vielfach  den  Eindruck  einer 
zufälligen  statt  einer  systematischen  Sammlung.  Eine  grosse  Zahl  von  wlln- 
schenswerthen  Figuren  fehlt  ganz.  Die  Untersuchung  und  Berichtigung  der 
Instrumente  ist  nicht  immer  hinreichend  erläutert,  üeberhaupt  vermisse  ich 
in  dem  Buche  oft;  die  Bücksicht  auf  die  praktische  Verwendung  der  Instru- 
mente und  Messmethoden,  und  ich  muss  dieses  Bedenken  um  so  mehr  her- 
vorheben, als  der  Verfasser  ausdrücklich  sagt,  er  habe  überall  „das  Prak- 
tische im  Auge  behalten''.  Noch  mehr,  er  spricht  die  Absicht  aus,  die 
„persönliche  Unterweisung **  am  Instrument  durch  sein  Buch  ganz  entbehrlich 
zu  machen. 

Ich  kann  mich  mit  dieser  Absicht  keineswegs  einverstanden  erklären, 
glaube  vielmehr,  dass  ein  solcher  Versuch  die  praktische  Geometrie  von 
ihren  Zielen  abführen  muss.  Die  Instrumentenlehre,  ja  selbst  zum  grossen 
Theil  die  Ausführung  der  Messungen  sollte  meiner  Ansicht  nach  für  einen 
Vortrag  und  für  ein  Lehrbuch  über  Geodäsie  nicht  Haupt  gegenständ 
werden;  in  wenigen  Stunden  „persönlicher  Unterweisung^  am  Instrument 
lässt  sich  gewiss  viel  mehr  erreichen,  als  durch  viele  Vorträge  und  Abbil- 
dungen. Vortrag  oder  Lehrbuch  sollten  sich  vielmehr  hauptsächlich  mit 
der  Verwerthung  der  elementaren  Vermessungsresultate  und  der  Discussion 
derselben  beschäftigen.  Der  Verfasser  wird  mit  seinem  Buche  der  leider 
ziemlich  verbreiteten  Ansicht  Vorschub  leisten,  in  der  Geodäsie  (zumal  der 
niederen)  genüge  das  Kennen  der  Sache  und  es  sei  nicht  Aufgabe  der  Schule, 
„Praktiker"  zu  erziehen;  das  Können  werde  sich  schon  später  einstellen. 

Man  wird  das  vorliegende  Werk  kaum  als  abschliessendes  Handbueh 
der  Geodäsie  empfehlen  können;  eher  scheint  es  mir  in  den  meisten  Capitehi 
als  Vorbereitung  auf  die  eigentlichen  praktisch -geodätischen  Aufgaben  braneh- 
bar.  Der  Verfuser  selbst  scheint  dies  dann  und  wann  zuzugeben,  wenn  er 
an  Stellen,  wo  praktisch  werthvolle  Dinge  zu  erörtern  wären,  auf  andere 
Lehrbücher  verweist  oder  wichtige  Gegenstände  nur  flüchtig  behandelt 
Freilich  steht  wohl  dem  angedeuteten  Zwecke  der  Umfang  des  Buches  ent- 
gegen. 

Auf  Einzelheiten  des  Inhalts  hier  einzugehen,  würde  lu  weit  fUiren; 
es  sind  nicht  wenige  Stellen,  welche  zum  Widerspruch  herausfordern. 
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üeber  diesen  Bedenken  —  freilich  zum  Tbeil  principieller  Natur  — 
darf  ich  nicht  unterlassen,  die  gute  Anordnung  des  Stoffes  hervorzuheben, 
sowie  den  vielen  Fleiss,  den  der  Ver&sser  auf  sein  Buch  verwendet  hat. 

Hammbb. 


C.  Sprrz,  Lehrbuch  der  sphäriiohan  Trigonometrie.  3.»  durchgesehene 
Auflage.  Leipzig,  Winter.  1886.  8^  VIII  und  175  S.  mit  42 
Figuren.  Preis  3  Mk.  50  Pf. 
Der  Verfosser  schickt  auf  den  ersten  28  Seiten  einen  stereometrischen 
Abriss  der  Sphärik  voraus.  Im  trigonometrischen  Tbeil  wird  vom  recht- 
winkligen Dreieck  ausgegangen  und  mit  dessen  Hilfe  werden  die  für  das 
schiefwinklige  Dreieck  giltigen  Gleichungen  entwickelt;  eine  unabhängige 
Herleitung  der  letzteren  ist  nicht  gegeben.  Von  Anwendungen  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  sind  Aufgaben  aus  der  Stereometrie  und  ein^EU^he 
Aufgaben  aus  der  sphttrischen  Astronomie  mitgetheilt.  Mit  der  Behandlung 
der  Zahlenbeispiele,  überhaupt  der  Bechnungsweise ,  ist  der  Beferent  nicht 
einverstanden.  Einmal  benutzt  der  Verfasser  noch  durchaus  siebenstellige 
Logarithmen  und  die  gesuchten  Stttcke  werden  stets  auf  0,01''  oder  0,001'' 
berechnet,  selbst  wenn  die  Daten  nur  auf  V  oder  weniger  genau  sind. 
Wozu  dies  führt,  zeigen  besonders  einzelne  Bechnungen  aus  der  mathemati- 
schen Geographie  und  sphttrischen  Astronomie;  man  vergl.  hier  z.  B.  von 
S.  161  an  die  Beispiele  7,  1 1,  13  und  17  (Entfernung  zwischen  Paris  und 
Peking,  natflrlich  bei  sphärisch  vorausgesetzter  Erde,  auf  0,C001  Meile, 
wfthrend  die  geographischen  Coordinaten  beider  Orte  auf  l"  gegeben  sind!) 
n.  8.  w.  Sodann  sind  die  Bechnungen  selbst  zum  grossen  Tbeil  unnöthig 
umständlich  gefdhrt.  Der  Verf.  wird  mir  wahrscheinlich  entgegnen,  dass 
für  den  Selbstunterricht  Ausführlichkeit  geboten  sei  und  dass  für  den  Schul- 
unterricht in  der  Trigonometrie  nicht  die  Aufgabe  vorliege,  ;, praktische  Bech- 
ner  auszubilden';  wenigstens  ist  mir  von  fast  allen  Seiten  auf  die  Forde- 
rung grösserer  Berflcksichtigung  der  Einfachheit,  Kürze  und  üebersichtlichkeit 
der  trigonometrischen  Bechnungen  in  der  Schule  der  zuletzt  genannte  Vor- 
halt gemacht  worden.  Allein  ich  bin  doch  der  Meinung,  dass  man  bei- 
spielsweise Dinge  wie  S.  65,  wo  zur  Bestimmung  der  zwei  unbekannten 
Winkel  Ä  und  B^  nachdem  \{Ä+B)  und  ^{Ä^B)  gefunden  sind,  erst 
{A+B)  und  {Ä  —  B)  gebildet  werden,  dem  Leser  oder  Schiller  selbst  bei 
den  unpraktischsten  Unterrichtszielen  nicht  zumuthen  sollte  I       Hammer. 


8.  GüNTUB,  Onmdlehren  der  mathematiflohen  Geographie  und  elemen- 
tarem Aatronomie.  2.  Aufl.  Manchen,  Ackermann.  1886.  8^  XI 
u.  167  S.  mit  52  Figuren.    Preis  2  Mk.  r"  T 
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Das  vorstehende  Werkchen  hat  in  der  neuen  Auflage  gegen  die  erste 
viel  gewonnen.  In  zum  Theil  sehr  knapper  Form  enthftlt  es  einen  elemen- 
taren Abriss  der  sphärischen  nnd  physischen  A9tronomie  nnd  der  mathe- 
matischen Oeographie  in  wohldurchdachter,  im  Wesentlichen  historischer 
Anordnung.  Die  j, Ausblicke'  sind  geschickt  gewfthlt;  das  historische  Ele- 
ment, so  sehr  es  zur  Belebung  des  Unterrichts  beitragen  kann,  drängt  sich 
vielleicht  an  einzelnen  Stellen  zu  sehr  in  den  Vordergrund. 

Wo  es  mit  elementaren  Mitteln  angeht,  sind  mathematische  Entwicke- 
lungen  und  Andeutungen  eingefügt.  Leider  finden  sich  gerade  hier  einige 
Versehen,  die  Berichtigung  erfordern.  Beispielsweise  sollen  (Anm.  S.  14] 
bei  der  Curve  y  =  f{x)  die  Gulminationspunkte  in  Beziehung  auf  die  Ab- 
scissenaxe  dadurch  ausgezeichnet  sein ,  dass  in  ihnen  die  Tangente  der  Corre 
drei  benachbarte  Punkte  mit  letzterer  gemein  hat;  die  Anmerkung  S.  1&5 
enthftlt  zweckmftssig  eine  Warnung  vor  Verwechselung  der  Mercator- Abbil- 
dung mit  einer  centralen  Cylinderperspective,  der  zweite  Theil  dieser  An- 
merkung ist  aber  in  der  gegebenen  Form  unrichtig,  u.  s.  f.  Einzelne  Figoran 
wären  künftig  wohl  durch  neue  zu  ersetzen,  namentlich  sollten  die  zwei- 
spitzigen Ereisdarstellungen  fortbleibe]!  (z.  B.  Fig.  7,  8,  15,  51  u.  s.  w.). 

Referent  möchte  sich  noch  die  Frage  gestatten,  ob  für  eine  künftige 
Auflage  nicht  noch  weitere  Theile  der  Geophysik  in  das  Programm  des 
Büchleins  aufgenommen  werden  könnten?  Hammbe 


C.  8.  Cornelius,  Orundrifls  der  physikaliaehen  Geographie.  6.,  verbesserte 
Auflage.    Halle,  Schmidt.     1886.     8<>.     VUI  u.  257  S.  mit  Höh 
schnitten.     Preis  2  Mk. 
Das  Buch  verdient  seine  weite  Verbreitung  als  im  Ganzen  gut  doreh- 
geführter  Leitfaden  der  Geophysik.     Freilich  wäre  eine  grosse  üngleiohfSr- 
migkeit  in  der  Behandlung  des  Stoffes  noch  auszugleichen;  wfthrend  sieh 
die  ganze  Lehre  von  horizontaler  Gestaltung  und  verticalem  Aufbau  der 
Festlaudsmassen  mit  einem  Capitel  von  6  Seiten  begnügen  muss,  die  game 
Hydrographie  mit  einem  solchen  von  30  Seiten,  nimmt  die  Meteorologie 
6  Capitel  von   über  150  Seiten  ein.     Am   meisten   der  Bevision  bedürftig 
scheint  mir  für  eine  folgende  Auflage  das  11.  Capitel,  sowohl  in  seinem 
lithologischen  als  stratigraphischen  Theil.    Die  wenigen  beigegebenen  Ab- 
bildungen sind  zum  Theil  schlecht  (vgl.  z.  B.  Fig  19).  TTAinneR. 


W.  Jordan  y  Onmdxttge  der  astronomisehen  Zeit-  und  Ortsbeitiiiimiat. 

Mit  zahlreichen  Holzschnitten.    VIII,  364  u.  [26]  S.  gr.  8^    Berlin, 
Springer.     1885.     Preis  10  Mk. 
Wie  der  Verfasser  in  der  Vorrede  sagt,  ist  das  Buch  theils  aus  prak- 
tischen Ortsbestimmungsarbeiten,   theils  aus  Uebungsmessungen  und  Vor- 
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trftgen  an  den  tecbnischen  Hochschulen  xn  Garlsrohe  und  Hannover  ent- 
standen. 

Der  Titel  deutet  an,  was  der  Verfasser  mit  seinem  Werke  bezweckt 
dasselbe  soll  sich  nämlich  nur  mit  einer  ;,gewissen  Mittelstufe  von  astro- 
nomischen Messungen  und  Berechnungen^  befassen,  ^bei  welchen  über  die 
Beobachtungsgenauigkeit  von  1  Zeitsecunde  nicht  hinausgegangen  wird". 
Man  würde  also  Orts-  und  Zeitbestimmungsaufgaben,  welche  mit  den  Hilfs- 
mitteln einer  Sternwarte  zu  lösen  sind,  vergeblich  in  dem  Buche  suchen, 
ebenso  die  Besprechung  der  astronomisch -geodtttischen  Arbeiten  für  Orad- 
messungszwecke.  Das  Werk  soll  vielmehr,  indem  es  den  zahlreichen  Lehr- 
bflchem  der  Nautik  gegenüber  die  Yerhftltnisse  zu  Lande  bevorzugt,  An- 
leitung zu  praktisch -astronomischen  Arbeiten  mit  Instrumenten  geben,  wie 
sie  dem  Forschungsreisenden  oder  dem  Ingenieur  in  unerschlossenen  Lftndem 
zu  Gebote  stehen;  als  Lehr-  und  Handbuch  für  Techniker,  Beisende,  Geo- 
graphen wird  es  nützliche  Dienste  leisten. 

Auf  den  ersten  36  Seiten  giebt  der  Verfasser  eine  „Allgemeine  Vor- 
bereitung der  Zeit-  und  Ortsbestimmnngsarbeiten",  n&mlich  einen  Abriss 
der  sphftrischen  Astronomie.  Das  2.  Capitel,  welches  den  eigentlichen  Ge- 
genstand des  Buches  behandelt,  nimmt  den  übrigen  Baum  desselben  ein«  In 
einem  Anhang  sind  dann  noch  einige  Hilfstafeln  zusammengestellt 

Von  Messinstrumenten  werden  zunttchst  drei  astronomische  Theodolite 
besprochen ;  die  Einrichtung  der  Chronometer  ist  dagegen  gar  nicht  beschrie- 
ben, was  gewiss  manchem  Leser  unangenehm  ist  Es  folgen  die  Messungen 
mit  diesen  Instrumenten:  Zeitbestimmung  aus  einer  einzelnen  Sonnen- 
oder Stemh($he,  dann  nach  einer  zweckmässigen  Untersuchung  über  die 
Zulässigkeit  der  Mittelbildnng  mehrerer  Beobachtungen  in  kleinen  Intervallen 
die  Zeit-  und  Meridianbestimmung  aus  correspondirenden  Sonnenhühen,  Zeit- 
ermittelung mittels  transportablen  Passage -Instruments,  Bestimmung  der 
Breite  ans  Mittagshohen  der  Sonne ,  der  Breite  und  der  Zeit  zusammen  aus 
Hohen  eines  Gestirns,  des  Azimuts  und  dor  Breite  mit  Hilfe  von  Polaris- 
beobachtungen.  Es  finden  sich  in  diesem  Abschnitte  auch  die  zahlreichen 
populären  Zeitmesser  zum  Theil  ausführlich  besprochen;  die  Gnomonik  steht 
aber  doch  wohl  mit  dem  Zwecke  des  Buches  ntir  in  losem  Zusammenhang. 
Auch  sonst  geht,  wie  hier  nebenbei  bemerkt  sein  mag,  dann  und  wann  der 
Verfasser  gar  zu  weit  herunter  in  den  Andprüchen  an  seine  Leser,  z.  B. 
wenn  von  Handbreiten  am  Himmel  gesprochen  wird,  wenn  die  Begeln  für 
die  Mondphasen  angegeben  werden  u.  s.  f. 

Mit  sichtlicher  Vorliebe  behandelt  der  Verfasser  die  Reflexionsinstru- 
mente, unterstützt  von  der  sehr  vollständigen  Sammlung  der  technischen 
Hochschule  zu  Hannover.  Er  selbst  weist  ausdrücklich  im  Vorwort  auf 
dhse  Paragraphen  hin:  „Wir  haben  für  die  Beflexionsinstrumente  eine  zu- 
sammenhängende und  vollständige  Fehlertheorie  entwickelt,  an  welcher  es 
bisher  gefehlt  hat.     Im  Zusammenhang  damit  steht  die  Praxis  und  Theorie 
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der  Messang  und  Bedaction  von  Monddistanzen,  welche  in  einzelnen  Theilen 
ebenfalls  von  uns  weiter  entwickelt  worden  ist.  Eine  Studie  über  den  rda- 
tiyen  Werth  der  Monddistanzen  bildet  das  Hauptresultat  dieses  Abschnittes.^ 
Die  Beschreibung,  Fehlertheorie  und  Anwendung  der  Reflezionsinstrumente 
umfasst  über  200  Seiten.  Zu  der  in  den  §§31  —  41  entwickelten  Fehler- 
theorie  des  Sextanten  möchte  Referent  bemerken,  dass  ihm  die  Yorauaseti- 
ung  (S.  168)  genau  rechtwinkliger  Stellung  der  Alhidadenaxe  zur  Limbusebene 
und  damit  constanter  Neigung  des  grossen  Spiegels  nicht  zulässig  scheini 
Bei  den  Reflexionsinstrumenten  mit  Yollkreisen  ist  der  Vorschlag  des  Ver- 
fassers zu  einem  Doppelspiegelkreis  (§§  43,  56)  höchst  beachtenswerth.  Das 
Femrohr  kann  hier  in  zwei  zum  Theilungsmittelpunkte  symmetrischen 
Lagen  befestigt,  also  gleichsam  umgelegt  werden;  der  prismatische  Fehler 
des  grossen  Spiegels  wird  dadurch  eliminirt  und  man  erhält  auch  bei  nnr 
einmaliger  Messung  verschiedener  Winkel  eine  Messungsprobe.  Ausserdem 
hat  dieses  Instrument  (wie  der  Prismenkreis)  vor  den  übrigen  Reflexioos- 
instrumenten  den  Vorzog,  dass  man  es  bei  Monddistanzen  nie  umzukehren 
braucht,  indem  der  Mond  durch  das  Femrohr  links  oder  rechts  je  nach 
Bedarf  direct  oder  doppelt  reflectirt  anvisirt  werden  kann.  Die  wichtigsten 
der  übrigen  Instramente,  der  Pistor-Martins'sche  Spiegelprismenkreis, 
der  SteinheiTsche  Prismenkreis,  ein  neuer  Prismenkreis  von  Wegener 
werden  ausführlich  beschrieben  und  untersucht.  Bei  dem  letzteren  ist  das 
untere  Prisma  nebst  dem  Femrohr  mit  dem  Theilkreis  fest  verbunden, 
während  bei  Steinheil  beide  Prismen  in  beliebige  Lage  zur  Visiraxe  ge- 
bracht werden  können;  man  erreicht  dadurch  den  Vortheil,  dass,  wie  bei 
den  übrigen  Reflexionsinstmmenten,  der  eine  Zielpunkt  direct  anzuvisiren 
ist,  während  bei  Steinheil  das  Femrohr  im  Allgemeinen  zwischen  beide 
Zielpunkte  zu  richten  ist.  Der  Verfasser  wünscht  übrigens  hier  die  Con* 
struction  von  Steinheil  beibehalten,  indem  er  betont,  dass  der  letzt- 
genannte Umstand  keineswegs  wesentliche  Erschwemng  der  Freihaod- 
messung  bedingt.  Bei  einer  Vergleichung  sämmtlicher  Reflexionsinstrumente 
wünscht  der  Verfasser  beim  Verlassen  der  alten  Sextantenform  die  Vollkreise 
nicht  als  Spiegelprismenkreise,  sondern  als  Spiegelkreise  mit  Repetition 
nach  Bor  da  hergestellt  und  mit  seiner  Doppelspiegeleinrichtung  versehen, 
oder  aber  die  Aufnahme  des  SteinheiTschen  Principe  in  die  Praxis. 

Nach  kurzer  Erläuterung  der  Höhen winkel-  und  Azimutmessung  mit 
Reflexionsinstmmenten  bespricht  der  Verfasser  die  Längenbestimmung  aus 
Monddistanzen.  Hier  finden  sich  zahlreiche  praktische  Vorschriften  und 
Winke,  zu  welchen  dem  VerfEtöser  hauptsächlich  die  auf  der  Rohlfs'schen 
Expedition  in  die  libysche  Wüste  gesammelten  Erfahrungen  das  Material 
lieferten.  Als  mittleren  unregelmässigen  Messungsfehler  einer  Monddisiani 
bei  Freihandmessung  findet  der  Verfasser  für  einen  12  cm  -Sextanten  (mangel- 
hafter Theilung)  22";  dieser  Betrag  kann  durch  Anwendung  eines  Statin 
auf  weniger  als  die  Hälfte  herabgesetzt  werden,  ohne  dass  daraus,  wie  der 
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Verfafiser   mit  Becht  bemerkt,   die  unbedingte  üeberlegenheit  der  Stativ- 
messnng  sich  folgern  Iftsst. 

Den  Schlnss  des  Textes  bildet  die  Anleitung  zur  Ausgleichung  zynschen 
Monddistanzen  und  ührgang  und  zur  Ausgleichung  der  auf  einer  Reise  aus 
Monddistanzen  erhaltenen  Längen  mit  Hilfe  des  Itinerars.  Das  letztere  ist 
dabei,  wie  gewöhnlich,  durch  Compasspeilung  und  Marschzeit  hergestellt 
gedacht;  es  tritt  an  die  Stelle  der  „einfachen  SchifiTsrechnung^,  der  „gegiss- 
ten  Oerter"  der  Seeleute.  Der  Verfasser  kommt  hier  an  der  Hand  seiner 
libyschen  Zahlen  zu  dem  leicht  einzusehenden  Resultat,  dass  bei  Landreisen 
astronomische  Längenbestimmungen  auf  wenige  Hauptstationen  beschränkt 
bleiben  können  und  dass  Sorgfalt  in  der  Führung  der  Wegaufnahme  yer- 
einzelte  Monddistanzmessungen  zwischen  solchen  Hauptpunkten  wohl  zu 
ersetzen  vermag.  In  der  Nautik  werden  die  Monddistanzen  zur  Längen* 
bestimmung  der  astronomisch  zu  „besteckenden^  und  durch  das  SchifiTsitine- 
rar  zu  verbindenden  Hauptörter  mehr  und  mehr  in  den  Hintergrund  gedrängt 
durch  directe  Zeitübertragung  mittels  der  Chronometer,  ob  schon  jetzt  ganz 
mit  Recht,  bleibe  dahingestellt;  YvonVillarceau  rechnet  die  Monddistan- 
zen bereits  zur  „ancienne  navigation^.  Dabei  bleibt  freilich  auf  dem  Schiffe 
das  Reflexionsinstmment  unersetzbar  zur  Messung  der  Höhenwinkel.  Bei 
Reisen  auf  dem  Festlande  andererseits  wird  für  gewöhnlich  von  Chronometer- 
übertragung nicht  viel  zu  erwarten  sein;  auf  den  wenigen  Hauptstationen, 
an  denen  der  Reisende  längere  Zeit  verweilt  und  für  welche  überhaupt 
Längenbestimmungen  zu  machen  sind,  werden  diese  aber  ebenso  gut  als 
mittels  der  umständlich  zu  untersuchenden  Reflexionsinstrumente,  bei  welchen 
stets  die  Gefahr  systematischer  Fehler  besteht,  mit  Hilfe  des  leicht  zu 
rectificirenden  Theodolits  (Mondculminationen ,  Mondazimute)  ausgeführt  wer- 
den.* Wenn  demnach  auch  die  Bedeutung  der  Monddistanzen  für  Landreisen 
in  Zukunft  vielleicht  keine  grosse  sein  wird,  so  muss  man  doch  dem  Ver- 
fasser des  vorliegenden  Buches  für  die  gründliche  Erörterung  der  Methode 
der  Monddistanzen  und  der  zugehörigen  Instrumente  dankbar  sein. 

Hammer. 

Dr.  Ch.  Auoust  Vooleb,  Lehrbuch  der  praktischen  Oeometrie.    L  Theil: 

Vorstudien  und  Feldmessen.  1885.  Braunschweig,  Verlag  von  Friedrich 

Vieweg  &  Sohn.     Preis  16  Mk. 

Vorliegendes  Werk   bildet  das  Mittelglied  zwischen  dem  Taschenbuche 

der  praktischen  Oeometrie  und  dem  eigentlichen  Lehrbuch  derselben,  das 

für  den  fertigen  Geometer  bestimmt  ist.     Der  Anfänger  in  der  Oeodäsie 

wird   dasselbe  lebhaft  begrüssen,   da  es  dessen  Studien  in  jeder  Beziehung 

fördert;  denn  er  wird  nicht  nur  ndt  den  gebräuchlichsten  Instrumenten  und 


*  Das  Beispiel  Erusenetern^s,  der  zur  Längenbestimmung  von  Nagasaki 
Über  1000  Monddistanzen  mass,  wird  kaum  mehr  Nachahmung  finden«         ^^  ^ 
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der  Beseitigung  ihrer  Fehler  bekannt  gemacht,  sondern  er  lernt  auch  an 
durchgeführten  Beispielen  die  Verwendung  der  Apparate  in  der  praktischen 
Geometrie  kennen. 

Die  Einleitung  des  ersten  Bandes  stellt  die  Begriffe  in  der  praktischen 
Geometrie  fest,  spricht  über  die  Erdoberfläche 9  als  Ellipsoid,  als  Engel  und 
als  Ebene  aufgefasst,  und  betrachtet  schliesslich  das  Metermaass,  dem  die 
älteren  Maasse  gegenübergestellt  werden.  Der  eigentliche  Inhalt  zerf&llt  in 
die  zwei  Abschnitte  „Vorstudien  aus  der  angewandten  Mathematik  and 
Physik"  und  „das  Feldmessen". 

Das  erste  Capitel  über  „die  Brechung  des  Lichtes  in  kugelförmig  be- 
grenzten Medien"  scheint  etwas  zu  ausführlich;  denn  wer  sich  mit  Physik 
beschäftigt  hat,  findet  diese  Ableitungen  in  seinem  Physikbuch;  wem  da- 
gegen die  physikalischen  Kenntnisse  fehlen,  der  wird  diese  Ableitungen 
nicht  yerstehen ,  weil  sie  für  ihn  wieder  zu  kurz  sind.  Der  Verfasser  Ifisst 
sich  sogar  verleiten,  die  Camera  obscura  und  das  menschliche  Auge  näher 
zu  beschreiben.  Auch  das  zweite  Capitel,  ;,das  Femrohr ''^  leidet  yielfach 
noch  an  zu  grosser  Ausführlichkeit.  An  die  Beschreibung  der  yerschiedenen 
Femröhre  y  Mikroskope  und  Oculare  schliesst  sich  ein  Capitel  über  Libellen 
und  deren  Anwendung  beim  Einstellen  von  Instrumenten  an.  Dem  Kreise 
und  der  Alhidade  ist  ein  besonderes  Capitel  gewidmet,  worin  auch  die  Ex- 
centricität  und  der  Theilungsfehler  behandelt  werden;  die  mannigfaltigen 
Ablesevorrichtungen ,  sowie  auch  verschiedene  Stativformen  werden  eingehend 
erörtert.  Nach  Besprechung  der  graphischen  und  mechanischen  Hilfsmittel 
beim  Rechnen  geht  der  Verfasser  zur  Theorie  der  Beobachtungsfehler  and 
deren  Ausgleichung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  über.  Diese 
Capitel  unterscheiden  sich  von  dem  im  Jahre  1883  erschienenen  Buche  des 
Verfassers:  ;,Omndzüge  der  Ausgleichungsrechnung ^,  dadurch,  dass  jetzt  die 
Kenntniss  der  Differential-  und  Integralrechnung,  sowie  die  Determinanten- 
theorie vorausgesetzt  wird.  An  zahlreichen  Beispielen  wird  die  praktische 
Verwendung  der  Ausgleichungstheorie  dargethan. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Studien  geht  der  Verfasser  im  zweiten  Ab- 
schnitt des  Buches  zum  eigentlichen  Gegenstand,  dem  Feldmessen  über. 
Der  junge  Oeometer  lernt  zunächst  die  Hilfsmittel  kennen,  die  zur  Messung 
von  Längen  und  zum  Abstecken  von  Winkeln  für  Coordinatenaufnahmen 
dienen;  sodann  wird  er  mit  den  verschiedenen  Anfnahmemethoden  bekannt 
gemacht.  Jedesmal  werden  die  vielfach  abgeänderten  Instrumente  genaa 
beschrieben,  ihre  Anwendung  an  Beispielen  durchgeführt  und  schliesslich 
die  Methoden  bezüglich  ihrer  Genauigkeit  und  ihrer  Verwendung  im  prak- 
tischen Leben  einander  gegenübergestellt.  Das  folgende  Capitel  beschäftigt 
sich  mit  dem  Entwerfen  und  Copiren  von  Plänen,  femer  mit  den  Hilfe- 
mitteln,  die  das  Letztere  erleichtem;  daran  schliesst  sich  die  Flächenbereeh- 
nung  und  die  Flächentheilung  an.  Die  beiden  letzten  Capitel  sind  hanpt* 
sächlich  den  Arbeiten  der  Bauingenieure  gewidmet,  das  eine  enthält  das 
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Abstecken  langer  gerader  Linien,  das  andere  die  Cnryenabstecknng.  An 
Beispielen,  die  sich  tbeils  auf  das  freie  Feld,  theils  auf  den  Bergbau  er- 
strecken, werden  verschiedene  Arten  dieser  Absteckungen  erläutert. 

Auf  zehn  Tafeln  sind  die  hervorragendsten  Instrumente  der  praktischen 
Geometrie  in  schönen  Holzschnitten  abgebildet,  so  dass  sich  jeder  ein  deut- 
liches Bild  davon  machen  kann. 

688  Seiten  theilen  sich  in  den  interessanten  Stoff,  der  in  klarer  Weise 
behandelt  ist.  Der  zweite  und  letzte  Theil  der  praktischen  Geometrie ,  der 
die  Höhenmessungen  behandelt,  wird  voraussichtlich  in  diesem  Jahre  noch 
erscheinen. 

Nicht  nur  dem  Anfl&nger,  sondern  auch  Denen,  die  vielleicht  nur  kurzen 
oder  mangelhaften  Unterricht  in  der  praktischen  Geometrie  erhalten  haben, 
möchte  dieses  Werk  bestens  empfohlen  sein.  ^  Nebel 


£.  WiLDA,  Beitrag  nur  Behandlung  der  meohaiuschen  Wärmelehre  an  , 
höheren  MaschinenfiudisolLalen.  Mit  2  Figurentafeln.  30  S. 
Veranlasst  zu  dieser  Abhandlung,  die  als  Beilage  zum  11.  Jahresbericht 
der  k.  k.  Staatsgewerbeschule  zu  Brunn  dient,  wurde  der  Verf.  durch  den 
von  Prof.  G.  Herrmann  in  Aachen  in  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher 
Ingenieure,  1884,  Nr.  44 — 46  veröffentlichten  Vortrag:  „Zur  graphischen 
Behandlung  der  mechanischen  Wärmetheorie.  ^  Verf.  geht;  von  den  physi- 
kalischen Grundlebren  aus,  spricht  über  die  Aequivalenz  von  Wftrme  und 
Arbeit,  über  innere  und  äussere  Arbeit  und  kommt  dann  zur  graphischen 
Darstellung  der  Wärme  durch  Wärmegewicht  und  Temperatur,  nach  welcher 
sich  die  wichtigen  Curven  der  adiabatischen  und  isothermischen  Zustands- 
ftnderungen  als  verticale  bezw.  horizontale  Gerade  ergeben.  Leider  werden 
die  beiden  Hauptsätze  der  mechanischen  Wärmetheorie  nicht  besonders  her- 
vorgehoben. Nach  der  graphischen  Darstellung  der  äusseren  Arbeit  behan- 
delt der  Verfasser  die  Zustandsändernngen  der  permanenten  Gase;  zunächst 
stellt  er  die  Erfahrungssätze  zusammen,  geht  dann  vom  allgemeinen  Falle 
der  Znstandsänderuug  zu  speciellen  Fällen  über.  —  Bei  der  Zuetandsände- 
rung  des  Wasserdampfes  stehen  die  Erfahrungsresultate  für  den  gesättigten 
Wasserdampf  an  der  Spitze,  denen  sich  die  Zustandsänderung  der  Dampf- 
mischungen mit  Bücksicht  auf  die  besonderen  Fälle  und  diejenige  des  über- 
hitzten Dampfes  anschliessen.  Den  letzten  Theil  bilden  die  Kreisprocesse, 
zunächst  die  umkehrbaren  und  die  nicht  umkehrbaren,  sodann  der  Kreis- 
process  der  calorischen  Maschinen  im  Allgemeinen  und  schliesslich  die  Luft- 
und  Dampfmaschinen,  —  Vielfach  bezieht  sich  der  Verf.  auf  seine  Curven- 
lehre  und  Statik  fester  Körper  (Verlag  von  Carl  Winiker  in  Brunn)  und 
8vf  seinen  Aufsatz:  y,Die  Curvenlehre  und  die  Mechanik  im  Lehrplan  der 
mechaaiischen  Abtheilung  der  höheren  Gewerbeschule^,  der  im  3.  Band  (1885) 
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als  Supplement  zum  Centralblatt  für  das  gewerbliche  ünterrichtswesen  in 
Oesterreich  erschienen  ist.  ^  Nkbbl. 


G.  WiEDBHANN,  Die  Lehre  yon  der  Elektricit&t  lY.  Bd.,  1.  u.  2.  Abth. 
Braunschweig,  Verlag  von  Friedr.  Yieweg  &  Sohn.     1885. 

Der  vierte  Band,  welcher  wegen  seiner  Grösse  in  zwei  Abtheilangen 
erschienen  ist,  bildet  den  Schlass  dieses  Werkes,  das  in  dieser  Zeitschrift 
früher  schon  besprochen  wurde.  Welchen  Nutzen  dieses  Werk  nicht  nur 
dem  Physiker,  sondern  auch  dem  wissenschaftlich  gebildeten  Elektriker 
bietet,  noch  einmal  hervorzuheben,  dürfte  wohl  überflüssig  sein. 

Der  vierte  Band  behandelt  die  Induction  und  das  elektrische  Verhalten 
der  Gase.  Daran  schliesst  sich  das  absolute  Maasssystem  und  ein  theore- 
tisches Schlusscapitel,  in  welchem  die  hypothetischen  Ansichten  über  das 
Wesen  und  die  Wirkungsweise  der  Elektricit&t  zusammengestellt  sind.  Durch 
die  Nachträge,  welche  zu  den  früher  erschienenen  Bänden  gemacht  sind, 
ist  die  gesammte,  bis  zum  Schluss  des  Jahres  1884  erschienene  Literator 
der  Elektricitätslehre  berücksichtigt.  Sowohl  ein  ausführliches  Inhaltsver- 
zeichniss,  als  auch  ein  Sach-  und  Namensregister  ermöglichen,  sich  in  die- 
sem umfangreichen  Werke  leicht  zurecht  zu  finden.  -n  ^^»^ 


J.  C.  Walbbber,  Anfangsgründe  der  Mechanik  fBster  Körper,  mit  üebungs- 
aufgaben.  München,  Verlag  von  Th.  Ackermann.  5.  Aufl.  1885. 
Preis  2  Mk.  40  Pf. 

Dies  kleine  Werkchen  zeigt  durch  seine  rasch  erfolgte  5.  Auflage,  dass 
es  gerne  beim  Unterricht  verwendet  wird.  Der  Orund  hierzu  liegt  wohl  in 
der  einfachen  Weise,  wie  der  Stoff  behandelt  ist,  so  dass  jeder  aufmerk- 
same Schüler  mit  einer  gewissen  Leichtigkeit  in  die  Mechanik  eingeflliirt 
wird.  —  Das  Oanze  zerfallt  in  drei  Abschnitte,  wovon  die  beiden  ersten 
die  Statik  und  Dynamik  behandeln,  während  der  dritte  eine  Sammlung  von 
270  hierzu  geeigneten  Aufgaben  enthält.  Die  Ausstattung  ist  eine  recht 
saubere  zu  nennen,  da  Druck  und  Figuren  sich  durch  ihre  Reinheit  ans- 

^^°'^«"-  B.  Nbbbl. 


SoHNCKB,  Der  Vrspmng  der  Oewitterelektrioitftt  und  der  gewöhnliehen 
Elektrioit&t  der  Atmosphäre.  Jena,  Verlag  von  6.  Fischer.  1885. 
Preis  1  Mk.  50  Pf. 

Im  ersten  Abschnitt  zeigt  der  Verfuser  an  der  Hand  von  Beohaeh- 
tungen ,  dass  die  Isotherme nflftche  Null  eine  verhSltnissmSssig  geringe  Ent- 
fernung von  der  Erdoberfläche  hat,  ferner,  dass  sie  sowohl  jährlichen,  als 

Digitized  by  %^KJKJWIS^ 


Becensioneii.  77 

anch  tfiglichen  periodischen  Schwankungen  unterworfen  ist,  die  sich  oft  in 
sehr  kurzer  Zeit  vollziehen.  Dass  die  Temperatur  kurz  vor  einem  Oewitter 
wesentlich  eine  niedrigere  ist,  folgt  aus  Beobachtungen,  die  zum  Theil  bei 
LuftfiE^rten,  zum  Theil  an  verschiedenen  Höhen  des  Schwarzwaldes  gemacht 
wurden.  Der  zweite  Abschnitt  behandelt  die  Eis  -  und  Wasserwolken ,  von 
denen  die  letzteren  sich  unter  den  ersteren  befinden.  Wie  die  Beschaffen- 
heit der  Wolken  beim  Ausbruch  eines  Gewitters  ist,  wird  im  dritten  Ab- 
schnitt dargethauy  und  zwar  zun&chst  bei  den  Wärmegewittem ,  sodann  auch 
bei  den  Wirbelgewittem ;  aus  beiden  Arten  von  Oewittem  folgt,  dass  bei 
jedem  Gewitter  in  der  gleichen  Höhe  Eis-  und  Wasserwolken  sich  befinden, 
die  mit  Reibung  aneinander  vorüberziehen  müssen.  Dass  aber  durch  die 
Beibung  von  Wassertröpfchen  an  Eis  eine  bedeutende  Elektricitätsmenge 
entsteht,  wird  im  vierten  Abschnitt  durch  eine  Reihe  von  Beobachtungen 
nachgewiesen.  Auf  Grund  dieser  Erscheinung  wird  im  fünften  Abschnitt 
als  wesentliche  Quelle  der  Gewitterelektricit&t  angegeben  die  durch  heftige 
Bewegung  von  Eis-  und  Wassertheilchen  hervorgerufene  Elektrisirung  dieser 
Theilchen,  woran  sich  eine  nähere  experimentelle  Begründung  dieser  An- 
nahme anschliesst.  Auf  Grund  dieser  Thatsaohe  sucht  der  Verfasser  im 
sechsten  Abschnitt,  die  gewöhnliche  Elektricität  der  Atmosphäre  auch  auf 
Reibung  der  Wassertröpfchen  mit  dem  Erdboden  und  mit  Eistheilchen  in 
der  Höhe  zurückzuführen.  Am  Schlüsse  finden  sich  noch  zwei  Beilagen  über 
Temperaturbeobachtungen  bei  Luftreisen  und  solche,  die  auf  dem  Schwarz* 
wald  ausgeführt  worden  sind.  g  Nbbbl 
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Historisch -literarische  AbtheUung. 


Die  Platonische  Zahl. 

Von 

Carl  Demme, 

Oberlehrer  am  Realgymnaeinm  in  Dreeden -Alti tadt. 


Hierzu  Tat.  II  Fig.  9-11. 


Im  achten  Buche  vom  Staate  befindet  sich  eine  Stelle,  die  dadurch 
eine  gewisse  Berühmtheit  erlangte ,  dass  es  den  Erklärern  Platonischer  Wei-ke 
nicht  gelingen  wollte,  für  dieselbe  eine  irgendwie  erträgliche  Deutung  zu 
finden.  Es  ist  diese  Stelle  dieselbe,  auf  deren  Dunkelheit  schon  Cicero 
in  einem  Briefe  an  den  Atticus  hinzielt:  „Äenigma  ...  plcme  non  inteUexi. 
Hst  enim  numero  Piatonis  ohscurior,  ^  (üeber  diesen  Ausspruch  dürfe  man  sich 
nnn  nicht  gerade  wundem,  meint  Schneider  in  seiner  1821  erschienenen 
Abhandlung  De  numero  Piatonis,  denn  Cicero,  welcher  der  erste  unter 
den  Römern  gewesen  sei,  der  Plato's  Schriften  und  Ansichten  verbreitete, 
habe  Manches  nicht  verstanden,  wofür  wir  heute  eine  passende  Erklärung 
besitzen.) 

Während  so  der  Eine  sich  ausser  Stande  erklärte,  das  Räthsel  zu  lösen, 
schien  es  für  Andere  nichts  Einfacheres  zu  geben.  In  der  That  finden  sich 
im  Alterthum,*  vornehmlich  bei  den  Neuplatonikern ,  derartige  Andeutungen 
über  den  Sinn  der  Stelle,  die  jedoch  nach  den  Auffassungen  aller  neueren 
Erklärer  keineswegs  den  Anspruch  machen  können,  auch  nur  in  Etwas  die 
Dunkelheit  gelichtet  zu  haben.  Auch  Aristoteles  hat  unsere  Stelle  er- 
wähnt find  kritisirt  (Polit.  1.  V,  cap.  X) ,  doch  ist  die  Aristotelische  Anfüh- 
rung so  knapp  gehalten ,  dass  sie  selbst  nur  für  den  verständlich  sein  wird, 
der  vorher  schon  den  Sinn  der  Platonischen  Worte  erfasste. 


*  Die  Angabe  des  Johannes  Bodinus,  dass  auch  Philo  Jadaeus  sich 
mit  der  Platonischen  Zahl  beschäftigt  und  in  seinem  Werke  De  vita  Moais  als 
Lösung  die  Zahl  &0  vorgeschlagen  habe,  bat  eich  nicht  bestätigt,  wie  schon 
Schneider  (Yariae  varioram  de  Piatonis  numero  opinioDes,  1821)  berichtigend 
hervorhebt,  wobei  er  erwähnt,  dass  (wie  es  auch  in  der  That  der  Fall  ii<t)  im 
dritten  Bache  De  Vita  Mosis  allerdings  die  Zahl  60  vorkomme,  welche  eine  sehr 
heilige  Zahl  sei  und  die  Bedeutung  des  ^rechtwinkligen  Dreiecks  in  sich  schliesse, 
welches  der  Anfang  der  Entstehung  von  Allem  sei,   aber  eine  Hindeutung  auf 

Plato  und  dessen  Zahl  sei  nirffends  zu  finden.  ^ r\r\n]{> 
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Wenn  nun  trotzdem  diese  Angaben,  die  ja  s&mmtlich  sehr  viel  an 
E[larheit  zn  wünschen  ttbrig  lassen,  im  Folgenden  zu  einer  neuen  üebejr- 
setzung  und  Deutung  verwendet  werden  sollen ,  so  wird  hierbei  diesen  An- 
gaben eine  grundlegende  Bedeutung  nur  insofern  beigemessen  werden  kön- 
nen, als  sie  bezeugen,  dass  die  den  einzelnen  Worten  des  Platonischen 
Textes  zu  gebenden  Deutungen  den  Anschauungen  der  alten  Griechen  nicht 
fremd  waren,  sondern  dass  im  Gegentheil  auch  diese  schon  Einzelheiten  in 
ähnlicher  Weise  aufgefasst  hatten,  wiewohl  ihnen  (Aristoteles  ausgenom- 
men) die  Deutung  der  ganzen  Stelle  nicht  gelungen  ist.  Nur  der  Aristo- 
telischen Anführung  lässt  sich  eine  solche  Auffassung  anpassen,  die  mit 
unserer  Erkl&rung  vollständig  übereinstimmt. 


Nachdem  Plato  im  Anfang  des  achten  Buches  entwickelt  hat,  dass  es 
ebensoviele  Staatsformen,  als  Seelenzust&nde  der  Individuen  geben  mfisse, 
bekennt  er  sich  im  weiteren  Verlaufe  des  Gesprächs  zu  der  Anschaunng, 
dass  die  Beschaffenheit  der  Machthaber  von  massgebendem  Einfluss  auf  die 
Beschaffenheit  des  ganzen  Staatswesens  sei. 

Nun  will  er  die  verschiedenen  Staatsformen  und  die  diesen  rücksicht- 
lich des  Seelenzustandes  entsprechenden  Menschen  einer  Betrachtung  unter- 
ziehen, wobei  er  es  für  das  Richtigste  hält,  aus  der  vollkommensten,  in 
Wirklichkeit  allerdings  nicht  vorhandenen  Staatsform  ihre  verschiedenen  Ent- 
artungen abzuleiten  und  dabei  zu  erklären ,  wie  eine  solche  Entartung  über- 
haupt möglich  sei,  indem  er  sagt  (Plato  ed.  Hermann  Bd.  IV  S.  235): 

„So  lasst  uns  also  versuchen,  anzugeben,  auf  welche  Weise  die  Timo- 
kratie  aus  der  Aristokratie  entstehen  könnte.  Oder  ist  es  etwa  einfach, 
dass  eine  Staatsform  sich  infolge  eines  Zwiespaltes  unter  seinen  Machthabeni 
ändert,  dagegen  bei  der  Einigkeit  derselben,  mag  ihre  Zahl  auch  eine  ge- 
ringe sein,  nicht  zu  erschüttern  ist?'^ 

1,9  So  verhält  es  sich  allerdings.  ^^ 

„Wie  wird  nun,  mein  lieber  Glaukon,  unser  Staat  erschüttert  werden 
und  wie  werden  die  Helfer  und  Herrscher  gegen  einander  und  gegen  sich 
selbst  in  Zwiespalt  geratheji?  Oder  willst  du,  dass  wir,  wie  Homer,  die 
Musen  bitten  sollen,  uns  anzugeben,  wie  denn  der  Zwiespalt  zuerst  ein- 
drang, und  sollen  wir  sagen,  dass  sie  scherzend  und  uns  wie  Kinder  neckend, 
tragisch  mit  grosssprecherischen  Worten,  als  ob  sie  mit  Ernst  und  Wflrde 
redeten,  uns  berichteten?'' 

„„Wie  denn?«« 

„So  etwa:  Es  ist  schwer,  dass  ein  so  vereinter  Staat  erschüttert 
werde,  aber  da  allem  Gewordenen  der  Untergang  bevorsteht,  so  kann  auch 
eine  derartige  Vereinigung  nicht  für  alle  Zeiten  dauern,  sondern  wird  sieh 
auflösen.     Die  Auflösung  aber  geschieht  in  folgender  Weise:  Nicht  nur  für 
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die  aus  der  Erde  sprossenden  Gewächse,  sondern  auch  unter  den  auf  der 
Erde  lebenden  Geschöpfen  findet  eine  Fruchtbarkeit  und  Unfruchtbarkeit  von 
Seele  und  Körper  statt,  wenn  die  UmwiQzungen  fttr  Jeden  die  Kreisläufe 
schliessen,  für  die  Kurzlebenden  die  kurzbahnigen ,  für  die  Entgegengesetz- 
ten die  entgegengesetzten.  Aber  die  Erzeugung  guter  Kinder  bei  eurem 
Geschlecht  und  die  Unfruchtbarkeit  desselben  werden  Die,  welche  ihr  zu 
Führern  des  Staates  erzogen  habt,  auch  wenn  sie  weise  sind,  nicht  in  höhe- 
rem Grade  durch  Ueberlegung,  verbunden  mit  Gefühl,  erreichen,  sondern 
dies  wird  über  sie  hinausgehen  und  sie  werden  einmal  Kinder  zeugen,  wenn 
sie  nicht  sollten.  Fffn  6i  d'sito  fiiv  ysvvqx^  ntglodog^  ijv  agi^iAog  ntgir 
kafißavn  xiktiogy  av&Qfoittlai  öi  iv  iS  te^iutq)  av^flang  övvafiBval  tc  xai 
6vva6Tiv6(jiivaij  TQSig  anoaxdöHg^  xhxaqag  ii  OQOvg  Xaßovcat  6(A0iovvxfx>v 
TS  xol  avofiotovvxmv  xol  av^ovxiav  xal  g>^iv6vxmv^  navxa  nQoCr^yoQa  koI 
^T«  uQog  SlkriXa  aniq)rivav'  »v  htixqtxog  wv^fiijv  nffindSi  av^vy^lg  ovo 
uQfiovlag  nagiiixai  xglg  av^ti^sig^  xrjv  (liv  tarjv  lad%tgy  inaxov  TOöttvxdutgy 
Tijv  öi  Ico^xfjxrj  fiiv  tiJ,  ngofii^nrj  8i^  ixaxov  f.ihv  dgi^fimv  dno  dioficr^iov 
^i}TG9V  Tttiinddogy  ösofiivoDv  ivog  Ixofffroov,  d^gijtav  8i  dvilvy  ixaxov  de 
nvßmv  xQidÖog.  ^viimxg  öh  ovxog  dgi^iiog  yfmfitxgiKog  xoiovxov  xvgtog^ 
aiiHvovtov  Tc  xal  ibiq6v(öv  ysviafcov^  Sg  orav  ayvorjoavTsg  vfiiv  ot  tpvkantg 
avvoixi^CDai  vvfAtpag  vv(iq>loig  naga  xaigov^  ovx  fvtpvslg  ovo'  evxvxsTg  natöeg 
fcjovTttt*  von  diesen  werden  die  Vorgänger  zwar  die  besten  zu  Herrschern 
bestimmen,  dieselben  werden  jedoch,  wenn  sie  dessen  unwürdig  zur  Macht 
ihrer  Väter  gelangt  sind,  zunächst  damit  anfangen,  sich  nicht  um  uns  zu 
kümmern,  indem  sie  die  musische  Kunst  weniger  als  nöthig  achten,  woher 
aoch  die  Jünglinge  der  Musik  mehr  und  mehr  entfremdet  werden.  Infolge 
dessen  werden  Herrscher  eingesetzt  werden ,  die  nicht  sehr  achtsam  sind  in 
der  Prüfung  der  auch  bei  euch  stattfindenden  Geschlechter  des  Hesiod,  des 
goldenen  und  silbernen  und  ehernen  %nd  eisernen;  indem  sich  aber  das 
Eisen  mit  dem  Silber  und  das  Erz  mit  dem  Gold  vermischt,  wird  unter 
ihnen  eine  Ungleichheit  und  ungefüge  Ungleichförmigkeit  entstehen ,  welche, 
wo  sie  auftreten,  immer  Krieg  und  Feindschaft  erzeugen.** 

„„Und  wir  werden,   sagte  er,   zugeben,  dass  ihre  Antwort  die  rich- 
tige ist.«" 

„Das  ist  doch  auch  nöthig,  meinte  ich,  da  sie  doch  Musen  sind.^ 
„„Was  nun,  fragte  er,  geben  die  Musen  über  die  folgende  Zeit  an?** ** 
„Nachdem  nun  die  Zwietracht  eingetreten  ist,  drängen  die  einen  beiden 
Geschlechter,  das  eiserne  und  das  eherne ,  nach  Gelderwerb ,  nach  dem  Besitz 
▼on  Land  und  Haus,  von  Gold  und  Silber,  die  anderen  beiden  aber,  das 
goldene  und  das  silberne  Geschlecht,  führen,  da  sie  nicht  bedürftig,  son- 
dern von  Natur  reich  sind,  die  Seelen  zur  Tugend  und  zur  alten  Verfas- 
sung hin. 

Indem  sie  aber  Gewalt  übten  und  gegen  einander  auftraten,   verstän- 
digten sie  sich  darüber,   Land  und  Häuser  zu  vertheilen  und  zum  Privat- 
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eigenthum  zu  machen  und,  indem  sie  Die,  welche  früher  von  ihnen  als 
freie  Freunde  und  Emfthrer  bewacht  wurden,  durch  Unterdrückung  theils 
zu  ihren  Schützlingen,  theils  zu  Scla^en  machten,  ftir  ihre  eigene  Person 
die  Sorge  um  Krieg  und  die  Bewachung  derselben  zu  übernehmen.*' 

„„Es  leuchtet  mir  ein,  sagte  er,  dass  diese  Aenderung  daher  entsteht** 

„Stünde  aber  nun,  fragte  ich,  diese  Staatsyerfiassung  nicht  etwa  in  der 
Mitte  zwischen  Aristokratie  und  Oligarchie?*' 

„„Allerdings."" 

In  Betreff  des  griechischen  Textes  w&re  zunächst  zu  erwShnen,  dass 
in  den  älteren  Ausgaben  allgemein  anoxatacraösig  für  anoara^ng^  sowie 
7i^0fii/x£i  und  Tcsfinaömv  für  nQOfifJKi/i  bezw.  ntfAnaÖog  gelesen  wurde. 

(J.  Bekkeri  in  Platonem  a  se  editum  commentaria  critica  führen  zwSlf 
Codices  für  den  Staat  an.  Von  diesen  enthalten  yier  MOKCtraazdetig  ftr 
anoataaeig;  in  zehn  Codicibus  ist  ngofifjxti  statt  Tf^oft^xi/  zu  lesen  und  ftnf 
Codices,  darunter  die  vier,  in  welchen  anoKOtacraang  steht,  haben  nsfi- 
naÖav  für  nifinaSog,) 

Wenn  auch  die  verschiedenen  Lesarten  der  beiden  letzten  Worte  eine 
wesentliche  Verschiedenheit  in  den  Erklärungen  nicht  herbeiführen  können, 
so  liegt  die  Sache  doch  ganz  anders  bei  dem  ersten  Worte.  Wir  werden 
uns  bei  unserer  Erklärung  für  die  älteren  Lesarten  entscheiden  aus  Qrfin- 
den,  die  bei  der  Behandlung  der  betreffenden  Stellen  ersichtlich  sind. 


An  der  fraglichen  Stelle  spricht  nun  Plato  zuerst  von  einer  vollkom- 
menen Zahl,  von  der  er  sagt;  „Es  giebt  für  das  göttlich  Erzeugte  einen 
Kreislauf,  welchen  die  vollkommene  Zahl  nmschliesst.^ 

Das  Gebiet  der  vollkommenen  Eahlen  war  im  Alterthum  ein  sehr  be- 
deutendes, da  der  Begriff  des  Vollkommenen  an  sich  kein  bestimmter  war. 
Man  nannte  die  verschiedenartigsten  Zahlen  aus  den  verschiedensten  Grün- 
den vollkommene,  so  dass  man  höchstens  sagen  könnte:  die  griechischen 
Mathematiker  nannten  diejenigen  Zahlen  vollkommene,  welche  irgend  eine 
den  Mathematikern  besonders  rühmenswerth  erscheinende  Eigenthümliehkeit 
besassen.  Die  Auffindung  der  einzelnen  vollkommenen  Zahlen  gehört  frei- 
lich ganz  verschiedenen  Zeiten  an.  So  kennt  Plutarch  als  erste  voll- 
kommene Zahl  die  Drei,  welche  Anfang,  Mitte  und  Ende  habe  (Plutarchi 
quaest.  conviv.  Über  IX  qu.  lU:  Kai  fiijv  6  navxmv  o^i^ficov  nQwtog  tHho^ 
1/  ftiv  TQiag^  <og  igxi^v  xal  fiinov  iiovöa  xcri  rilog),  während  nach  Niko- 
mach  US  Gerasenus  schon  die  Eins,  da  sie  —  allerdings  nur  in  über- 
tragener Bedeutung  —  ihren  TheiJen  gleich  sei,  als  vollkommene  Zahl  anf- 
gefasst  werden  kann  (Nicomachus  Gerasenus,  c.  16:  Sna^  yaQ  Iv  novai- 
Tikila  Squ  hxl  ivvafAH  i}  iiovdg'  Tai}  yccQ  roig  ISloig  fiigiGi  xora  övvafuv 
avxfif  oi  6*  SXloi  xav   ivi^Hctv,) 
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Die  Erklärang,  auf  welche  hier  von  Nikomachus  angespielt  wird, 
ist  die  der  vollkommenen  Zahlen  im  Gregensatz  zu  den  ttberschiessenden  und 
mangelhaften  Zahlen,  wobei  solche  Zahlen,  die  gleich  der  Snmme  ihrer  ali- 
quoten Theile  sind,  vollkommene  Zahlen,  dagegen  solche,  die  kleiner  oder 
grösser  als  die  Summe  ihrer  aliquoten  Theil  sind,  überschiessende,  bezw. 
mangelhafte  Zahlen  genannt  werden.  Hiemach  würden  z.  B.  6  =  1+2  +  3 
als  vollkommene  Zahl,  dagegen  12  <1  1+2  +  3  +  4  +  6  als  überschiessende 
und  10>l  +  2  +  5  als  mangelhafte  Zahl  zu  gelten  haben.  (Theon  Smjr- 
naeus  ed.  Hiller  S.  45.) 

Auch  die  Tier,  das  erste  Quadrat  in  der  Zahlenreihe,  wurde  als  voll- 
kommene Zahl  betrachtet  (Johannes  Protospatharius  ad  Hesiodi  dies  V.  797 : 
Tekiui  Sga  if  zErgdg  xai  a^ia  ri^fiaadai  xorl  iriiiato  de  naga  xoZg  ilv^cr- 
yoQfioig),  und  in  ähnlicher  Weise  hatten  Andere  wieder  an  der  Sieben ,  der 
Acht,  der  Neun  und  vielen  anderen  Zahlen  Zeichen  der  Vollkommenheit 
entdeckt.  Sobald  aber,  zumal  bei  den  PjthagorSem,  von  dem  Vollkommenen 
oder  der  vollkommenen  Zahl  überhaupt,  die  Bede  war,  hatte  man  keine  von 
den  ebengenannten  vollkommenen  Zahlen  im  Auge,  man  dachte  dann  viel- 
mehr an  die  Zahl,  die  solche  Summanden  umfasst,  deren  Verhältnisse  zu 
sammen  genommen  nach  Pythagoreischer  Ansicht  gewissermassen  als  ein- 
faches und  dabei  doch  charakteristisches  Zahlenbild  aller  Vorgänge  in  der 
Natur  gelten  konnten,  so  dass  sie  von  den  Pjthagoräern  wohl  selbst  auch 
mit  dem  Namen  Kosmos  bezeichnet  wurde.  Wir  meinen  die  Zehnzahl,  die, 
wie  Theon  Smjrnaeus  berichtet,  die  erste  Tetraktjs  umfasst  (10=1 
+  2  +  3  +  4),  welche  von  Pythagoras  selbst  herrühren  soll.  (Theon 
Smjrnaeus  ed.  Hill  er,  S.  93:  rijv  fikv  yag  xttQttKtvv  awiarrfaiv  if  ÖBKag. 
?v  ydg  xcri  ß'  xai  /  xofl  d'  i'  a  ß'y  d\  iv  Si  tovTOtg  tolg  agt^fiolg  loxiv 
rj  xt  8id  Tscodgciv  aviiqxovla  iv  iniTglzGi  Xoyca  xol  ti  did  nivTS  iv  i^fAioXla} 
xal  rj  8itt  naamv  iv  ömkacla}  xoi  i;  6\g  dta  naccSv  iv  mgcenkaalci}  ^  i|  mv 
oviiTilriQOVTai  ro  dfiexdßoXov  didygoupta,  xoiecvxti  (iiv  iv  fiovtfixij  xixgaxxvg 
xara  avv&eötv  ovöct^  initirl  ivxog  avrijg  naöai  at  avfiqxavlai  BVQlaxovtai, 
ov  dtd  xovTO  ÖS  fiovov  ndöi  xoig  nv^ayogmolg  itgoxtxifirixai^  dkV  inel  xal 
6oxct  xtIv  xmv  okmv  (pvöiv  avvixuV  f<io  xol  ogxog  ^v  ctvxoig 
ov  (id  xov  dii£xiga  ilrv^a  nagaSovxa  xExgaxxvv, 
naydv  dsvdov  q>vif€(og  ^i^afid  x  S%ov<iav> 

xov  nctgadovxa  üv^ayogav  kiyovaiVj  insl  SoxbZ  xovxov  tvgri(ia  6  negl 
avtrjg  Xoyog,  Man  vergleiche  femer  hierzu  Porphyrius,  Vita  Pythagorae, 
c.  52 :  dco  xal  xiXfiov  dgi^fiov  xov  öixa  dvat  Xiyovaiv  [sc.  o{  Uv^ayognoi] 
fittUov  Si  xtXsioxaxov  ditdvxmv^  ndaav  diaq)ogdv  dgi^fiov  xal  nav  slöog 
Idyov  xal  dvaXoylccv  iv  iavxm  nBgiitXfi<p6x(x ,  sowie  Theologumena  arithme- 
ticae  ed.  Ast,  S.  59:  nfgl  SsKaöog:  diontg  xovg  xor' ovri/v  Xoyovg  ^vfitpai' 
vovg  iiovva  xa  du  ovgavov  fiixgi  yqg  oXooyfgicxtgov  xb  xal  xora  (iigog 
tvgicxBxai  xal  SiaKBXoafififiiva  %at  avxi^v.  ^lonBg  xal  iffcovoftoj^ov  ttvxrjv 
i>BoXoyovvxBg  ot  üv^ayogiKOi  noxi  {ibv  xotf^ov  noii  dl  ovgavov ,..) 
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Anch  Aristoteles  erwähnt  an  mehreren  Stellen  der  Zehn  als  der 
vollkommenen  Zahl  (Metaphysik  A,  5;  M,  8),  und  da  uns  von  verschiede- 
nen Schriftstellern  ausdrücklich  angegeben  wird,  dass  Plato  in  vielen 
Dingen,  nach  anderen  sogar  in  allen,  den  Pythagorftem  folgte,  so  dOrfte 
der  Schluss  wohl  nicht  gerade  gewagt  erscheinen,  dass  er  unter  der  voll- 
kommenen Zahl  hier  die  ja  allgemein  als  vollkommene  Zahl  angenommene 
Zehnzahl  gemeint  habe. 

Zwar  gab  es  im  Alterthum  anch  Solche  und  sogar  unter  den  Pytba- 
gorttern,  die  der  Siebenzahl  den  Vorzug  vor  der  Zehn  gaben;  indess  kam 
dies  doch  wohl  nur  ganz  vereinzelt  vor.  So  schreibt  Sjrianns  in  seinen 
Scholien  zu  Aristoteles  {ZvQiavov  tov  ^iXo^ivov  Big  to  N  rdv  fitta  ri 
(pvaixo :  intl  öi  ÜQmQog  fnkv  6  nv^ayoQtiog  noXXa  xai  tfcftva  %a\  ^{onQm^ 
nsQl  inxdSog  tlitmv  ovdifiia  roiavti^  Z^^^^^  anoioCBi^  it(xwai  öi  ifvvitmg 
onag  ^  q>v0ig  6i  inta  hmv  fj  firivmv  ri  vjAtgmv  nkuota  zoiovxcsfv  n^^ft- 
tmv  xtkBioi  fj  fiitaßäXktiy  SXXoi  dh  mgi  ÖBxaiog  öutXix^BvxBg  Utiiav  avt^g 
Tfjv  XI  iv  n€ivx\  xm  ^ilo)  yBvirix^  ßaciXiittv  %al  xt^v  iv  xoig  xa^'  hiairra  xmw 
q:v6ixtSv  Igyrnv  htwgaxBiav  etc.)  „Während  aber  Prorus  der  Pythagorter, 
der  vieles  Ernste  und  eines  Gottes  Würdige  über  die  Sieben  gesprochen, 
sich  keiner  derartigen  ErzShIung  bedient,  aber  in  verständlicher  Weise  zeigt, 
wie  die  Natur  in  sieben  Jahren  oder  Monaten  oder  Tagen  die  meisten  der- 
artigen Dinge  vollbringt  oder  ändert,  haben  Andere  in  ihren  Erwägungen  über 
die  Zehnzahl  die  Herrschaft  derselben  bei  allem  göttlich  Erzeugten  gezeigt  und 
ihren  Einfluss  bei  dem ,  was  sich  auf  jeden  Vorgang  in  der  Natur  bezieht* 

Hier  wird  also  gerades;u  die  Zehnzahl  mit  dem  göttlich  Erzeugten  in 
Verbindung  gebracht,  ein  Grund  mehr  für  uns,  an  der  schon  oben  an- 
gegebenen Folgerung  festzuhalten. 


Im  Gegensatz  zu  dieser  vollkommenen  Zahl  für  das  göttlich  Erzeugte 
stellt  Plato  in  den  folgenden  Worten  eine  zweite  Zahl  für  das  menschlich 
Erzeugte  auf.  In  der  Beschreibung  derselben  heben  sich  deutlich  zwei 
Theile  von  einander  ab,  deren  erster  die  Zahl  im  AUgemeinen  und  deren 
zweiter  Theil  die  Zahl  im  Besondern  behandelt.  In  diesem  zweiten  Theile 
{(ov  inlxQixog  nv^urlv  ...  r^^cr^o^)  ist  der  Objectsaccusativ  ivo  ag^ioviag  ^oji 
dem  folgenden  itaQixBxat  abhängig.  Diese  beiden  Harmonien  werden  nSher 
bezeichnet  durch  die  einander  gegenüber  gestellten  Ausdrücke  xtjv  iih  ... 
T^v  Si  ...  Die  zweite  Harmonie  wird  wieder  in  zwei  Theile  getheilt,  von 
denen  der  eine  Icofiiixrigf  der  andere  nQO(iijxtig  genannt  wird,  noch  dent- 
licher  unterschieden  durch  die  Beifügungen  von  fiiv  und  iL  Bis  hieiher 
befinden  wir  uns  ganz  in  Uebereinstimmung  mit  den  meisten  ErUären. 
Beachtet  man  nun  femer,  dass  diesen  iiiv  und  ii  ein  zweites  (liv  und  it 
in  i%axov  fif.v  ...  ixaxav  di  ...  entspricht,  so  liegt  wohl  der  Gedanke  nahe, 
dass  diese  Satztheile  nichts  Anderes,  als  erläuternde  Beifügungen  und  iwv 
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ixctxov  fiiv  ...  ftlr  die  Worte  laofAtjxri  iiiv,  and  horcov  ^i  ...  für  die  Worte 
TiJ  TT^ofiijxci  di  sind.  Dann  müssen  aber  beide  Ixotov  Accnsativ  and  zwar 
mit  abhängig  von  Tcagiisrai  sein. 

Aach  in  den  die  erste  Harmonie  erlttatemden  Worten  ti^v  fiev  tariv 
löaKigy  IxoTov  xoaavTaKig  kommt  die  Zahl  Hundert  vor.  Fasst  man  diese 
in  ähnlicher  Weise  als  das  Resultat  von  ti^v  fihv  foi^v  laaxig^  toöavramg 
anf ,  80  hätte  also  Plato  an  dieser  Stelle  nicht  mehr  wie  dreimal  das  Er- 
gebniss  Hundert  angegeben. 

Doch  wollen  wir,  ehe  wir  weitere  Schlussfolgerungen  ziehen,  erst  den 
allgemeinen  Theil  zu  erklären  versuchen,  der  in  den  Worten  av&QmnBim 
di  (sc.  iari  nsplodog  i]v  agid-fiog  rctQikaiißdvu)  iv  oJ  TtgcizGi  av^i^asig  Svva- 
fitvai  TB  xoi  6vvcicxivo^Bvcii  ...  aniq>fivav  enthalten  ist. 

TtQoirco  bezieht  sich  offenbar  auf  dgi^iiog,  so  dass  also  den  Kreislauf 
fQr  das  menschlich  Erzeugte  die  erste  Zahl  (in  der  Zahlenreihe)  einschliesst, 
in  der  die  nachstehend  erwähnten  Eigenschaften  zu  Tage  treten. 

Mit  dem  Worte  av^rjaig  bezeichnete  der  Grieche  ein  Wachsen,  Zunehmen, 
Vermehren.  In  dieser  Bedeutung  kommt  das  Wort  auch  bei  Plato  wieder- 
holt vor,  z.  6.  Plai  Phaedon  71  B  und  Plat.  leges  10  p.  897A,  woselbst 
av^fjötg  und  q>&lüig  gegenüber  gestellt  werden,  wofür  sich  bei  Proklus 
av^viaig  und  fificaaig  oder  auch  iXkdtonaig  findet. 

Im  Timaeus  hebt  Plato  von  den  rechtwinkligen  Dreiecken  zwei  be- 
sonders hervor,  als  Grundlage  bei  der  Bildung  der  körperlichen  Gestalt  des 
Feuers  und  der  anderen  Dinge,  nämlich  einerseits  das  gleichschenklige, 
andererseits  dasjenige ,  bei  dem  die  grössere  Kathete  immer  in  quadratischer 
Beziehung  (xora  övvafLiv)  das  Dreifache  der  kleineren  betrage. 

In  demselben  Sinne  verwendet  Plutarch  öwafisvog,  indem  er  sagt: 
(Plutarchi  de  defectu  oraculorum  c.  36:  ...  if  ntvtag  Ttgoirij  8h  foov  Svva- 
(livri  toig  ngo  avtilg  oval  x6  xaHiarov  tcov  OQ^oymvimv  TQiycivcav  awi* 
otYjai  ...),  „dass  die  Zahl  Fünf,  welche  als  die  erste  in  der  Zahlenreihe 
das  Gleiche  vermöge  wie  die  beiden  vorhergehenden  Zahlen,  das  schönste 
der  rechtwinkligen  Dreiecke  entstehen  lasse",  womit  er  das  Dreieck  mit  den 
Seiten  3,  4  und  5  meint,  was  er  an  einer  andern  Stelle  ausdrücklich  her- 
vorhebt, woselbst  er  berichtet  (Plutarchi  de  Iside  et  Osiride,  c.  54: 
AlyvTcrlovg  6*  Sv  rig  (UdüiiB  tcSv  xgiyciv(ov  ro  xdXkiazov^  (lahöra  tovtco  Xfjv 
tov  noLvxog  q>veiv  oiioiovvxag^  ä  xcrl  IlXcixmv  iv  x'g  nolixsla  ionBi  xovxo} 
nQoaHBXQTJaOm  ^  xo  yafiijAtov  öiaYQaniia  ovvxdxxcav.  S^bi  d^  i%Blvo  xo  xqI- 
Y<ovov  xQttSv  Tijv  ngog  o^^/ov,  xal  xBxaQQCSv  ttJv  ßdaiv,  xal  nSvxB  xrjv  vno- 
tBivovaav  Xaov  xaig  nBQifXOvcaig  dwafiivtiv'  BlnaCxhv  ovv  tifv  filv  ngog 
OQd'ug  S^^BVij  xrjv  öi  ßaGiv  &riXtia^  tijv  Öb  vnoxBlvovaav  afiq)oiv  iyyovG)): 
»Die  Aegjpter  verglichen  vermuthlich  die  Natur  des  Weltalls  mit  dem  schön- 
sten der  Dreiecke,  welches  auch  Plato  in  seinem  Staate  gebraucht  zu  haben 
scheint  da,  wo  er  die  Hochzeitsfigur  zusammenstellt.  Es  hat  jenes  Dreieck 
die  Senkrechte  3,   die  Basis  4  und  die  Hypotenuse  5,   welche  das  Gleiche 
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vermag  wie  die  heiden  Katheten.  Man  kann  nun  die  Senkrechte  mit  dem 
Männlichen,  die  Basis  mit  dem  Weiblichen  und  die  Hypotenuse  mit  dem 
▼on  beiden  Gezeugten  vergleichen."  Dass  hier  övva(A(vog  auf  die  quadra- 
tische Beziehung  hindeuten  soll ,  ergiebt  sich  deutlich  bei  der  Vergleichung 
unserer  erstgenannten  Plutarch  -  Stelle  mit  folgender  Stelle  in  den  Tbeo- 
logumenis  arithmeticae,  c.  5,  nfgl  Tttvrados  (to  ano  tov  i  ngmrov  m^a- 
yoüvov  Xgov  övat  mgaycivoiSy  tg9  ts  ano  roov  /  xal  tm  ano  tmv  6')^  an 
der  es  heisst :  Das  Quadrat  über  der  5  ist  das  erste  Quadrat  in  der  Zahlen- 
reihe, welches  gleich  zwei  anderen  Quadraten  ist,  nämlich  dem  über  der 
Drei  und  dem  über  der  Vier  zusammengenommen. 

Das  Wort  öwanivti  tritt  an  beiden  oben  bezeichneten  Stellen  bei  Plu- 
tarch als  Beiwort  der  Hypotenuse  auf.  (Man  vergl.  auch  Porphyrios, 
Vita  Pyth.,  c.  36:  ...  i^^vgciv  tov  oQ^oyonviov  rtjv  vnordvovaav  Xaov  dwa- 
fiiVTiv  xalg  7t fQiBxov 6mg),  Hiermit  stimmt  auch  überein,  was  Alexander 
Aphrodisiensis  über  die  Fünfheit  berichtet,  indem  er  Folgendes  angiebt: 
(Alex.  Aphrod.  schol.  graec.  in  Arist.  metaphys.  coli.  Brandis  Berolini  1836, 
S.  561 :  ovix/av  Öi  q)aaiv  vno  töv  IIv^ayoQflmv  XiyBC^at  rijv  nBvraöay  xovro 
di  oTi  TdSv  OQ^oyfovimv  TQiydvmv  rmv  j^ovriav  Qfitag  ra^  nXBVQttg  jcq^tov 
iau  ro5v  nsQisxovöav  6g9viv  yaviav  nlsvQaV  if  iilv  rgimv,  17  6h  tirxagmr, 
if  öl  viiotüvovca  nivxf,  inst  Toivvv  tj  vnoxBlvavöa  Xaov  ivvazai  aiKpo- 
xigaig  SfAUj  öia  tovxo  1/  {ihv  dvvofiivi}  naXnxai^  at  de  6vva0xfvo(i£vai^  xort 
hxt  nivxt.)  „Man  sagt,  dass  die  Fünfheit  von  den  Pythagoräem  unbesieg- 
bar genannt  werde,  deshalb,  weil  sie  das  erste  von  den  rechtwinkligen 
Dreiecken  mit  rationalen  Seiten  darstellt,  wobei  die  eine  der  Katheten  3, 
die  andere  4  und  die  Hypotenuse  5  betrage.  Da  nun  die  Hypotenuse  das 
Gleiche  vermag,  wie  die  beiden  Katheten  zusammen  genommen,  so  heisst 
erstere  dvvaiiivtij  letztere  aber  werden  övvaax$v6fABvai  genannt,  und  zwar 
beträgt  jene  ö" 

Hiemach  würden  also  crt7|if0{i^  dvvafiBval  xt  xal  5vvaaxBv6(iBV€ii  derart 
zu  deuten  sein,  dass  Vermehrungen  der  Hypotenuse  5  und  der  Katheten 
3  und  4  stattfinden  sollen,  so  dass  auch  zwischen  vermehrter  Hypotenuse 
und  vermehrten  Katheten  potenzielle  Beziehungen  bestehen  bleiben. 

Eine  Angabe  des  Proklus,  in  welcher  die  Worte  övva^iBvat  %ai  dv- 
vacxBvoiiBvat  erwähnt  werden,  enthält  zwar  keine  directe  Bestätigung  dieser 
Auffassung,  doch  scheint  sie  uns  aus  einem  andern  Grunde  wichtig  genug, 
dass  wir  sie  hier  anftlhren.  Es  heisst  nämlich  in  der  Vorrede  des  Commen- 
tars  zum  ersten  Buche  des  Euklid:  „Die  Gleichheit  und  Ungleichheit  der 
Verhältnisse  kommt  in  allen  mathematischen  Gebieten  vor,  denn  wir  nennen 
die  Figuren  theils  ähnlich,  theils  unähnlich  und  ebenso  die  Zahlen  theils 
ähnlich,  theils  unähnlich.  Und  Alles,  was  sich  in  Bezug  auf  potenzielle 
Beziehungen  zeigt,  gehört  in  gleicher  Weise  der  ganzen  Mathematik  an,  das 
Vorkommen  der  öwafiiviov  sowohl,  wie  das  der  iwacxevofiiviov.  (xcri  off« 
xcrro  xag  SwofiBig  avaipalytvai  Jtaaiv  ojuoccd^  ngoci^xBi  xolg  fia^fiaai,  t«v 
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niv  öwa^iivoav  rcJv  öl  öwctözivonivc^v,)  und  dieses  widmete  Sokrates 
im  9 Staate"  den  grosssprecherischen  Musen,  indem  er  das  Gemeinsame  der 
ganzen  mathematischen  Wissenschaften  zusammenfasste  und  sich  dasselbe  in 
den  angegebenen  Zahlen  vorstellte,  aus  denen  dann  die  Maasse  des  Ge- 
deihens und  Missrathens  hervorgehen.**  Wenn  nun  Proklus  davon  spricht, 
dass  potenzielle  Beziehungen  in  der  ganzen  Mathematik  vorkämen,  sowie 
dass  Sokrates  sich  diese  der  Geometiie  und  Arithmetik  gemeinsamen  Be- 
ziehungen in  den  angegebenen  Zahlen  vorgestellt  habe,  so  hat  er  offenbar 
damit  andeuten  wollen,  dass  Sokrates  zunächst  nur  Figuren  mit  ratio- 
nalen Seiten,  zwischen  denen  potenzielle  Beziehungen  stattfanden,  im  Auge 
gehabt  habe. 

Die  hier  in  Frage  kommenden  Beziehungen  zwischen  den  Seiten  einer 
Figur  können  aber  nur  die  Beziehungen  zwischen  den  Seiten  rechtwinkliger 
Dreiecke  gewesen  sein,  an  deren  Untersuchung  sich  auch  Plato  mit  Erfolg 
betheiligt  hatte.  Besitzen  wir  doch  von  ihm  eine  Begel,  um  Zahlen  zu 
finden,  welche  als  Seiten  rechtwinkliger  Dreiecke  gezeiohnet  werden  könnten. 
Schon  vor  ihm  hatte  Pythagoras  eine  ähnliche  Regel  aufgestellt.  Pro- 
klus  berichtet  über  diese  beiden  Regeln  Folgendes:  „Die  Regel  des  Pjtha-  / 
goras  geht  von  der  ungeraden  Zahl  aus.  Er  setzt  nämlich  die  ungerade 
Zahl  als  kleinere  Kathete,  die  Hälfte  des  um  eine  Einheit  verminderten 
Quadrates  der  kleineren  Kathete  als  grössere  Kathete  und  findet  dann  die 
Hypotenuse  durch  Hinzufdgung  einer  Einheit  zur  grösseren  Kathete.  Be- 
ginnt man  z.  B.  mit  der  Zahl  3,  so  erhält  man  als  Quadrat  derselben  9 
und  als  Hälfte  des  um  eine  Einheit  verminderten  Quadrates  4,  sowie  als 
Hypotenuse  5,  mithin  die  Zahlen  3,  4  und  5  als  Seiten  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks.  Im  Gegensatz  zu  Pythagoras  ging  Plato  von  der  ge- 
raden Zahl  aus.  Er  betrachtete  die  gerade  Zahl  als  die  eine  der  Katheten, 
das  um  eine  Einheit  vermehrte  Quadrat  der  halben  Kathete  als  Hypotenuse, 
dagegen  das  um  eine  Einheit  verminderte  Quadrat  der  halben  Kathete  als 
andere  Kathete.  Geht  man  von  der  Zahl  4  aus,  so  erhält  man  als  Hälfte 
derselben  die  Zahl  2  und  als  Quadrat  dieser  Hälfte  die  Zahl  4.  Die  Ver- 
minderung um  eine  Einheit  ftlhrt  auf  die  Zahl  3,  dagegen  findet  man  durch 
Vermehrung  des  Quadrates  4  um  eine  Einheit  die  Zahl  5  und  somit  das- 
selbe Dreieck  wie  vorher." 

Diese  Hypotenuse  5,  die  hier  in  beiden  Regeln  als  Zahlenbeispiel  auf- 
tritt, ist  die  kleinste,  welche  bei  rechtwinkligen  Dreiecken  mit  rationalen 
Seiten  möglich  ist,  zugleich  diejenige,  die  nach  Alezander  Aphrodi- 
siensis  das  Beiwort  Svvaiiivri  besitzt;  die  nächstgrössere,  also  die  erste 
vermehrte  Hypotenuse  ist  die  Hypotenuse  10,  welcher  die  Katheten  8  und  6 
entsprechen.  Die  potenzielle  Beziehung  zwischen  diesen  vermehrten  Grössen 
würde  in  modemer  Weise  durch  die  Gleichung  10' =  6* +  8*  dargestellt 
werden,  bei  der  beide  Seiten  den  Werth  100  besitzen«  Soll  aber  in  einer 
einzigen  Zahl  diese  Beziehung  zum  Ausdruck  gelangen,  so  kann  diese  Zahl 
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nur  die  Zahl  100  sein,  welche  sowohl  das  Hjpotenusenquadrat,  als  aach 
die  entsprechenden  Kathetenqaadrate  umfasst:  mithin  ist  100  die  erste  Zahl 
in  der  Zahlenreihe,  in  welcher  sich  die  potenziellen  Beziehungen  zwischen 
vermehrter  Hypotenuse  und  vermehrten  Katheten,  wenn  man  nur  Dreiecke 
mit  rationalen  Seiten  im  Auge  hat,  zeigen. 

Diese  av^fjösig  iwaiiBvai  re  xcrl  dvvaavsvofievat  zeigen  sich,  nachdem 
sie  TQtlg  anonaxa^zcianq ,  xhöotgag  de  oQOvg  genommen  haben. 

Frühere  Erklttrer  sahen  die  av^rjcsig  övvufABvai  xs  xa\  övvatfztvontifm, 
als  Glieder  zweier  geometrischen  Reihen  an  und  zwar  dachten  sie  dabei  an 
die  im  Timaeus  erwShnten  Zahlenreihen  (Fig.  9) ,  welche  drei  Abstände  (r^r^ 
a7iocxaOBig)y  aber  vier  Glieder  {xioöagag  de  oQovg)  besitzen.  Wir  dagegen 
sehen  in  den  Worten  xgeig  aTtoKoxaoxdöBig  (wie  schon  oben  bemerkt,  ent- 
halten vier  Handschriften  anonaxaaxaoug  statt  anoöxaasig)  xiacagag  Öi  oqov^ 
kaßovaai  nur  eine  Angabe,  nach  der  die  Vermehrungen  zu  bilden  seien. 

Die  Prftposition  ano  deutet  in  Zusammensetzungen  auf  ein  „  wieder' 
im  Sinne  des  Zurückgebens.  So  nannten  die  Griechen,  wie  uns  Theon 
(Theon  Smymaeus  ed.  Hiller,  S.  38:  Xiyovxai  8i  xivtg  xai  xvxloHdsig  ytm 
atpaiQoitöeig  xal  dnoKoxacxaxiKol  dpi^fiol'  oixoi  i*  tlalv  oixivtg  iv  xm  nol- 
kanXaaidiBü^ai  i;  intnidmg  ij  axsQBtSg^  xovxiaxi  naxd  ovo  ducaxdaeig  tj  x«rra 
xQBlgj  dtp*  ov  av  Sg^oDvxat  dgi^fiov  inl  xovxov  aTcoxadttfrafievoi.  xoiovxov 
6i  iazi  xal  6  xvxXog'  d(p  ov  Sv  SQ^rjxäi  ctifiilov,  htl  xovxo  dnoxa^icxtaat' 
vno  ydg  fiidg  ygaii^ijg  neQiixdfifvog  dno  xov  avxov  SgxBxai  xal  $lg  xavxo 
xaxal'^Ei.  xoiavxfj  öl  xcrl  Iv  cxEQBoi  ^  aq)alQa'  xvxkov  yag  xaxd  nktvQov 
mgtayoiiivov  i/  and  xov  avxov  inl  x6  avxo  dnoxaxdaxaaig  atpaigav  ygdipn), 
Nikomachus  und  Andere  berichteten,  solche  Zahlen ,  wie  1,5,  6,  welche 
bei  ihren  Quadraten  und  Guben  (1,  25,  36,  bezw.  1,  125,  216)  wieder  auf- 
treten, tf^iOfiol  dnoxaxaaxaxixoL  In  demselben  Abschnitte  theilt  Theon 
mit,  dass  man  auch  bei  der  Darstellung  des  Kreises  auf  den  Punkt,  von 
dem  man  ausgegangen  sei ,  wieder  zurückkehre ,  sowie  dass  man  durch  einen 
nach  der  Seite  herumbewegten  Kreis  eine  Kugel  beschreiben  könne,  wenn 
man  bei  der  Darstellung  wieder  in  die  Anfangslage  des  Kreises  zurückkehre. 

dnoxaxdaxaaig  bedeutet  demnach  ein  Wiederzurückkehren  zum  Aus- 
gangspunkt, so  dass  also  diese  in  potenziellen  Beziehungen  stehenden  Ver- 
mehrungen der  Hypotenuse  5  und  der  entsprechenden  Katheten  sich  zeigen, 
nachdem  sie  dreimal  zum  Ausgangspunkt  zurückgekehrt,  aber  vier  Glieder 
genommen  haben  oder,  wie  wir  heute  wohl  sagen  würden,  nachdem  man 
durch  dreimaliges  Zurückkehren  zum  Ausgangspunkt  vier  Glieder  erhalten  hat 

Den  Ausgangspunkt  bildete  ja  die  potenzielle  Beziehung  zwischen  der 
Hypotenuse  5  und  den  Katheten  3  und  4,  denn  diesen  kam  nach  Alex.  Aphr. 
das  Beiwort  dwafiivri  bezw.  ivvaaxtvofitvai  zu.  Die  Zahl,  welche  diese 
Beziehung  ausdrückt,  würde  25  =  5*  =  3* +  4*  sein.  Erhält  man  nun  durch 
dreimaliges  Zurückgehen  auf  diese  Zahl  vier  solcher  Glieder,  so  würden 
diese  zusammen  4 .  25  =  4 .  5*  =  4  (3* + 4*)  =  100  betragen. 
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Die  Worte  ofioiovvrov  tb  xai  avofiotovvxmv  xa\  av^wvmv  xal  q>0tv6v- 
T(Ov  ndvxa  nQoafjyoQa  xal  ^rjra  ngog  SlXtiXa  wollen  wir  gleich  in  folgender 
üebersetzung  anfttgen:  von  solchen,  welche  ähnlich  und  nnShnlich  machen 
und  welche  wachsen  nnd  verschwinden  lassen,  alles  einander  entsprechend 
und  im  Verhältniss  zu  einander  rational,  indem  wir  noch  dazu  bemerken, 
dass  wir  die  Bedeutung  dieser  Worte  erst  später  erOrtem  wollen,  nachdem 
wir  durch  die  Erklärung  des  besondem  Theiles  eine  Bestätigung  unserer 
bisherigen  Dartellung  gegeben  haben. 

In  dem  besondem  Theile  treten  uns  zunächst  die  Worte  initgitog  nv9- 
firjv  nifindSi  cvivYetg  ,.,TQ)g  etv^Mg  entgegen. 

Unter  nv^fii^v  verstanden  die  alten  Griechen  die  kleinste  Zahl  einer 
Zahlengat'tnng ,  bei  der  das  Eigenthflmliche  der  ganzen  Gattung  zuerst  zum 
Vorschein  kam.     (Schneider,   De  numero  Piatonis,  S.  14:  8ed  nvOiiijv 
a  väerihus  arithmeticis  dicehatur  minitnus  cujusque  generis  numerus,  in  quo 
primo  conspiceräur  id,  quod  proprium  ^jus  generis  essä.    Man  vergl.  hierzu: 
Theologumena  arithmeticae,    ntgl   nevradog:    ...  iv  aga  ngcuxiatm  zm  d^' 
oirog   yag   xol   ano   ngcitov   nBQiaaov    igt^fiov  xov  y    nv9f/Lfiv  xsxgaymvog 
cwicxavai  xglg  xgia  £v  ...)     Ilv&ftriv  loyog  erklärt  Theon  Smyrnaeus 
als  ein  Verhältniss,  ausgedrückt  durch  relative  Primzahlen,  indem  er  sagt: 
„Von  allen  der  Art  nach  angegebenen  Verhältnissen  heissen  die  in  den  klein- 
sten Zahlen ,  die  zugleich  im  Verhältniss  zu  einander  Primzahlen  sind ,  aus- 
gedrückten  in  Bezug  auf  jedes  Verhältniss  die  ersten  von  denen,  die  das- 
selbe Verhältniss  besitzen ,  und  die  nv&fiiveg  der  gleichartigen.     So  ist  von 
den  zweifachen  Verhältnissen  das   erste  und  nv&fii^v  das  von  2:1.     Denn 
nach  diesen  giebt  es  zweifache  Verhältnisse  in  grösseren  und  zusammen- 
gesetzten Zahlen,  das  von  4:2  und  von  6:3  und  so  fort  bis  ins  unend- 
liche.    Von  den  dreifachen  Verhältnissen  ist  das  erste  und  nv^iiiiv  das  von 
3:1.     Die  aber  in  grösseren  und  zusammengesetzten  Zahlen  ausgedrückten 
erstrecken  sich  bis  in  das  Unendliche.     Ebenso  verhält  es  sich  aber  bei  den 
anderen  Vielfachen,   in   gleicher  Weise  aber  auch  bei  den  um  einen  Theil 
grösseren.     Von  den  ^-Verhältnissen  ist  das  erste  und  nv^iii^v  das  von  3:2, 
von  den  f -Verhältnissen   das  von  4:3,   von   den  ^-Verhältnissen  das  von 
5:4.     Die  aber  in  grösseren  und  zusammengesetzten  Zahlenausdrücken  vor- 
kommenden   sind    wieder   rücksichtlich   ihrer   Menge   unzählbar.*'     (Theon 
Smyrnaeus  ed.  Hill  er,  S.  80:   navxoov  dk  xmv  xux^  fÜog  dgruiivünv  Xoymv 
ot  iv    iXaxiaxotg   xa\    ngcixotg  ngog   aXXi^Xovg   agi^fiolg   ovxsg  xaO'  Sxacxov 
ngiizot  Xiyovxai,  xmv  xov  avxov  Xoyov  i%6vxa>v  xorl  nv^fiivtg  xtov  ofiondnv, 
oiov  öinXaalmv  fiiv  Xoycov  ngdixpg  xal  nvd'fifjv  6  xmv  ß'  ngog  !v'  (itxa  yag 
TOVTov   h   (inioav  xcvl  avv9ixoig  dgi^fnoig  Xoyoi   dcl  dmXdtfioi   6  xmv  6' 
^Qog  xa   ß'  Kai   xäv  g'  ngog  xd  y    xcti  o\kolmg  in  Sneigov,     xginXacltov  ii 
Xoytov  ngdxog   xal   tcvO^jü^v   o  xmv  y    ngog  x6  ?v*    ot  öi  dt)  iv  fitlioci  xol 
9w9ixoig   dgi9(iolg   in   amtgov   ngody ovötv.     tiaavxo^g   8i  inl  rmv  aAAcov 
noXXanXaalmv '  o(Aoing  dh  xal  iv  xolg  inifiogioig»     i^fiioXltov  (liv  Xoymv  ngt^ 
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Tog  %€u  7cv0'fii}v  0  TGoi^  /  nQOQ  xa  ß\  iTtitQixav  di  6  tmv  d'  ngig  y  xceI 
initsTaQTüDv  6  tcSv  s'  tcQog  8'*  ot  6h  iv  fiBi^ociv  oQOig  xal  avv&itotg  nahv 
SittiQOi  To  nkii^og,)  Wir  haben  hier  also  unter  inivgiTog  nvO^ifv  nichts 
Anderes,  als  zwei  Grössen  zu  verstehen,  deren  Verhältniss  sich  in  kleinsten 
Zahlen  durch  4:3  darstellen  Iftsst. 

Mit  ausdrücklicher  Beziehung  auf  unsere  Plato  -  Stelle  hebt  Aristides 
Qnintilianus  bei  Gelegenheit  der  Besprechung  der  Zahl  12  hervor,  dass 
die  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Umfang  12  betrage, 
solche  Grössen  seien,  die  im  ^-Verh&ltniss  stehen.  (Aristid.  QuintiL  de  musica 
1.  III:  ...  at  61  Tijv  op'^^v  TttQiixovaai  6i]lovai  rov  inlzgirov^  tovtoi;  6^  *ai 
nXarmv  q>ri(slv  inlzgitov  nv&niva  JtBiina6t,  avivyivta,) 

Das  Verbinden  dieser  Grössen  durch  die  Fünfheit  kann  dann  aber  nur 
auf  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  3,  4  und  5  hindeuten,  zwischen  denen  die 
bekannte  quadratische  Beziehung  5^  =  3^  +  4*  besteht 

Auch  in  der  schon  obenerwähnten  Stelle  aus  Plutarohi  de  Iside  et  Osi- 
ride,  c.  LVI,  wird  ja  auf  dieses  Dreieck  hingewiesen,  wobei  allerdings 
die  betreffende  Stelle  mit  einem  „Es  scheint*'  eingeleitet  wird.  Bestimmter 
drückt  sich  Proklus  aus: 

„Von  den  beiden  Arten  der  rechtwinkligen  Dreiecke,  die  theils  gleich- 
schenklig, theils  ungleichseitig  sind,  würden  wir  bei  den  gleichschenk- 
ligen den  Seiten  keine  Zahlen  anzupassen  vermögen,  denn  es  giebt  keine 
Quadratzahl,  die  das  Doppelte  einer  andern  Quadratzahl  ist,  man  möchte 
denn  sagen  nahezu,  das  Quadrat  über  7  ist  das  Doppelte  des  Quadrates 
über  5,  wenn  eins  fehlt.  Bei  den  ungleichseitigen  aber  zeigt  sich  uns 
deutlich,  dass  es  möglich  ist,  das  Quadrat  über  der  Hypotenuse  gleich 
denen  über  den  Katheten  zu  nehmen.  Denn  derartig  ist  das  Dreieck  im 
Staate,  dessen  Katheten  3  und  4  sind.  Die  H7i)otenuse  aber  betr%t  5. 
Das  Quadrat  der  5  ist  nun  gleich  den  Quadraten  über  jenen,  denn  dieses 
beträgt  25-,  von  den  Quadraten  über  jenen  beträgt  das  Quadrat  über  der  3 
9,  das  über  der  4  16.  **  (Procli  Diad.  in  prim.  Euclidis  libr.  elem.  coinm., 
S.  427:  6ircciv  6e  üvxav  t(Sv  OQ^oytovlav  tgiytivcDV,  rmv  (liv  itfotfxBhav^ 
TfSv  6h  aKaktjVfoVy  iv  (liv  rolg  IcocusXiciv  ovx  Sv  noxi  ivgoifitv  opiOfun?^ 
i(paQn6aai  xaig  nkevQaig^  ov  yag  Icxi  xsxgdymvog  aQi^fiog  xBXQaytivov  61- 
nkdatog,  tl  fii]  ki/ot  xtg  rov  cvvtyyvg^  6  yciQ  ano  xov  ('  xov  ano  xo€  b' 
6inkd6t6g  iöxiv  a  6iovTog,  iv  6h  xoig  OKakrivoig  6vvax6v  kaßtlv  iva^yrng 
riiiiv  6ü%vvvai  x6  ano  xijg  vnoxBivovarig  xrjv  oQ^tjv  Vcov  xoig  ano  xmv  y^sgl 
Ti/v  oQd'ijv.  xotovTOv  f^Q  icxL  xo  iv  nokitfia  xglymvovy  ov  xfjv  o^^v  jcb^I' 
ixovctv  0  XB  XQia  xcri  0  xiaaaga,  vnoxBlvn  6h  avxtjv  ob*  xo  yovv  Mo 
xov  b'  xBxgaytovov  Yoov  iax\  xoig  an  iKBiva^v.  xovxo  (ihv  ydg  iaxiv  fixoCi 
nivxf^  xd  an  iKsivtov  6h  xo  fihv  ano  xov  y  &\  xo  6h  ano  xov  f  ixxai6iita.) 

av^dvBC&at  entspricht  unserem  „vermehrt  werden^.  So  findet  sich  bei 
Jamblichus:  kux'  agxiov  av^i^^slg^  im  Verhältniss  einer  geraden  Zahl  ver- 
mehrt, so  dass  also  das  Verhältniss  des  Resultats  zu  der  Zahl,  welche  ver- 
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mehrt  wnrde,  den  Werth  einer  geraden  Zahl  erhält ,  wofür  wir  sagen:  mit 
einer  geraden  Zahl  multiplicirt. 

Aehnliche  Wendungen  finden  sich  anch  beiTheonSmyrnaeus  S.  95, 
woselbst  es  heisst:  ngtoxog  y^Q  tcov  dgrCav  6  ß'  xal  avxog  in  (Aovddog  xard 
To  öinkda^ov  riv^tifiivog^  denn  die  erste  der  geraden  Zahlen  ist  die  2,  die 
selbst  ans  der  Einheit  durch  Multiplication  mit  2  entstanden  ist;  sowie 
intidf}  nQcSxog  twv  nBQitxmv  6  y  xal  avxog  dno  {lOvaSog  xaxd  x6  xQntkd'- 
aiov  r}v^ij(iivog ,  da  die  erste  der  ungeraden  Zahlen  die  3  ist,  die  selbst 
aus  der  Einheit  durch  Multiplication  mit  3  entstanden  ist.  Hier  deuten  die 
Präpositionen  ix  und  dno  auf  die  Grössen  hin,  von  denen  die  Zahlen  2  und 
3  hergeleitet  sind,  ebenso  wie  im  folgenden  Satze,  der  sich  gleichfalls  bei 
TheonSmjrnaeus  S.  10  findet:  liyti  öi  xtva  xal  ixigav  iyniHgiav  xal  tc^- 
yi}v,  ^V  dij  0tf^cüfteT^/av  xaA»,  tX  xig,,  q>i]of9  rovg  XQBig  dqi^iiovg  i^  <Sv  xä 
inineöa  slvai  av^rid-ivrag  Ofiolovg  xcA  dvofiolovg  ovra^,  cSg  ngoelnov,  axegsä 
noiH  öcifAaxay  xovxo  6s  &el6v  xb  xal  ^avfiacxov  iaxu  ^Er  erwähnt  aber 
auch  eine  andere  Eenntniss  und  Kunst,  die  er  Stereometrie  nennt,  wenn 
einer,  meint  er,  die  aus  denen ,  welche  Flächenzahlen  seien ,  auf  drei  Zahlen 
vermehrten  Zahlen,  die,  wie  ich  schon  sagte,  ähnlich  und  unähnlich  sind,  als 
körperliche  Gebilde  darstellt;  dieses  aber  ist  göttlich  und  bewundemswerth.^ 

Der  ebenerwähnte  Satz  bezieht  sich  bekanntlich  auf  Plat.  Epin.  p.  990  C, 
woselbst  sich  an  Stelle  der  Theonischen  Worte:  „xovg  xgslg  ceQi&fAOvg  ... 
av^Ohxag*^  die  Worte:  „xovg  xQeig  ^i5|ijfievovg,"  die  auf  drei  (Zahlen)  ver- 
mehrten (Zahlen) ,  soviel  wie  die  durch  Vermehrung  entstandenen  drei  Zahlen, 
finden. 

Wir  können  deshalb  auch  der  Conjectur  Bekker's,  der  rovg  xglg 
riv^fffiivovg  vorschlägt,  nicht  beistimmen,  denn  die  „dreimal  vermehrten 
Zahlen''  scheinen  uns  hier  nicht  recht  zu  passen,  wogegen  das  xglg  av^ri- 
^ng  an  unserer  Plato- Stelle  nicht  gut  anders,  als  „dreimal  vermehrt''  über- 
setzt werden  kann. 

unser  Dreieck  soll  also  dreimal  vermehrt  werden.  Die  Frage  „um 
was?"  können  wir  im  Hinblick  auf  unsere  Erklärung  von  xgsig  dnoxaxa- 
Gxdangy  xiaaagag  ds  ogovg  kaßovcai  nur  durch  ^^um  sich  selbst^  beantwor- 
ten, so  dass  wir  vier  solcher  Dreiecke  erhalten.  Die  einfachste  Zusammen- 
stellung dieser  vier  rechtwinkligen  Dreiecke  zu  einer  Figur  wird  wohl  dann 
stattfinden ,  wenn  man  die  vier  Hypotenusen ,  deren  jede  5  beträgt ,  zu  einem 
Quadrat  vereinigt,  in  dem  wir  uns  dann  noch  die  beiden  Diagonalen  zu 
denken  hätten,  was  wir  aus  den  später  folgenden  Worten  Stafiixgcov  nefi- 
ndSmv  entnehmen  können. 

inlxgtxog  nv^fifjv  nBiindSi  avivyBig  Ovo  dgiiovlag  nagixBxat:  Dieses 
Dreieck  mit  den  Seiten  3,  4  und  5  gewährt,  dreimal  um  sich  vermehrt, 
zwei  Harmonien. 

Die  Deutung  des  Wortes  Harmonie  ist  in  vielfacher  Weise  unter  einem 
Zurückgreifen  auf  die  besonders  bei  den  Pythagoräern  beliebte  Verbindung  ^ 
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der  Dinge  mit  bestimmten  Zahlen  versucht  worden,  aber  nach  unserer  Auf- 
fassung vergeblich.  Denn  wenn  auch  die  Ueberlieferungen  nicht  anzuzwei- 
feln sind,  auf  welche  sich  die  betreffenden  Erklärer  stützten,  so  ist  docb 
zu  bedenken,  dass  es  sich  bei  allen  diesen  Angaben  um  die  Harmonie  in 
der  Musik  handelte,  mit  der  die  Harmonien,  die  von  einer  geometriscbea 
Figur  abgeleitet  werden  können,  doch  nicht  übereinzustimmen  brauchen. 
Berücksichtigt  man  die  Thatsache,  dass  Philolaus  (vergl.  Cantor,  Ge- 
schichte der  Mathematik  I,  S.  140)  den  Würfel  eine  geometrische  Harmonie 
nannte,  weil  seine  Abmessungen  völlig  gleich  unter  einander  und  somit  in 
vollständigem  Einklang  seien,  so  kann  man  wohl  auch  hier  eine  ähnliche 
Erklärung  zu  Hilfe  nehmen  und  sagen:  unter  Harmonie  haben  wir  hier 
dasselbe  zu  verstehen,  was  im  allgemeinen  Theile  die  Worte  navxa  n^ot- 
'qyoQa  bedeuten:  das  gegenseitig  Entsprechen  der  aus  unserer  geometrischen 
Figur  durch  arithmetische  Operationen  abgeleiteten  Ausdrücke. 

Die  eine  Harmonie  bezeichnet  Flato  durch  rijv  yilv  Xotjv  Icamg  i%inw 
TO0crvrax(^.  Würde  man  diese  Worte  in  Form  eines  Hauptsatzes  hinschrei- 
ben unter  der  schon  oben  gemachten  Voraussetzung,  dass  Ixarov  von  na^ 
iXBiai  abhängt,  und  nun  diesen  'Satz 

if  (niv  tari  laciKig  ixatov  nagiinai  toaavrdxig 
vergleichen  mit 

inltgnog  nv^firiv  nefindit  av^^vyüg  ivo  dgiiovinig  7CaQi%nat  rgig  av^fi^ii^^ 
so  dürfte  sofort  der  ähnliche  Satzbau  bei  beiden  in  die  Augen  fallen,  sowie 
dass  xoaavxdxig  dem  xgig  av^tiMg  entspricht,  so  dass  wir  übersetzen  kön- 
nen: die  eine,  eine  gleiche  gleichvielmal  genommen  giebt,  ebensovielmal 
wie  oben  (dreimal)  vermehrt,  hundert.  In  einer  gleichen  Harmonie  sieben 
die  Seiten  eines  Quadrates.  Verwendet  man  hier  die  Seiten  des  Fünfqna- 
drates,  so  würden  also  obige  Worte  nichts  Anderes  bedeuten,  als  dass  die 
Summe  der  vier  Quadrate  über  den  Seiten  des  Fünfquadrates  100  betrage 
oder,  in  Zahlen  ausgedrückt:       .  9JS  — ino 

Flato  will  aber  noch  eine  zweite  Harmonie  erhalten:  n^V  di  laoi^^x^ 
(i€v  xy  ngofii^nBi  ii.  Der  Dativ  ty  ngofi'qxH  di  hängt  von  dem  bei  ti}v  6s 
zu  ergänzenden  agfioviav  ab :  Die  Oriechen  verbanden  auch  oft  die  Substan- 
tiva  mit  dem  Casus,  den  die  entsprechenden  Verba  regierten. 

Das  Wort  Ttgofifjxrig  findet  sich  an  mehreren  Stellen  bei  Flato,  z.B. 
im  Theaetet,  woselbst  TCQOfiijxrjg  agt^fiog  in  demselben  Sinne  wie  Irf^Qfi^'- 
xrig  dgi^iidg  verwendet  in  einen  Gegensatz  zur  Quadratzahl  gesetzt  wird, 
so  dass  ngofii^xfig  dgi&fiog  eine  in  ungleiche  Factoren  zerlegbare  Zahl  be- 
deutet. Spätere  Mathematiker,  wie  Theon  und  Jamblichus,  unterschei- 
den bekanntlich  auch  noch  ngofiijxfig  agi^fiog  und  hsgofii^xrig  opiOfio?, 
wobei  sie  unter  letzterer  eine  Zahl  verstehen,  deren  Factoren  um  eine  Ein- 
heit verschieden  sind,  während  eine  solche  Zahl,  deren  Factoren  um  mehr 
als  eine  Einheit  verschieden  sind,  ngofiiJKrig  dgif^fiog  genannt  wird. 
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Im  Timaeas  tritt  ngofAtiaig  als  Adjectivum  von  x^Lymvov  in  einen 
Gegensatz  zn  li5o6%tlig.  An  der  betreffenden  Stelle  ist  von  zwei  rechtwink- 
ligen Dreiecken  die  Rede,  von  denen  das  eine,  gleichschenklige,  eine  Natur 
erhalten  habe,  das  andere,  ungleichseitige,  aber  unzählige.  (Piatonis 
dialogi  ex  recogn.  Herrn. ,  Timaeus  S.  360:  xolv  öri  övolv  x^iynivoiv  ro  (aIv 
laoaxsleg  fiiav  ttkrixB  tpvaiVy  x6  61  ngo^i^Ksg  ansQavTovg.)  Die  im  Plato- 
nischen Texte  hier  erwähnte  iiia  q>v6ig  scheint  eine  sehr  einfache  Erklärung 
erhalten  zu  können  durch  Herbeiziehung  einer  Stelle  aus  Jamblichi  de  vita 
Pjthagorae  (c.  XXVII:  nokixsicSv  Se  ygafifudg  xivag  xoiacöf  »^««ff  <Fvarij- 
Gafifvov  xolg  Sagoig  aXkijkmv  CVfAiffavovöag  »ai  fi/crv  o'^^^v  ymvlav  Ttotovaag 
Tijv  fiiv  inlxQixov  q>vatv  Siovaavy  xtjv  öh  nivxs  xoiavxa  öwocfiivriv,  xtjv  öi 
xovxiov  aiifpoxigoav  avci  ^ißov.  koytioiiivav  i*  tjfAdSv  xdg  xs  yQaiificSv  TCQog 
akki^kag  oviinxciöeig  xal  xdg  xtSv  %mqimv  xoav  dno  tovtcov,  ßekxioxriv  vno- 
xvnova^ai  nokixtlag  ü%6vct,  atptxiQlaao^ai  dk  X'qv  öo^av  Ilkdxtova ^  kiyovxa 
fpavsQfog  iv  T17  nokixsia  xov  inixQixov  ixtlvov  nv^fiiva  xov  tJ  nifindd^  av- 
iivyvviAivov  xol  xag  ovo  naQf%6iiBvov  dQiiovlag)^  an  der  gesagt  wird,  dass 
die  von  den  angegebenen  drei  Seiten  eingeschlossene  rechte  Ecke  (hier  im 
Sinne  des  rechtwinkligen  Dreiecks)  einestheils  die  ^- Natur  habe,  anderer- 
seits die  5,  welche  in  der  Potenz  dasselbe  yermöge,  diese  aber  in  der  Mitte 
von  jenen  beiden.  Betrachte  man  die  Verbindungen  der  Linien  miteinander 
und  die  der  Quadrate  über  diesen,  so  stelle  sich  das  schönste  Bild  des 
Staates  dar.  Diese  Meinung  habe  auch  Plato  zu  seiner  eigenen  gemacht 
u,  s.  w. 

Hier  deutet  offenbar  inlxQixog  q>v6ig  auf  den  Werth  des  Verhältnisses 
der  beiden  Katheten  hin  und  in  gleicher  Weise  möchten  wir  auch  iiia  tpvaig 
als  auf  den  Werth  des  Verhältnisses  der  Katheten  des  gleichschenkligen 
Dreiecks  hinzielend  betrachten,  denn  dieser  ist  ja  gleich  der  Einheit,  während 
das  Verhältniss  der  Katheten  beim  ungleichseitigen  Dreieck  unzählige  Werthe 
annehmen  kann. 

Dementsprechend  kann  man  xfjv  ^2  ^00^17x1}  filv  t^  nQOfi'qTiH  6i  als 
die  Beziehung  gleicher  Seiten  zu  ungleichen  Seiten  erklären,  wobei  man 
sich  die  Seiten  als  Katheten  denkt  und  die  Summe  der  Kathetenquadrate 
als  gleich  ansieht. 

Diese  Summen  werden  näher  angegeben  und  zwar  die  eine  durch  itiaxov 
iiiiv  o^iOf«(ov  dno  öuifjiixQmv  fiixtSv  nBfindimVy  ÖBO^iivoiiv  Ivog  IxaarcDv, 
dfgi^xmv  dl  övBiv.  Der  Ausdruck  0  dno  xov  ist  die  Bezeichnung  für  das 
Quadrat,  wie  Schneider,  Nesselmann  und  Andere  bereits  erklärt  und 
durch  Beispiele  hinlänglich  erhärtet  haben;  dgi&iiol  dno  StafAixQmv  nsfi- 
nddoov  sind  also  nichts  Anderes,  als  die  Quadrate  über  den  Diagonalen 
des  aus  den  Fünfen  gebildeten  Quadrates,  so  dass  wir  als 'erste  Summe 
50-f-50=  1(X)  erhalten.  (Wie  schon  oben  erwähnt,  haben  wir  ,uns  ja  die 
▼ier  rechtwinkligen  Dreiecke  derart  zusammengesetzt  gedacht,  dass  die  vier 
Fünfen  ein  Quadrat  bilden.) 
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Die  Worte  deofiivav  ivog  Ixacrrcov  beziehen  sich  offenbar  auf  a^i^fiov) 
denn  nicht  die  um  eise  Einheit  verminderten  Diagonalen  sind  rational, 
sondern  die  Diagonalen  werden  rational,  wenn  ihre  Quadrate  je  um  eine 
Einheit  vermindert  werden. 

Bei  a^^T^zmv  8h  dvBiv  scheint  am  natürlichsten  die  Auffassung  zu  sein, 
wie  sie  in  den  Erklärungen  von  Faber,  Barocius,  Schneider  und  An- 
deren angegeben  ist,  nämlich  die  Ergänzung  von  ÖicefiixQfov  und  damit  die 
Uebersetzung :  „während  die  zwei  Diagonalen  unaussprechlich  sind*'.  Man 
braucht  sich  ja  nur  in  jene  Zeit  zu  versetzen:  der  Begriff  des  Irrationalen 
war  von  der  Pjthagoräischen  Schule  festgestellt  und  man  befand  sich  im 
zweiten  Entwickelungsstadium ,  in  dem  man  die  ersten  Versuche  machte, 
Näherungswerthe  einzuführen.  Um  nun  ja  nicht  den  Glauben  zu  erwecken, 
als  ob  man  etwa  auf  sophistische  Weise  das  Irrationale  rational  machen 
wollte,  fügte  hier  Plato  ausdrücklich  hinzu,  dass  aber  die  Diagonalen  selbst 
irrational  sind  und  auch  irrational  bleiben. 

Die  Summe  der  Quadrate  der  ungleichen  Katheten  wäre  dann  in  den 
Worten  Ixcrrov  8h  xvßmv  rgiccSog  enthalten.  „Hundert  Würfel  der  drei* 
werden  dieselben  von  Schleiermacher  übersetzt,  wobei  es  nur  zu  be- 
dauern ist,  dass  diese  wörtliche  Uebersetzung  hier  keinen  rechten  Sinn 
ergiebt.  Nicht  viel  besser  würde  es  uns  mit  der  Uebersetzung  von  Fähse: 
„Die  Zahl  Hundert  entsteht  aus  den  Cuben  der  Dreiheit*'  ergehen ,  denn 
wir  mögen  hier  rgiag  als  drei  auffassen  oder  die  xvßo^  xQuiSog  als  die 
Cuben  von  drei  Grössen  (eine  Ansicht,  die  unter  den  Erklärem  auch  ihre 
Vertreter  gefunden  hat) ,  die  Summe  Hundert  wird  durch  keine  dieser  An- 
nahmen erreicht,  weshalb  wir  uns  hier  nach  einer  andern  Erklärung  um- 
zusehen haben. 

Bis  hierher  haben  >^ir  zur  Darstellung  der  von  Plato  erwähnten  Har- 
monien aus  der  oben  beschriebenen  geometrischen  Figur  die  Summe  der 
Diagonalenquadrate  und  die  der  Quadrate  über  den  Seiten  des  Fünfquadrates 
abgeleitet;  es  würde  also  nur  noch  die  Summe  der  acht  Eathetenquadrate 
zu  bilden  sein ,  die  nach  unserer  Deutung  des  allgemeinen  Theiles  doch  auch 
in  der  Zahl  für  das  menschlich  Erzeugte  erscheinen  sollen.  Diese  acht 
Kathetenquadrate  ergeben  zusammen  9  +  9  +  9  +  9  +  16+ 16  +  16  + Iß 
=  100. 

Die  vier  letzten  Glieder  der  linken  Seite  geben  64,  eine  Zahl,  die  die 
Griechen  einiger  Beachtung  werth  hielten ,  da  sie  zugleich  Quadrat  über  dem 
ersten  Cubus  (8)  und  Cubus  über  dem  ersten  Quadrat  ist  (man  vergleiche 
Plutarch.  de  animae  proer.  e  Tim.  C.  XVI},  und  zwar  ist  64  der  Cubos 
von  4,  welche  schon  bei  dem  Ausgangspunkt  unserer  ganzen  Betrachtung 
in  dem  f -Verliältniss  erwähnt  worden  ist.  Nun  lässt  sich  auch  die  Summe 
der  vier  ersten  Kathetenquadrate  mit  der  andern  Zahl  in  dem  ebenerwähnten 
Verhältnisse,  nämlich  der  3,  in  Beziehung  bringen ,  wenn  man  9  +  9  +  9  +  9 
=  9  +  27  =  3*  +  3'    setzt.      Schreibt    man    dementsprechend    unsere    obige 
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Gleichung  9 -f  27 +  64=  100,  so  hätten  wir  also  die  Gaben  der  Zahlen  3 
und  4  (iiv  htlrgnog  Ttv^fiifv),  sowie  das  Quadrat  über  der  3  zur  Summe 
100  vereinigt.  Und  in  der  That  haben  wir  an  dieser  Stelle  keine  andere 
Erklärung,  als  dass  zwischen  den  Worten  xvßmv  und  xQiuöog  mehrere 
Worte  aosgefEÜlen  sind,  weshalb  wir  vorschlagen,  IxaroV  6i  xvßnv  xa)  xov 
ano  tQuiöos  zu  lesen. 

Fassen  wir  nun  in  der  Gleichung  100:^:9+27  +  64  die  Zahlen  27 
und  9  wieder  zusammen,  so  erhalten  wir  100  =  36  +  64  als  Bedingung 
zwischen  den  Seiten  eines  rationalen  rechtwinkligen  Dreiecks ,  welches  ngo- 
liri%fg  xQiyavov  wäre.  Die  hierdurch  gewonnene  Gleichung  6* +  8*  =10* 
giebt  ausserdem  die  Bedingungen  zwischen  den  Seiten  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  an,  das  dem  Dreieck  ähnlich  ist  (oftoiovvToov) ,  von  dem  wir  aus- 
gingen (3* +4*  =  5*),  während  die  Gleichung  2.50=100  die  Beziehungen 
zwischen  den  Seiten  eines  gleichschenklig -rechtwinkligen  Dreiecks  darstellt, 
das  jenem  erstgenannten  aber  unähnlich  ist  {dvoftoiovvratv).  In  dem  un- 
gleichseitigen Dreieck  bilden  die  Katheten  das  Yerhäl.tniss  8:6  (nach  Theon 
etwa  iTtitgirmv  Xoytov  öevtegog);  bei  dem  Dreieck,  von  dem  wir  aus- 
gingen, bildeten  sie  das  Verhältniss  4:3  {enirQixog  nv^fii^v):  die  Seiten 
bezw.  die  Glieder  der  Verhältnisse  sind  also  grösser  geworden  (av^ovrcov). 
Die  Katheten  des  gleichschenkligen  Dreiecks  mit  der  Hypotenuse  10  sind 
nur  auszudrücken,  wenn  von  jedem  Quadrat  derselben  Etwas  verschwindet 
(tp^ivovxwv) ,  nämlich  1,  während  das  Verhältniss  der  beiden  Schenkel  wie- 
der rational  {gtixa  ngog  SkiriXa)  ist,  da  es  den  Werth  1  besitzt.  Alle  ab- 
geleiteten  Ausdrücke    entsprechen    einander   (jc^oirif yo^o) :    sie    betragen  ja 

.sSmmtlich  100. 

f 

Auf  Grund  unserer  bisherigen  Betrachtungen  hätten  wir  dann  für  unsere 
üebersetzung  folgenden  Text  zu  verwenden: 

ftfu  dl  ...  av^Qfonslm  8h  (sc.  ycvvi^toJ  nsgioöog^  iiv  dgi^iiog  ntQiXofA^ 
ßavti)  Iv  cl  ngtixta  av^Oiig  Svvdiiival  xb  nal  dwaarivoiKvat^  xQitg  dito- 
%(nasxdö€igj  xiaaagag  Si  OQOvg  Xaßov6ai  Ofioiovvxnv  xal  avofioiovvxmv  xal 
av^ovxtov  xal  ^^ivovtoov,  ndvra  7tQoai]yoQa  xal  ^i^a  ngog  SXXfika  dniiprivav' 
<ov  inlxQizog  nv^fi^^v  Tte^ndöi  cvivyHg  ovo  äq^ovLag  nttgixsxat  xglg  ctv^- 
^ilg^  Tf}v  (liv  icfiv  ladnigy  ixaxov  xoactvxdxig ,  tijV  6h  laofiijxfi  (liv  xj  ngo' 
fiijxct  öi,  IxttTOV  fAhv  agi^fimv  dno  diafiixgmv  ^rixmv  mfinaömv,  SeofAiviov 
ivog  IxaffTCDv,  d^^xmv  öi  övsiv^  ixaxov  ih  xvßfov  xct\  xov  dno  xgtddog, 

„Für  das  menschlich  Erzeugte  aber  giebt  es  einen  Kreislauf,  welchen 
die  Zahl  umschliesst,  in  der  sich  zuerst  potenzielle  Beziehungen  von  Hypo- 
tenuse und  Katheten  nach  ihrer  Vermehrung  zeigen,  nachdem  man  durch 
dreimaliges  Zurückkehren  zum  Ausgangspunkte  vier  Glieder  genommen  hat 
von  solchen ,  die  ähnlich  und  unähnlich  machen  und  wachsen  und  verschwin  • 
den  lassen,  Alles  einander  entsprechend  und  im  Verhältniss  zu  einander 
rational.  Verbindet  man  mit  Beziehung  hierauf  die  Grössen,  welche,  in 
kleinsten  Zahlen  ausgedrückt,  das  Verhältniss  4:3  besitzen,  durch  die  Fünf- 

HI.t..llt.  Abthlg.  d.  ZlUobr.  t.M«th.  «.  Pby.  XXXU.  3.  ^8,,^^,  .^  %j wOglC 
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heit,  so  erh&lt  man  durch  dreimalige  Vermehrung  zwei  gleiche  Beziehungen, 
die  eine,  eine  gleiche  gleichvielmal  genommen,  giebt,  ebensovielmal  wie 
oben  (dreimal  um  sich  selbst)  vermehrt,  hundert  Die  andere  ist  die  Be- 
ziehung gleicher  Seiten  zu  ungleichen  Seiten,  die  man  sich  als  Katheten 
denken  kann. '  Man  erhält  nämlich  einerseits  hundert  als  Summe  der  Qua- 
drate über  den  Diagonalen  des  Fünfquadrates,  welche  rational  sind,  wenn 
jedem  Quadrat  eins  fehlt,  während  die  zwei  Diagonalen  aber  irrational  sind, 
andererseits  aber  hundert  als  Summe  Ton  Guben  und  des  Dreiquadrates.* 

Ein  neuerer  Schriftsteller  hätte  sicherlich  die  arithmetische  und  geo- 
metrische Seite  etwas  mehr  getrennt,  er  hätte  vielleicht  erst  die  geome> 
trische  Construction  und  dann  die  arithmetischen  Ableitungen  angegeben, 
etwa  in  folgender  Weise: 

Errichtet  man  über  den  Seiten  eines  Quadrates  von  der  Seite  5  Drei- 
ecke mit  den  Seiten  4  und  3,  und  zieht  man  die  Diagonalen  des  Quadra- 
tes, so  beträgt  sowohl  die  Summe  der  zwei  Diagonalenquadrate,  als  auch 
die  Summe  der  vier  Hypotenusenquadrate,  sowie  die  Summe  der  acht  Kathe- 
tenquadrate eine  Zahl,  die  selbst  wieder  eine  Quadratzahl  ist.  Nun  hätte 
er  hieran  wohl  die  weiteren  Betrachtungen,  die  Plato  im  allgemeinen 
Theil  vorausschickt,  angefügt.  Dem  Griechen  aber,  der  daran  gewöhnt  war, 
bei  arithmetischen  Betrachtungen  in  seinem  Geiste  zugleich  geometrische 
einhergehen  zu  lassen  (man  vergl.  hierzu  Prodi  Diad.  in  prim.  EucL  libr. 
comm.,  S.  39:  t^^  öh  agid'f/^i^ttKfig  daavtiog  17  öiaigscig  itg  t€  tijv  ra>v 
ygafjLfiiKtov  agi^f/Ltov  d'ewgiav  xal  tiJv  toov  inmidoiv  xal  tijv  t(5v  arF^€a»y. 
In  der  Arithmetik  findet  in  gleicher  Weise  die  Eintheilung  in  die  Betrach- 
tung der  Linienzahlen,  in  die  der  Flächenzahlen  und  in  die  der  Körper- 
zahlen statt)  erschien  es  dementsprechend  auch  natürlicher,  beide  Betrach- 
tungen miteinander  zu  verknüpfen,  wodurch  für  uns  freilich  die  ganze  Stelle 
an  Klarheit  und  Verständlichkeit  verlor. 

Werden  bei  der  eben  beschriebenen  Figur  die  über  den  Seiten  des 
Fünfquadrates  errichteten  rechtwinkligen  Dreiecke  in  demselben  Sinne  ge- 
zeichnet, so  dass  also  jedesmal  die  Katheten  3  und  4  zusammentreffen 
(Fig.  10) ,  so  bildet  die  ganze  Figur  ein  Quadrat  über  der  Seite  7,  welche 
zugleich  die  rationale  Diagonale  des  Fflnfquadrates  in  dem  von  Plato  an- 
gegebenen Sinne  darstellt. 

Es  ist  nicht  uninteressant,  diese  Figur  mit  einer  andern,  ähnlichen  n 
vergleichen,  welche  im  Plat.  Menon  beschrieben  wird.     (Fig.  11.) 

Dort  lässt  nämlich  Sokrates  ein  Quadrat  suchen,  welches  das  Dop- 
pelte eines  andern  Quadrates  betragen  soll,  von  dem  die  Seitenlänge  2 
gegeben  ist.  Es  werden  hierbei  vier  solcher  Quadrate  so  zusammengelegt, 
dass  ein  Quadrat  über  der  Seite  4  entsteht,  und  nun  in  jedem  einielnen 
Quadrat  über  der  Seite  2  die  Diagonalen  gezogen,  so  dass  die  vier  Diago- 
nalen ein  Viereck  bilden,  welches  die  Hälfte  des  vierfachen  Quadrates,  also 
das  Doppelte  des  ursprünglichen  sei. 
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Man  sollte  fast  denken ,  eine  Yergleichnng  gerade  dieser  beiden  Figuren 
habe  auch  Proklus  vor  Augen  gehabt,  wenn  er  in  seiner  Vorrede  zudem 
Commentar  des  L  Buches  des  Euklid  8.  6t  angiebt:  „Yon  Besultaten  an- 
geregt, gehen  wir  dem,  was  ihnen  zu  Grunde  liegt,  auch  bei  den  Zahlen 
nach  und  betrachten  bald  unverändert  eben  dieselben  Ergebnisse,  wie  dass 
jedes  Vieleck  in  Dreiecke  zerlegbar  ist,  bald  begnügen  wir  uns  mit  einer 
AnnSherung,  z.  B.  nachdem  wir  in  der  Geometrie  ein  Quadrat  als  das  Dop- 
pelte eines  andern  gefunden,  wShrend  wir  im  Zahlengebiet  kein  solches 
besitzen,  sagen  wir,  dass  das  eine  als  das  Doppelte  des  andern  gelte,  wenn 
eins  fehlt,  wie  des  Quadrat  über  7  das  Doppelte  des  Quadrates  über  5  ist, 
wenn  eins  fehlt' 

Die  Figur  im  Menon  würde  hier  also  das  Quadrat  darstellen,  das  wirk- 
lieh gleich  dem  doppelten  gegebenen  ist,  demnach  der  Geometrie  angehö- 
ren, wfthrend  die  in  Bede  stehende  Figur  im  Staate  nur  die  Grundlage  für 
die  oben  angegebene  arithmetische  Betrachtung  abzugeben  hätte,  ;,denn  auch 
den  Zahlen  liegen  ja  Figuren  zu  Grunde^  (xai  yog  iv  rolg  agi^fi^oig  6%fj- 
Httta  xat*  tthlav  iaxlv.     Procl.  ibid.) 

(Sohlvsi  folgt.) 


Verzeiclmiss  von  Druckfehlern  in  den  Oauss'schen 
Abhandlungen  über  die  hypergeometrische  Beihe. 

Von 

Heinrich  Simon 

in  Berlin. 


Die  Vorbereitung  einer  deutschen  Ausgabe  der  in  der  Ueberschrift  ge- 
nannten Arbeiten,  welche  voraussichtlich  in  Bälde  erscheinen  wird,  scheuchte 
eine  ganze  Rotte  jener  heillosen  Kobolde  aus  ihren  Schlupfwinkeln  auf, 
die  ihr  wahrheitsfeindliches  Wesen  nur  allzugern  im  Reiche  der  Mathematik 
treiben,  wo  sie  nach  Herzenslust  Plus  in  Minus  verkehren,  Klammem  durch- 
einanderwerfen, Indices  verschwinden  lassen  und  nicht  einmal  die  hohe 
Stellung  der  Exponenten  respectiren. 

Mit  einer  Uebersicht  solcher  Entstellungen ,  die  jene  klassischen  Arbeiten 
verunzieren ,  dürfte  den  Besitzern  und  Lesern  derselben  gedient  sein.  Zuvor 
seien  noch  einige  Bemerkungen  gestattet. 

Gauss   hat   unter  dem  Titel  „Disquisitiones   generales   circa 

seriem  infinitam  l  +  -r^x+  etc."    bekanntlich  nur  den  ersten  Theil 

ly 

seiner  Untersuchungen  veröffentlicht,  und  zwar  im  2,  Bande  der  „Commen- 
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tationes  societatis  regiae  scientiarom  Gottingensis  recentiores.  Gottingae 
1813. '^  Dem  Abdrucke  dieser  Abhandlung  in  der  von  der  königl.  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Göttingen  1863 — 1874  veranstalteten  grossen 
Ausgabe  von  Gauss*  Werken  hat  Herr  Schering  die  Fortsetzung  bei- 
gefügt, die  sich  unter  der  üeberschrift  „  Determinatio  seriei  nostrae  per 
aequationem  differentialem  etc."  im  Nachlass  vorfand.  Der  3.  Band  der 
„Werke",  der  die  beiden  Arbeiten  enthält,  erschien  1866  in  erster,  sehn 
Jahre  darauf  in  zweiter  Auflage.  Beim  ersten  Abdruck  der  Disquisitiones 
aus  den  GOttinger  Commentationes  sind  nun  zwar  neue  Druckfehler  nicht 
hinzugekommen,*  aber  ee  ist  auch  fast  keiner  der  schon  vorhandenen  ver- 
bessert worden,  so  dass  die  nachstehend  unter  Nr.  1 — 12  aufgeführten  Fehler 
den  Comment.  und  der  ersten  Auflage  des  3.  Bandes  der  Werke  gemeinsam 
sind.  Dagegen  sind  im  Abdruck  von  1876  die  Fehler  2  —  5  berichtigt 
Die  Nummern  13  —  23  betreffen  die  zweite  Abhandlung  und  gelten  fttr  beide 
Abdrücke  derselben.** 

1   Disquisitiones  generales  eto.    Werke  m,  8. 123flgg. 

1.  Art.  6  S.  128  Z.  3  v.  u.    Ergänze  +  etc. 

2.  und  3.  Art.  7  Formel  [4]  und  [11].  Im  letzten  Gliede  ergänze  den  Factor  z. 

4.  Art  7  Formel  [11].     Vor  dem  letzten  Gliede  setze  «1-  statt  — . 

5.  Art  11  Formel  [23].     Die  linke  Seite  muss  lauten: 

wie  sich  unmittelbar  aus  [17]  und  [18]  durch  Subtraction  ergtebt 

6.  Art  16  Abschnitt  V  S.  142  Z.  7  v.  u.   In  der  zweiten  Ungleichung  setxe 

N  stau  JV". 

7.  Art  33  Z.  5.    In   co8ip=^  cos(n  +  l)g>=^cas{n  +  2)g>   muss  das  letzte 

Glied  cos{2n  +  l)q)  heissen. 

8.  Art  3? Formel  [73].     Statt  ^(-!^)  setze  ip^-tL:^^. 

9.  und  10.  Art  35  S.  159  Z.  1  und  4.     Statt  (1-0)^  setze  (l-i?*). 

11.  Art.  36  Z.  5.     Statt  formula  setze  formtdae. 

12.  Art  37  Z.  12  vom  Ende.     Statt  c.m*^+«-"  setze  a.w«*+«-^ 

IL  Determinatio  seriei  per  aeqnat.  difll  etc.    8.  S07  figg. 

13.  Art  40  2  Zeilen  vor  [82].     Statt  — -u  lies  ^  +  M. 

y  y 

14.  Art  46  Z.  3  vom  Ende.     Statt  a^-^  set^e  rr'-r.     (Vergl.  die  zweite 

Formel  des  Art.  42  S.  210.) 

*  Denn  dass  8.  161  im  Kopf  hinter  ^  der  Factor  x  fehlt,  ist  nur  typogra- 
phisch erw&hnenswerth. 

**  In  Art.  46  Formel  I  hat  die  erste  Auflage  (27(-y);  in  der  zweiten  ist  die 
fiberflfissige  Klammer  vor  77  getilgt. 
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15.  Art  47  S.  218  Z.  7.    Statt  0  =  P>/J- ^(y  +  (c  +  /5-l-y)y+ ...} 

setze  0  =  P'j«^-^(y  +  («  +  /5-l-y)y)+...i. 

16.  Art.  47  vorletzte  Zeile.     Statt  reduciiur  lies  reducuntur. 

17.  Art.  48  S.  219  Z.  4.     Statt  IV  setze  V. 

18.  Art.  48  S.  219  Z.  5.     Statt  IX  setze  X. 

Da  nach  der  Bemerkung  Herrn  Schering 's  (S.  230)  Art.  48 
in  der  Handschrift  „vielfache  Dnrchstreichnngen  von  Worten  und 
ganzen  SStzen''  aufweist,  ist  hier  die  Möglichkeit  eines  Schreib- 
fehlers nicht  ausgeschlossen.  Für  die  nach  Schering  von  Gauss 
noch  beabsichtigte  Fortlassang  der  Worte  „e  solo  ihearemate  hino- 
mioHi"  ist  ein  innerer  Orund  nicht  ersichtlich. 

19.  Art.  49.     Die  Nummer  I  gehört,  statt  zur  zweiten  Gleichung  des  Ar- 

tikels, zur  ersten,  wie  aus  der  Anftihrung  S.  S20  Z.  1  hervorgeht. 

20.  Art.  52.     In  der  zweiten  Gleichung  mnss  der  letzte  Nenner  nicht  do^, 

sondern  da?  heissen. 

21.  Art.  53  S.  224.     In  der  vorletzten  Gleichung  vor  I  ist  statt 

-2y(2-y)(l  +  y))  zu  setzen  +2y(2-y))(l  +  y). 

22.  Art  56  letzte  Zeile.     Hinter  dem  ersten  ==  ergftnze  —. 

23.  Art  57  Formel  [110].     Links  fehlt  der  Factor  4,  da  in  [109] 

wird.  Auch  unabhängig  von  [lOP]  Ittsst  sich  leicht  bestätigen  dass, 
die  linke  Seite  von  [110]  mit  4  multiplicirt  werden  muss.     Denn 

setzt  man  z.  B.  a  =  j5  =  1,  a;  =  co^t  =  sifi? { "ö  "~ ^ ) '  ®^  ^^^^  nwih, 
Art.  5,  XIV 

n^t        t 
dagegen  die  rechte  Seite  gleich      . r-.  •    Hier  scheint  übrigens 

mehr  als  ein  blosser  Druck-  oder  Schreibfehler  vorzuliegen,  denn 
Gauss  hätte  sicher  nicht  4.a  — ^,/9  — ^  geschrieben,  sondern 
2a— 1.2/3  — 1,  um  so  mehr,  als  auch  auf  der  rechten  Seite  der 
Formel  die  Grössen  2«  — 1  und  2|3  — 1  auftreten. 
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Berichtigung 

%u  der 

Becension  von  £•  B.  Hüller'8  Planlmetrisolien  Constractloiisaiifgabei, 

8.81. 

Den  Satz  in  meiner  Vorrede:  „...  warum  ich  Aufgaben,  welche  im 
Anfange  durchgenommen  werden  müssen,  ..."  hat  Herr  Seh  wer  ing-Goea- 
feld  nicht  yerstanden.  Ich  habe  damit  gesagt,  dass  jeder  Mathematiker 
wissen  mnss,  dass  man  da«  Leichteste  zuerst  durchnimmt.  Ich  fttr  meine 
Person  fange  mit  den  ersten  Nummern  des  §  24  in  Quarta  an  und  nehme 
dann  dazu  passende  Aufgaben  aus  §  20,  dann  erst  gehe  ich  zu  §  3  über  etc. 

§  25  S.  48,  „Soll  ein  Kreis  ..."'  würde  Herr  Schw.  vielleicht  verstanden 
haben,  wenn  er  die  betreffenden  Aufgaben  §  23  angesehen  hfttte. 

Die  Schreibweise  Perga  ist  richtig;  die  von  Herrn  Schw.  gewünschte 
Pergft  findet  sich  allerdings  gewöhnlich  in  mathematischen  Büchern ,  ist  aber 
falsch. 

Zum  Schluss  erlaube  ich  mir,  Herrn  Schw.  noch  auf  einen  Wider- 
spruch in  seiner  Becension  aufmerksam  zu  machen.  Er  sagt  an  einer  Stelle^ 
dass  er  „methodische  Bearbeitung"  in  meinem  Buche  yermisse,  während 
er  7  Zeilen  tiefer  ausdrücklich  hervorhebt,  dass  „jede  Aufgabe  genügend 
zur  Lösung  vorbereitet  ist".  ^  ^  Müller. 


E.  Wrobbl,    Die   Physik   in    elementar  -  mathematiseher   Behandlnng. 

I.  Mechanik   (Statik  und  Dynamik  der  festen  ECrper,   der  Flüssig- 
keiten und    der  Oase).     Rostock,  Verlag  von  W.  Werther.     1885. 
Preis  4  Mk.  50  Pf. 
Dieses  Buch  ist  mehr  für  den  reiferen  Schüler  bestimmt,  da  es  eines- 
theils  die  Kenntnisse  der  Trigonometrie  Yoraussetzt,  andemtheüs  auch  öfters 
über  die  Grenzen  der  Elementarmechanik  hinausgeht,  indem  es  z.  B.  die 
Momentankräffce  behandelt.     Um  die  theoretischen  Ableitungen  gleich  prak- 
tisch verwerthen  zu  können,  sind  zahlreiche  Beispiele  eingeflochten,  wodurch 
eine  gute  Grundlage  bei  den  Schülern  erreicht  wird. 

Der  erste  Theil  beschftftigt  sich  mit  der  Statik  fester  Körper,  dem  die 
Dynamik  fester  Körper  im  zweiten  Theil  gegenübersteht,  während  der  driUe 

Digitized  by  \^KJKJWIK^ 


Recensionen.  103 

Theil  die   Statik  und  Dynamik  der  Flüssigkeiten  und  Gase  umfassi     Im 
letzten  Abschnitt  wird  anch  die  Meteorologie  noch  etwas  hereingezogen. 

Der  Verf.  sagt  in  seiner  Vorrede,  dass  der  dritte  Theil  durch  eine 
grössere  Zahl  Holzschnitte  das  Buch  etwas  vertheuem  wird;  gewiss  h&tten 
die' Leser  auch  noch  mehr  bezahlt ,  wenn  das  Papier  besser  wfire,  denn  das 
Lesen  wird  durch  das  Durchschlagen  der  Bückseite  sehr  erschwert.  Das 
Aeussere  trügt  überhaupt  keinen  einheitlichen  Charakter;  so  ist  der  dritte 
Theil  in  Druck. und  Papier  ganz  verschieden  von  den  beiden  ersten  Theilen; 
und  vollends  was  die  Holzschnitte  betrifft,  so  findet  man  dreierlei  Arten, 
von  denen  die  mit  kräftigen   Strichen  auf  schwarzem  Grund  weitaus   die 

^"«^^-  B.  Nbbel. 

6.  Albbbcht,  Oeschichte  der  Elektricität.  Elektrotechnische  Bibliothek 
Band  28.  Verlag  von  A.  Hartleben  (Wien,  Pest,  Leipzig).   Preis  3  Mk. 

Durch  das  unaufhaltsame  Streben  nach  Vorwärts  hat  sich  die  Elektri- 
cität in  den  letzten  Jahren  nach  allen  Richtungen  weithin  ausgebreitet,  so 
dass  man  bei  der  Fülle  des  Stoffes  leicht  den  Entwickelungsgang  aus  dem 
Auge  verlieren  könnte.  Am  deutlichsten  zeigt  dies  die  bis  auf  27  Bände 
angewachsene  elektrotechnische  Bibliothek  von  Hartleben ,  wovon  jeder  Band 
die  einzelnen  Zweige  der  Elektricität  bis  ins  Detail  behandelt.  Die  üeber- 
sieht  darüber  bildet  der  vorliegende  Band,  der  wohl  die  summarische  In- 
haltsangabe der  vorhergehenden  Bände  in  geschichtlicher  Darstellung  genannt 
werden  darf. 

Der  Verf.  ist  sich  bewusst,  dass  in  einem  so  engen  Rahmen  sich  dieser 
Stoff  nicht  erschöpfend  behandeln  lässt,  hat  aber  den  Entwickelungsgang 
nicht  gleichmässig  dargestellt ,  sondern  ist  mit  der  neueren  Zeit  etwas  stief- 
mütterlich umgegangen.  Vielleicht  giebt  dies  den  Anlass,  die  neuere  Ent- 
wicklung der  Elektricität  später  in  einem  besondem  Bändchen  zu  berück- 
sichtigen. 

Nicht  nur  die  zahlreichen  Abbildungen  von  Instrumenten,  sondern  auch 
die  Bildnisse  der  bedeutendsten  Forscher  auf  dem  Gebiete  der  Elektricität 
werden  wesentlich  dazu  beitragen,  dass  diese  Geschichte  der  Elektricität  in 
den  weitesten  Kreisen  Eingang  findet.  Die  Abbildungen  elektrischer  For- 
scher sind  grösstentheils  schon  in  dem  Bericht  der  Wiener  elektrischen  Aus- 
stellung vom  Jahre  1883  (Verlag  von  Hartleben)  enthalten.     ^  Nbbbl. 


M.  WiLDBBMANN,  Dlc  Orundlehren  der  Elektricität  und  ihre  wichtigsten 

Anwendungen.    Herder'sche  Verlagshandlung,  Freiburg  i.  B.    1885. 

Preis  7  Mk. 

Nicht  für  den  Gelehrten,  sondern  für  den  Laien,  der  sich  mit  den 

Fortschritten  der  Elektricität  bekannt  machen  will,  ist  das  vorliegende  Buch 
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geschrieben.     Bs  ist  deshalb  keinerlei  Kenntniss  yon  Mathematik  Yonros- 
gesetzt,   nur  für  die  Vorgeschritteneren  finden  sich  in  Anmerknngen  hier 
und   da  einige  Formeln  angegeben.     Da  keine  weiteren  Vorkenntnisse  ver- 
langt werden,  so  wird  der  Leser  im  ersten  Buche  mit  der  Elektricittt  und 
ihrer  Erregung  bekannt  gemacht,  während  die  Verwendungen  der  Elektri- 
cit&t  in  dem  zweiten  Buche  zusammengestellt  sind.  —  Es  wird  wohl  kein 
Capitel  der  Elektricitftt  genannt  werden  können ,  das  hier  nicht  berflcksich- 
tigt  worden  wäre;  überall  findet  der  Laie  Aufschluss,  namentlich  in  dem 
Oebiet  der  Elektrotechnik,  da  insbesondere  zahlreiche  Maschinen-  und  Lam- 
pentypen angegeben  sind.    Somit  wftre  es  überflüssig,  die  einzelnen  hier 
behandelten  Zweige  der  Elektricit&t  aufzuzählen.  —  Was  die  Behandlung 
des  Stoffes  betriffb,  so  bekommt  man  beim  Lesen  des  Buches  den  Eindruck, 
als   ob  der  Verf.  zum  Theil   filtere  Werke  der  Physik   benützt,   dagegen 
neuere  Bestimmungen  nicht  immer  berücksichtigt  habe,  z.  B.  wenn  er  aof 
S.  4  von  j, freundlichen  und  feindlichen  Polen*'  spricht,  oder  S.  119  das  Ohm^ 
gleich  1,0493  Siemens- Einheiten  statt  1,060  angiebt  u.  dgl.  m.     Einiges  ist 
nicht  scharf  hervorgehoben  oder  gar  unrichtig  ausgedrückt;  als  Beleg  hier- 
für sei  z.  B.  der  §  29  angeführt.     Hätte  der  Verf.  S.  71  angegeben,   daas 
der  Bedactionsfactor  einer  Bussole  von  dem  variabeln  Erdmagnetismus  ab- 
hängig  und  somit  selbst  variabel  ist,  so  würde  der  Leser  den  Grund  ein- 
sehen y  warum  er  den  Reductionsfactor  „bei  einer  älteren  Bussole,  die  lange  (!) 
Jahre  nicht  gebraucht  worden  ist,  vor  neuem  Gebrauch  wieder  festzustellen 
hat*';  denn  sonst  sucht  er  den  Grund  hierzu  in  der  Veränderlichkeit  des 
Nadelmagnetismus,  während  doch  hiervon  der  Reductionsfoctor  unabhängig 
ist.     Die  Definition  eines  Spiegelgalvanometers  ist  geradezu  unrichtig,  so 
dass  man  annehmen  darf,  dass  der  Verf.  den  Zweck  des  Spiegels  an  den 
Spiegelgalvanometem  nicht  kennt.     Die  wenigen  hier  angeführten  Aussetz- 
ungen mögen  genügen,  um  darzuthun,  dass  Manches  in  diesem  Buche  mit 
Vorsicht  aufzunehmen  ist.  g  Nebbl.- 

Die  Oay-Lnssao'sehe  Formel,  von  Prof. Hüllmakn.  Oldenburg,  1886.  39  S. 

Von  den  39  Seiten  der  Abhandlung  sind  7  dem  Gegenstand  des  Titels 
gewidmet,  der  Rest  beschäftigt  sich  mit  einer  Anzahl  Kritiken  über  eine 
früher  geschriebene  Abhandlung  „Der  Baum  und  seine  Erfüllung^,  mit  denen 
der  Verfasser  nicht  zufrieden  ist. 

An  die  Stelle  der  Gay-Lussac'schen  Formel 

v  =  t;o(l  +  aO 
setzt  der  Verfasser  den  Ezponentialausdruck 

welcher  für  kleine  Werthe  von  a  mit  dem  ersteren  übereinstimmt.  Dass 
dies  nichts  Neues  ist,  zeigt  z.  B.  das  Lehrbuch  der  Physik  von  Mousson, 
2.  Band  Nr.  476  der  3.  Auflage. 
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Der  Verfasser  ereifert  sich  femer  dagegen,   dass  in  dem  Mariotte- 
Oay-Liissac^sehen  Gesetze 

pv=:BT 

die  Physiker  R  als  eine  Constante,  also  als  eine  absolute  unbenannte  Zahl 
betrachten!  und  zeigt  damit,  dass  er  keinen  Begri£f  von  dem  hat,  was  der 
Bfathematiker  Constante  nennt.  Wenn  er  femer  sagt,  der  erste  Hauptsatz 
der  Wärmetheorie  solle 

dQ^^dU-^Apdv  und  nicht  dQ  =  dU+pdv 
geschrieben  werden,  so  wird  ihm  jeder  Kundige  zustimmen,  aber  auch  sich 
die  Frage  erlauben,  bei  welcher  AutoritSt  die  zweite  Gleichung  zu  finden 
ist,  wenn  die  Buchstaben  ihre  gewöhnliche  Bedeutung  haben. 

Die  Besprechung  der  Antikritiken  überlassen  wir  den  Herren  Kritikern, 
wenn  sie  es  übernehmen  wollen.  p  g^^^^ 


Theoretische  Optik,  yon  Dr.  Kbttelbr,  Professor  in  Bonn.  Braunschweig« 
1885.  652  S. 
In  den  zwanziger  Jahren  unseres  Jahrhunderts  hat  Fresnel  den 
ersten  Yersuch  gemacht,  auf  mechanische  Grundsätze  sich  stützend  mathe- 
matische Ausdrücke  für  die  Intensität  des  zurückgeworfenen  und  gebrochenen 
Lichtes  und  für  die  Bewegung  der  Lichtstrahlen  in  krjstallinischen  Mitteln 
zu  geben.  In  Deutschland  war  es  insbesondere  Fr.  Neumann,  welcher 
die  Grundsätze  der  Elasticitätstheorie  auf  dieselben  Erscheinungen  anwandte, 
üeber  die  Definition  der  Polarisationsebene  waren  die  zwei  Physiker  bekannt- 
lich entgegengesetzter  Ansicht.  Lam6*s  Theorie  stimmte  mit  der  von 
Neumann^  Cauchy  suchte  die  Dispersion  zu  erklären,  aber  ohne  zu 
einem  klaren  Ziele  zu  kommen.  Einen  kräftigen  Anstoss  zur  Ausbildung 
der  Theorie  der  Optik  gab  erst  in  den  siebziger  Jahren  die  Entdeckung  der 
anomalen  Dispersion.  Es  handelte  sich  jetzt  dämm ,  allgemeinere  Differen- 
tialgleichungen aufzustellen,  von  der  Annahme  des  Mitschwingens  der  Kör 
pertheilchen  ausgehend.  In  den  letzten  15  Jahren  finden  sich  in  Wiede- 
mann 's  Annalen  eine  Beihe  von  Abhandlungen  aus  diesem  Gebiete,  ins- 
besondere von  Ketteier,  Lommel  und  Voigt.  Lommel  ist  im  Be- 
griffe, seine  Anschauung  im  Zusammenhang  darzustellen.  Ketteier  hat 
es  im  Torliegenden  Werke  gethan. 

Ketteier  hat  es  sich  zur  Aufgabe  gemacht,  Differentialgleichungen 
aufzustellen,  welche  im  Gegensatz  zu  den  früher  benützten  auch  die  Dis* 
persion  und  die  Absorption  erklären,  und  welche  ausserdem  die  Erschei-  - 
Bungen  der  Metallreflexion  und  der  circular  und  elliptisch  polarisirenden 
Mittel  umfassen.  Selbstverständlich  ist  damit  eine  Kritik  anderer  Versuche 
verbunden  y  so  dass  eine  Art  Geschichte  der  neueren  Bestrebungen  für  Aus- 
dehnung der  theoretischen  Optik  vorliegt.    Die  i^lgemeinsten  Bewegungs- 
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gleichungen  werden  erhalten  ^  indem  die  fUr  die  einzelnen  besonderen  Er- 
scheinungen oöthigen  Zusatzglieder  zu  den  alten  Differentialgleichungen  hinzu- 
gesetzt werden. 

Dem  theoretischen  Theile  folgt  ein  experimenteller,  der  sich  in  erster 
Linie  mit  der  Dispersion  des  Lichtes  in  Oasen  beschftftigt,  die,  frfiher  meist 
geleugnet,  nun  von  Ketteier  experimentell  festgestellt  wurde,  dann  ^t 
der  Dispersion  einer  Reihe  durchsichtiger,  undurchsichtiger  und  halbdurch- 
sichtiger Mittel  und  mit  dem  Zusammenhang  von  Absorption  und  Befraction. 

Wir  haben  somit  ein  erstes  Werk  vor  uns,  das  die  Theorie  aller  Licht- 
erscheinungen ,  insbesondere  der  in  neuerer  Zeit  bekannt  gewordenen ,  nach 
einem  Gesichtspunkte  dargestellt  zusammenfasse  p  ^bch 


Der  Atomaufbau  in  den  chemischen  Verbindungen,  von  L.  Mank.  Berlin, 

1884.    90  S. 

„Wenn  eine  Menge  unelastischer  üratome  in  eine  Bohre  mit  festen, 
unelastischen  Wänden  einströmt,  so  wird  bei  gleicher  Geschwindigkeit,  aber 
divergenter  Bewegungsrichtung  die  radiale  Bewegungscomponente  durch  den 
Gegendruck  an  der  Röhren  wand  vernichtet,  die  Tangentialbewegung  der 
Partikel  durch  gegenseitigen  Anprall  aber  ausgeglichen ,  so  dass  eine  Spiral- 
bewegung mit  unveränderter  axparalleler  Geschwindigkeit  resultiren  würde 
und  für  deren  Rotationsrichtung  die  arithmetische  Summe  der  Tangential- 
bewegnngsgrössen  entscheidend  wSre.''  ' 

Das  ist  ein  Satz  der  Einleitung  in  diese  Abhandlung.  Die  Tangential- 
bewegung wird  aufgehoben ,  ist  aber  ein  Maass  ftir  die  Rotationsbewegung, 
welche  parallel  der  Axe  vor  sich  geht. 

„Die  Wirbelbewegung  bedingt  die  Continuitftt  des  Stoffes;  ein  dauernd 
leerer  Raum  ist  nur  im  Innern  der  engsten  Strahlen  möglich.^  Also  Con- 
tinuität  des  Stoffes,  aber  zeitweise  auch  leerer  Raum? 

Wir  kamen  über  die  Einleitung  nicht  hinaus,  da  wir  der  Ansicht  sind, 
man   müsse  die  Einleitung  verstehen,  um  ein  Buch  mit  Nutzen  zu  lesen. 

P.  Zbcs. 

Vorlesungen  über  die  Theorie  der  ELatticitftt  der  Sssten  Körper  und  dee 
Liohtäthers.    Von  Dr.  Franz  Neumann,  herausgegeben  von  Dr.  0*  £. 
Mbyer.    Leipzig,  1885.    374  S. 
Ein  weiterer  Band  der  Sammlung  von  VortrSgen  über  mathematische 
Physik,   welche  von  den  ehemaligen  Schülern  des  Eönigsberger  Physikers 
herausgegeben  werden.    In  demselben  werden  zunftchst  die  Sfttie  über  Druck- 
kräfte und  Verrückungen  in  einem  elastischen  System  und  die  Beziehungen 
beider  entwickelt.     Historisch  hat  sich  die  Theorie  anders  entwickelt,  nim- 
lieh  aus  der  Einwirkung  der  Molekel  aufeinander,  wovon  bei  Betrachtung 
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der  Drnckkrftfte  and  Verrttckangen  ganz  abgesehen  werden  kann.  Nävi  er 
hat  zuerst  die  Moleculartheorie  aufgestellt  und  daraus  die  Verrückungen 
bestimmt;  die  Druckkräfte  entwickelten  Poisson  und  Cauchj.  Carl 
Neu  mann  hat  die  Elasticitätsgleichungen  aus  dem  Princip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  abgeleitet,  seine  Theorie  giebt  zugleich  die  Orenzbeding- 
ungen  an  der  Oberflfiche  der  Mittel.  Nach  Auseinandersetzung  derselben 
werden  die  Temperaturänderungen  als  Ursache  der  Verrückungen  betrachtet 
und  die  Sätze  von  Kirchhoff  bewiesen,  dass  es  eine  eindeutige  Lösung 
isty  welche  aus  den  aufgestellten  Differentialgleichungen  folgt. 

Es  werden  dann  die  allgemeinen  Gleichungen  auf  einige  besondere  Auf- 
gaben angewandt,  die  Ausdehnung  eines  prismatischen  Körpers  durch  Zug, 
die  dabei  erfolgende  Querzusammenziehung,  eine  Hohlkugel  unter  dem  Ein- 
fluss  von  innerem  und  äusserem  Druck,  dann  die  Torsion  eines  Cjlinders 
und  die  Biegung  eines  Stabes.  Daran  knüpft  sich  eine  Betrachtung  über 
das  Yerhältaiss  der  Elasticitätsconstanten  k  und  fi. 

Es  folgen  nun  die  Gleichungen  für  krjstallinische  Mittel  aus  den  Sjm- 
metrieverhältnissen  der  Structur  und  der  Annahme  abgeleitet,  dass  .der 
Moleculardruck  nur  von  den  relativen  Verrückungen  an  jeder  Stelle  abhänge. 
Die  Gleichungen  enthalten  36  Constanten,  deren  Zahl  sich  erheblich  ver- 
mindert, wenn  der  Krjstall  in  Bezug  auf  eine  oder  mehrere  Ebenen  sym- 
metrisch gebildet  ist.  Es  wird  als  Anwendung  der  Gleichungen  die  Zusam- 
mendrückung  eines  Krystalls  durch  allseitigen  oder  einseitigen  Druck  und 
die  Aenderung-der  Winkel  hierbei  auseinandergesetzt. 

Nun  folgen  die  Gesetze  der  Fortpflanzung  ebener  Wellen ,  der  Doppel- 
brechung und  Polarisation:  die  Fortsetzung  dieser  Untersuchungen  ist  in  den 
9 Vorlesungen  über  theoretische  Optik  von  Fr.  Neumann^  zu  suchen.  Da- 
gegen werden  die  Differentialgleichungen  noch  weiter  entwickelt  unter  der 
Bedingung,  dass  der  Lichtäther  unzusammendrückbar  sei,  wobei  die  Longi- 
tudinalwellen  wegfallen.  Wenn  hierbei  die  FresneTschen  Gesetze  gefun- 
den werden,  so  geschieht  es  nur  unter  der  Voraussetzung  einer  Existenz 
von  drei  aufeinander  senkrechten  symmetrischen  Ebenen;  da  aber  jene  Ge- 
setze allgemeiner  gelten,  wie  die  Erfahrung  zeigt,  so  wird  Lam6*s  Ver- 
fiüiren  auseinandergesetzt,  wobei  nicht  die  Symmetrie  vorausgesetzt  wird, 
sondern  nur  die  Eigenschaft,  ebene  Wellen  durchzulassen. 

Zum  Schlüsse  der  optischen  Betrachtungen  folgt  die  Dispersionstheorie 
nach  Cauchy  und  nach  Neu  mann,  und  zum  Schlüsse  der  Elasticitäts- 
theorie  überhaupt  die  Schwingung  gespannter  Saiten  und  Membranen ,  sowie 
dünner  Stäbe.  p.  Zech. 

IFnterfiiehimgen  über  Elekftrioität     Von  Gaston  PlantjS,   übersetzt  von 
Prof.  Dr.  Wallbntin.     Wien  1886.    262  S. 
Die  Accumulatoren,   welche  heutzutage  eine  grosse  Rolle  spielen  als 
Beguh^toren  elektrischer  Anlagen  und  als  einfachste  Apparate,  um  Elektri- 
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citHt  zu  liefern,  wo  ein  Motor  zur  Erzeugung  der  Elektricitfti  fllr  kune 
Zeit  oder  überhaupt  nicht  vorhanden  isi,  sind  von  Planta  zuerst  studirt 
worden.  Vorliegendes  Werk  giebt  in  seinem  ersten  Theile  die  yieliadien 
Erfahrungen  des  Verfassers  ttber  die  Secundärbatterien  und  die  ihnen  zn 
gebende  Einrichtung ,  damit  sie  als  Accumulatoren  zu  bentttsen  sind,  d.  h. 
a]s  Apparate,  welche,  einmal  geladen,  längere  Zeit  hindurch  gleichbleibende 
elektrische  StrSme  zu  geben  im  Stande  sind.  Es  ist  im  Einzelnen  naeb- 
gewiesen,  wie  man  dazu  getrieben  wurde,  Bleiplatten  anzuwenden  und  zwar 
„formirte*'  Bleip]atten,  d.  h.  durch  den  galvanischen  Strom  umgewanddte 
gewöhnliche  Bleiplatten ,  an  deren  Oberflftche  das  Blei  in  feiner  ZerÜheilung 
angesammelt  wird.  Alle  neueren  Accumulatoren  suchen  denselben  Zweck 
durch  besondere  Herstellung  von  Bleiplatten  zu  erreichen,  das  Princip  ist 
aber  immer  noch  das  von  Planta  zuerst  angewandte. 

Die  folgenden  Theile  geben  eine  Darstellung  der  verschiedenen  Anwen- 
dungen von  Secundärbatterien,  insbesondere  für  die  Ströme  hoher  Spannung, 
die  man  mit  denselben  erhalten  kann.  Die  verschiedenen  Versuche ,  welche 
angeführt  werden ,  mussten  zu  Analogien  mit  den  Erscheinungen  dee  Blitzes 
fahren,  wie  sie  im  vierten  Theil  angeftthrt  werden.  Auch  der  Hagel,  die 
Tromben,  die  Polarlichter,  die  Sonnenflecken  werden  hereingezogen,  um  ihre 
Analogie  mit  den  Wirkungen  einer  hochgespannten  Secundftrbatterie  nach- 
zuweisen. Die  Anlage  einer  solchen  Batterie  —  rheostatische  Maschine 
—  wird  im  fünften  Theil  im  Einzelnen  besprochen ,  und  im  sechsten  Theil 
endlich  werden  Schlussfolgerungen  über  die  Natur  der  Elektricitttt  gezogen. 

Es  ist  von  hohem  Interesse,  diese  Studien  auf  einem  Specialgebiet  za 
verfolgen  und  zn  sehen ,  wie  der  Verfasser  durch  seine  Versuche  hingeleitet 
wurde  auf  die  rftthselhaften  elektrischen  Vorgänge  in  unserer  Atmosphäre. 

Leider  kann  die  üebersetzung  als  gute  nicht  charakterisirt  werden.  £6 
kommen  Satzverbindungen  vor,  die  das  Oegentheil  von  französischer  klarer 
Darstellung  sind  (z.  B.  S.  16:  „Aber  ebenso"  u.  s.  w.),  Anwendung  fran- 
zösischer Worte,  die  sich  leicht  durch  deutsche  hätten  geben  lassen  (z.  B. 
„decapiert"  S.  18  und  19),  es  wird  von  ,fgeringen''  Engeln  gesprochen 
(S.  50),  von  ^veritabeln*'  Ladungen  (S.  58),  von  ;, variierten*  Widerständen 
(S.  64),  von  einem  „üebersetzen  des  Bastilleplatzes^  (S.  164)  u.  s.  w*  Dis 
sind  wenige  Beispiele  von  üebersetzungssünden ,  die  beim  Lesen  des  Baches 
unangenehm  stören.  p  ^tECE, 

Lehrbuoh  der  Geophysik  und  physikalischen  Geographie.    Von  Dr.  S. 

Günther.     Zwei  Bände.     II.  Bd.  mit  118  in  den  Text  gedruckten 

Abbildungen.     Stuttgart,  Verlag  von  Ferd.  Enke.    1885.    8^    XII, 

670  S. 

Die  Grundsätze,  nach  welchen  dieser  11.  Band  der  Geophysik  gearbeitet 

ist,  sind  in  allem  Wesentlichen  die  gleichen  wie  ftlr  den  I.  Band,  wdchor 
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früher  in  dieser  Zeitschrift  (Bd.  29  S.  226 -flgg.)  seine  Besprechung  fand.  Auch 
in  dem  yorliegenden ,  im  Vergleich  zum  früheren  mehr  als  anderthalbfach 
so  starken  Bande  hat  die  geschichtliche  Entwickelung  der  darzustellenden 
Lehren  und  die  genaue  Angabe  der  behufs  weiterer  Studien  etwa  aufzu- 
suchenden Quellenwerke  eine  ftusserst  ausgiebige  und  konsequente  Berück- 
sichtigung erfahren:  das  Letztere  ergiebt  sich  daraus,  dass  zusammen  über 
3000  Verweisungen  und  Belegstellen,  je  auf  den  Schluss  der  einzelnen  Ab- 
schnitte vertheilt,  beigefügt  sind,  und  die  Beachtung  des  ersteren  zeigt, 
dass  das  jetzt  abgeschlossene  Werk  auf  seinen  über  1000  Seiten  Grossoktav 
der  Hauptsache  nach  auch  eine  Geschichte  der  physikalischen  Geographie 
oder  wenigstens  ihrer  einzelnen  Kapitel  in  sich  fasst. 

Der  I.  Band  hatte  ja  die  kosmische  Stellung  der  Erde ,  die  allgemeinen 
mathematischen  und  physikalischen  Verhältnisse  unseres  Planeten  und  die 
Geophysik  im  engeren  Sinne  behandelt;  zu  diesen  drei  fügt  der  neue  Band 
die  a.  a.  0.  S.  229  in  Aussicht  gestellten  weiteren  sechs  Abtheilungen. 

Die  erste  derselben,  also  des  ganzen  Werkes  vierte  Abtheilung 
(S.  1— 67)  bespricht  die  magnetischen  und  elektrischen  Erdkr&fte.  Aus- 
gehend (1.  Kap.)  vom  magnetischen  und  elektrischen  Verhalten  der  ober* 
flftchlichen  Erdschichten  und  (2.  Kap.)  von  der  magnetischen  Richtkraft  des 
gesammten  ErdkCrpers,  insbesondere  von  den  drei  den  Erdmagnetismus 
bestimmenden  Elementen,  ihrer  Geschichte  und  praktischen  Verwendung, 
giebt  dann  (3.  Kap.)  der  Verf.  die  Theorien  des  Erdmagnetismus,  haupt- 
sttchlich  die  Gauss 'sehe,  und  widmet  sein  4.  Kapitel  den  Polarlichtern, 
deren  Erscheinung,  den  Versuchen  ihrer  Erklärung  und  den  in  neuester  Zeit 
versuchten  Nachbildungen  derselben. 

Der  AtmosphSrologie  ist  die  fünfte  Abtheilung  gewidmet,  begreif- 
licherweise viel  Platz,  fast  ein  Drittel  des  Buches  einnehmend  (S.  67 — 308), 
zum  deutlichen  Beweis,  wie  Vielerlei  und  wie  Interessantes  „vom  Wetter" 
zu  sagen  ist  Die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Lufthülle,  ihre  chemische, 
physikalische  und  morphologische  Beschaffenheit  und  die  Methoden  zu  deren 
Erkennung  (I.Kap.),  sowie  die  Beobachtungs -  und  Berechnungsmethoden 
der  Meteorologie  (2.  Kap.)  machen  den  Anfang,  und  es  haben  hierselbst 
auch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  und  die  BesseTsche  Formel  ihre  | 

Aufnahme  gefunden.     An   die  Besprechung  des  umfassenden  Gebietes  der  I 

meteorologischen  Optik  (3.  Kap.)  und  des  an  Erklärungsversuchen  so  reichen 
Gebietes  der  atmosphärischen  Elektricität  (4.  Kap.)  reiht  sich  naturgemäss 
die  kosmische  Meteorologie  (5.  Kap.)  an,  wo  dann  der  Einfluss  des  Mondes 
auf  die  Witterung  in  vorsichtigster  Weise  zum  Ausdruck  gelangt,  zugleich  ) 

aber  auch  neuere  Arten  des  Prophezeiens  ihre  Abfertigung  finden.  Das 
folgende  6.  Kapitel,  die  dynamische  Meteorologie,  d.  i.  die  Lehre  von  den  | 

Störungen  des  atmosphärischen  Gleichgewichtszustandes  enthaltend,  giebt  die 
Grundlagen  der  heutigen  Meteorologie  (die  also  hier  im  Gegensatze  z.  B. 
zu  Supan  als  wirklich  der  Geographie  gehörig  aufgefasst  wird)  und  bildet 
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den  naturgemässen  üebergang  zum  zweiten  Theile  der  vorliegenden  AbÖiei- 
Inng,  znr  E^limatologie,  die  als  allgemeine  (7.  Kap.)  und  specielle  (8.  Ki^.) 
und  säcolare  (9.  Kap.)  abgehandelt  wird.  Den  Beschlnss  macht,  als  prak- 
tische Verwendung  des  vorstehend  dargelegten  Wissensgebietes,  die  an- 
gewandte Meteorologie  (10.  Kap.)  sowohl  als  Wetterprognose,  wie  als  agrare, 
litorale,  maritime  und  selbst  medicinische  Meteorologie. 

Die  sechste  Abtheilung  (S.308 — 442)  behandelt  die  Oceanographie 
und  oceanische  Physik,  nämlich  die  geometrischen,  physikalischen  und  che- 
mischen Eigenschaften  des  Meeres  (1.,  2.  und  3.  Kap.),  hierauf  seine  Be- 
wegungen, nttmlich  dessen  Wellen  und  die  Gezeiten  und  ihre  £rklSrang 
(4.  Kap.),  und  die  Strömungen  im  Allgemeinen  und  im  Besondem  fGLr  die 
einzelnen  Meere  (5.  Kap.).  Als  Anhangskapitel  kann  das  sechste  gelten, 
welches  das  Eis  des  Meeres,  seine  Entstehung,  Eigenschaften,  Arten  und 
seine  Yertheilung  bespricht,  sowie  die  Meinungen  ttber  ein  offenes  Polar- 
meer darlegt. 

Vom  Meere  führt  un^  der  Verfasser  auf  das  Festland,  nicht  ohne  in 
der  vorangehenden  siebenten  Abtheilung  (S.  442 — 497)  die  dynamische 
Wechselwirkung  zwischen  Meer  und  Land  behandelt  zu  haben.  Hier  wer- 
den (l.  Kap.)  die  Niveauschwankungen  im  Allgemeinen  und  in  ihrer  geo- 
graphischen Vertheilung  dargelegt,  sowie  die  zu  ihrer  Erklttrung  anfgeetdl- 
ten  Theorien,  wobei  die  blos  Seespiegelschwankungen  zulassende  Meinung 
von  Suess  nicht  rundweg  gebilligt  wird.  Die  Besprechung  der  Kllsten- 
bildnng,  sowie  die  Charakteristik  und  E^lassification  der  Inseln  bilden  den 
Inhalt  des  2.  und  3.  Kapitels. 

Die  achte  Abtheilung  (S.  497 — 648)  b^schKfügt  sich,  wie  gesagt, 
mit  dem  Festlande  und  seiner  Sttsswasserbedeckung.  Im  Anschlüsse  an  das 
der  Kosmogonie  gewidmete  1.  Kapitel  der  ersten  Abtheilung  werden  hier 
zunächst  die  speciell  geogonischen  Speculationen  skizzirt  und  die  Orundihat- 
sachen  der  Oeognosie  kurz  hervorgehoben;  der.  stereometrischen  Oeognosie 
und  ihrer  Ausbildung  durch  Humboldt  und  Sonklar,  also  den  Ober- 
flttchenformen  im  Allgemeinen ,  der  Gebirgsgliederung  und  den  gestaltiichei 
Verhältnissen  der  Thftler,  der  Orometrie  und  der  Beziehung  zwischen  der 
Physiognomik  eines  Gebirges  und  seinem  geognostischen   Aufhau  ist  das 

2.  Kapitel,  der  in  neuerer  Zeit  so  sehr  entwickelten  Gletscherkunde  das 

3.  Kapitel  gewidmet,  während  das  4.  die  stehenden  und  fliessenden  Gewitoser 
studirt.  Dem  so  überaus  mannigfaltigen  Stoffe  der  yorliegenden  Abthdluog 
Ittsst  dann  der  Verfasser  zum  Schlüsse  noch  (im  5.  Kap.)  eine  zusamm^i- 
fassende  und  vertiefende  Betrachtung  zu  Theil  werden,  indem  er,  an  die 
Kant-Laplace'sche  Kosmogonie  anknüpfend,  übersichtlich  all'  das  zusam- 
menträgt, was  einer  genetischen  Erklärung  der  gegenwärtigen  OberflSehen> 
beschaffenheit  unseres  ErdkOrpers,  also  einer  allgemeinen  Morphologie  des 
Antlitzes  der  Erde  zu  dienen  vermag. 
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Diese  Erde  nun  trttgt  Lebewesen  verschiedenster  Art,  und  deren  mehr 
oder  minder  gfinsüge  Entwickelang  ist  im  Wesentlichen  durch  die  geophysi- 
kalischen YerhSltnisse  bedingt;  so  interessant  darum  auch  die  Beziehungen 
zwischen  der  Biologie  und  der  Geophysik  sind,  so  gehört  eine  Darlegung 
jener  doch  nicht  in  das  Gebiet  der  letztgenannten  Wissenschaft,  und  so 
begnügt  sich  denn  auch  der  Verfasser  unseres  Buches  mit  einem  die  neunte 
Abtheilung  vertretenden  Anhang  (S.  648— 657),  welcher  in  kurzer  An- 
deutung Ober  die  Anwendung  geographischer  Forschungsergebnisse  auf  die 
Organismenlehre  die  Grundgedanken  der  Pflanzen-,  Thier-  und  Menschen- 
geographie skizzirt. 

Wir  sind  zu  Ende  mit  unserer  gedrängten  Inhaltsübersicht  des  in  der 
Ueberschrift  genannten  Buches ,  und  es  erübrigt  ein  kurzes  zusammenfassen- 
des Urtheil  über  dasselbe.  Nun ,  vor  Allem  kann  man  nicht  genug  staunen 
über  die  ungewöhnliche  Belesenheit  des  Verfassers,  der  seinen  schier  un- 
endlichen Stoff  überallher  mit  unendlichem  Fleisse  zusammentragt;  man 
bewandert  stets  auf's  Neue  die  ausdauernde  Kraft,  welche  der  Stofffülle 
nicht  erliegt,  vielmehr  bis  zum  Schluss  letztere  zu  sichten,  za  vertheilen 
und  im  Ganzen  genommen  vollauf  zu  beherrschen  vermag;  man  freut  sich 
an  der  Art  der  Darstellung,  welche  meistens  die  schöne  Mitte  hält  zwischen 
strenger  Wissenschaft  und  glücklicher  Popularisirung.  Wer  vermöchte  frei- 
lich Alle  zu  befriedigen?  Das  ungeheure  Material,  welches  bewältigt  werden 
musste,  Iftsst  es  begreiflich  erscheinen,  dass  bei  der  erstmaligen  Durcharbei- 
tung desselben  der  eine  und  andere  Abschnitt  nicht  so  wohlgeordnet  und 
übersichtlich  ausgefallen  ist,  wie  ein  Specialist  ihn  wohl  wünschen  möchte. 
So  Hesse  sich  wohl  die  erste  Hftlfte  der  sechsten  Abtheilung  (S.  308  —  370) 
geordneter  darstellen  oder,  um  ein  Beispiel  eines  einzelnen  Paragraphen  zu 
nehmen ,  die  vom  Verf.  in  sechs  Gruppen  untergebrachten  Hypothesen  über 
den  Ursprung  der  Luft-,  insbesondere  Gewitterelektricität  würden  in  ihren 
gegenseitigen  Beziehungen  klarer  hervortreten,  wenn  dieselben  vorerst  in 
solche  geschieden  würden,  welche  nur  der  Erde  angehörige  physikalische 
Vorgänge  zur  Erklärung  zu  Hilfe  nehmen,  also  so  zu  sagen  in  tellurische 
Theorien  und  in  kosmische.  Die  ersteren  verwenden  zur  Erklärung  die 
Beibung  (Winkler,  Nollet,  Dove,  Spring,  Gerland,  Hoppe, 
Sohncke),  den  Wechsel  im  Aggregatzustande  des  Wassers  und  zwar  dessen 
Verdampfung  (Franklin,  Saussure,  Lavoisier  und  Laplace,  Volta) 
oder  die  Dampfverdichtung  (Wettstefta,  Palmieri,  Gerland),  ferner 
besteht  eine  chemische  Theorie  (Berthollet),  sowie  eine  physiologische 
(Pouillet);  die  kosmischen  Theorien  aber  lassen  entweder  die  Erde  selbst 
elektrisch  sein  (Peltier,  Lamont),  oder  lassen  ihr  Elektrizität  zukommen 
infolge  von  Bestrahlung  durch  die  Sonne  (Mühry,  Giordano)  oder  gar 
durch  unmittelbare  Mittheilung  von  der  Sonne  her  (Becquerel,  Faye, 
W.  Siemens).  Eine  zweite  Auflage,  die  wir  dem  Werke  sehr  wünschen, 
wird  so  an  manchen  Stellen  die  bessernde  Hand  erkennen  lassen  können. 
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Aber  aucb  so,  wie  es  uns  vorliegt,  ist  das  Werk  eine  treffliche  Bereiche- 
rang  unserer  Literatur,  ein  recht  empfehlenswerthes  Lehr-  oder  eher  Hand- 
buch der  Geophysik,  Dem  Verfasser  gilt  unser  Dank,  dass  er  sich  der 
gewaltigen  Arbeit  unterzogen,  aber  auch  der  so  regen  VerlagtshandlaDg, 
dass  sie  das  Werk  flbemommen  und  so  gut  ausgeführt  hat. 

*P.  Trbutlbim. 


Th.  Sanio,  Die  Abbildnng  des  Aensseren  eines  Kreisbogen -Polygons  auf 
eine  Kreisfläche.  Inaugural-Dissertation  der  Königsberger  Universitili 
Greifswald,  Druck  von  Kuncke.     1885. 

Die  Aufgabe,  das  Innere  des  Kreises  eindeutig  und  conform  auf  das 
Innere  des  Kreisbogenpolygons  zu  übertragen,  ist  bereits  von  H.  A.  Schwarz 
gelöst  worden. 

Unterwirft  man  letztere  Figur  einer  Transformation  durch  reciproke 
Radien,  deren  Centrum  im  Innern  liegt,  so  entsteht  ein  neues  Kreisbogen- 
polygon ,  und  das  Innere  des  ersteren  entspricht  dem  Aensseren  des  letzteren. 

Durch  diese  üeberlegung,  die  man  als  eine  synthetische  bezeichnen 
kann,  ergiebt  sich  die  Möglichkeit  der  Lösung  des  vom  Verfasser  behan- 
delten Problems  ohne  Weiteres.  Gleichzeitig  erkennt  man,  dass  die  Abbil- 
dung der  Kreisfläche  auf  das  Innere  oder  das  Aeussere  des  Kreisbogenpolj- 
gons  auf  Functionen  ftthren  muss,  die  nicht  wesentlich  von  einander  ver- 
schieden sind. 

Letzteres  ist  insofern  bemerkenswerth ,  als  Christof  fei  gezeigt  hat 
dass  bei  dem  geradlinigen  Polygon  beide  Aufgaben  ganz  verschiedene  Ana- 
lysen erfordern,  die  auch  auf  verschiedene  Functionen  führen. 

Die  grosse  Wichtigkeit  der  Seh  war  zischen  Methoden  ist  bekannt 
Obwohl  also  das  Resultat  der  obigen  Aufgabe  leicht  vorauszusehen  war, 
muss  es  doch  als  ein  verdienstliches  und  dankenswerthes  Unternehmen  be- 
zeichnet werden,  dasselbe  auf  dem  Wege  der  Schwarz'sohen  Analyse  abcn- 
leiten  und  auch  die  Constantenbestimmungen  möglichst  vollständig  durch- 
zuführen. 

Von  Interesse  war  es  femer,  das  geradlinige  Polygon  als  SpecialfiJl 
des  Kreisbogenpolygons  zu  betrachten  und  so  den  Nachweis  zu  liefern,  dass 
die  beiden  ChristoffeTschen  Lösungen  sich  auf  dem  Schwarz'scben 
Wege  finden  lassen  und  also  functionentheoretisch  eng  mit  einander  zusam- 
menhängen. 

So  kommt  das  Problem  von  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  in  lehr- 
reicher Weise  zur  Behandlung  und  bringt  den  Leser  mit  einer  reichhaltigen 
Literatur  —  wir  nennen  noch  Schlaefli,  Wedekind,  Pochhammer, 
Kummer,  Gauss,  Riemann,  Kirchhoff,  Fuchs,  Frobenius,  Poin- 
car6  —  in  Berührung. 
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Die  vollständige  Constanienbestimmung  für  das  n  -  Eck  seheint  vorläafig 
noch  anmöglieh  zu  sein.  Verfasser  führt  sie  vollständig  dnrch  für  den  Fall 
des  Kreisbogendreiecks ,  wobei  man  auf  die  Differentialgleichung  der  hyper- 
geometrischen Reihe  geführt  wird.  Für  die  allgemeine  Durchführung  wird 
aber  in  §  8  ein  neuer  Weg  angedeutet.  Es  wird  nämlich  versucht,  ans  der 
Differentialgleichung  für  das  Innenproblem  die  des  Aussenproblems  dadurch 
herzuleiten ,  dass  erstens  die  Form  beider  Gleichungen  dieselbe  ist ,  und  dass 
man  aus  den  Parametern  der  ersteren  auf  die  der  anderen  schliesst 

Für  das  Bogendreieck  ist  dies  leicht,  für  das  n-Eck  schwieriger. 
Benützt  werden  die  beiden  Haupteigenschaften  der  Kreisverwandtschaft,  dass 
nämlich  bei  der  Abbildung  durch  reciproke  Badien  die  Winkel  und  die 
Doppelverhältnisse  von  je  vier  Punkten  unverändert  bleiben. 

Für  die  Eckpunkte  des  n-Ecks  lassen  sich  im  Ganzen  n(n-l)(n— 2)(n-3) 
solcher  Doppelverhältnisse  bilden,  von  denen  aber  nur  n  — 3  von  einander 
unabhängig  sind.  Bei  den  Winkeln  ist  nur  zu  beachten ,  dass  an  Stelle  des 
inneren  Winkels  In  jedesmal  (2  — A)7r,  der  äussere  Winkel,  zu  setzen  ist 

Mit  Hilfe  dieser  Invarianten  lassen  sich  die  3n  — 3  Parameter  der 
der  Differentialgleichung  des  Aussenproblems  aus  denen  der  Gleichung  des 
Innenproblems  bis  auf  zwei  oder  drei  bestimmen,  je  nachdem  n  ungerade 
oder  gerade  ist 

Auf  diesem  Wege  gelingt  es  dem  Verfasser,  die  Lösung  des  letzt- 
genannten Problems  wenigstens  im  Princip  zu  geben. 

Aus  dieser  Inhaltsangabe  wird  man  entnehmen  können,  dass  es  sich 
um  eine  sehr  verdienstliche  Arbeit  handelt,  die  übrigens  auf  Anregung  des 
Herrn  Professor  Lindemann  unternommen  wurde. 

Referent  erlaubt  sich,  beiläufig  auf  einen  weiteren  Punkt  hinzuweisen. 
Bei  der  Abbildung  mittels  ganzer  rationaler  Functionen  und  ihrer  Um- 
kehrungen entsprechen  den  Doppelverhältniissen 

r  —  q'a-p 
der  einen  Ebene  in  der  andern  Doppelverhältnisse  von  dor  Form 

während  die  Doppelverhältnisse 

sin(y  —  a)  sin{ö — ß) 

,  ,  ,       _,  8in(y  —  ß)siniö  —  a) 

m  solche  von  der  Form  v/      r/ 

gm (2y  —  £a)  dnjUS  —  £ß) 

8in{i:Y  —  £ß)  sinlzö  —  £cc) 
übergehen.     Diese  sind  bei   einer  gewissen  Gruppe  von  Verwandtschaften 
ebenfalls  Invarianten.     Bei    gebrochenen  Functionen  rationaler  Art  findet 
Aehnliches   statt.     (Vergl.  Journal  f.  d.  reine  u.  angew.  Mathem.,  Bd.  83. 
Progr.  d.  Gewerbeschule  Hagen  188(),  und  Holzmüller,  Einführung  in 
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die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften.)  Es  liegt  nahe,  zu  yermathen, 
dass  diese  Invarianten  in  analoger  Weise ,  wie  die  einfacheren ,  zur  Lösung 
complicirierer  Probleme  verwendet  werden  können.  Wäre  dies  der  Fall, 
so  würden  sich  wahrscheinlich  auch  die  citirten  Untersuchungen  von  Pein- 
car6  noch  verallgemeinern  lassen. 

Hagen  i.  W.,  den  15.  October  1886.  Dr.  G.  HoiiZMÜLLBR. 


Artzt,  TJntersachnngen  über  ähnliche  Dreiecke,  die  einem  festen  Dreieck 
umschrieben  sind,  nebst  einer  Anwendung  auf  die  Gerade  der  zwölf 
harmonischen  Pimktreihen  und  ihre  beiden  Gegenbilder,  die  Ellipse 
und  den  Kreis  der  zwölf  harmonischen  Punktsysteme  (Ejreis  Brocard's). 
Recklinghausen,  Progr.  d.  Gjmn.  1886. 
Der  Herr  Verfasser  hat  in  einer  früheren  Abhandlung:  Untersuchungen 
über  ähnliche   Punktreihen   auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  und  auf  deren 
Mittelsenkrechten,   sowie  über  congruente  Strahlenbüschel  aus  den  Ecken 
desselben  (Progr.  v.  1884)   (vergl.  Hoffmann,   Zeitschrift  f.  mathem.  u. 
naturwissensch.  Unterricht,  Jahrg.  XV  S.  460)  ein  Verfahren  angewendet, 
mit  dessen  Hilfe   die   in  neuerer  Zeit  zahlreich  gefundenen  S&tze  über  die 
Segmentärpunkte  eines  Dreiecks,   den  Grebe'schen  Punkt  und  den  Bro- 
card 'sehen  Kreis   einer  einheitlichen  Darstellung  föhig  sind  und  sich  zum 
Theil   als   specielle  Fälle   von  allgemeineren  Sätzen  ergeben.     Diese  Unter- 
suchungen,  welche  sich  auf  drei  Gruppen  von   ähnlichen  Punktreihen  be- 
ziehen, von  denen  die  erste  (a),  (&),  (c)  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  ^^C 
liegend  der  Relation  Ba:Ch:Äc^BC:CA\ÄB^  die  zweite  (a),  (5),  (c) 
auf  den  Mittelsenkrechten  der  Gleichung  Ooa:  h^b :  c^c  =  BC:  CA:  AB  (Oq, 
&o,  Cq  sind   die  Mitten  von  BC^  CA  und  AB)  genügt  und  die  dritte  {a^\ 

(&o),  {Cq)  auf  den  Seiten   des  Dreiecks  durch  7=—^=  irr~  »~  bestimmt 

Ocio         AOq        JSCq 

wird,  werden  in  der  vorliegenden  Abhandlung  fortgeführt,  und  zwar  wendet 
sich  der  Herr  Verfasser  zunächst  zu  zwei  Gruppen  congrnenter  gleichlaufen- 
der Strahlenbüschel  aus  den  Ecken  des  Dreiecks,  die  den  behandelten  ähn- 
lichen Punktreihen  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  gegenüberstehen. 

Die  Untersuchung  dieser  Strahlenbüschel  führt  zu  zwei  Schaaren  von 
Dreiecken,  die  dem  ursprünglichen  Dreieck  umschrieben  und  gleichwendig 
ähnlich  sind  und  deren  Nulldreiecke  bezüglich  die  beiden  Segmentärpunkte 
von  ABC  sind.  Lässt  man  aber  den  Strahl  AB  nicht  dem  Strahle  BC, 
sondern  einem  beliebigen  Strahl  BX  und  diesen  einem  beliebigen  Stiahl 
CY  entsprechen,  so  gelangt  man  zu  einer  Schaar  dem  Dreieck  ABC  um- 
schriebener einander  gleichwendig  ähnlicher  Dreiecke  aßy.  Drehen  sich  die 
Seiten  ßy^  ya  und  aß  eines  solchen  Dreiecks  um  A^  B,  C  in  demselben 
Sinne  und  um  denselben  Winkel  A,  so   entsteht,   wenn    l  alle  möglichen 
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Werthe  annimmt,  eine  Schaar  gleichwendig  ähnlicher  Dreiecke,  die  ÄBO 
in  demselben  Sinne  umschrieben  sind.  Die  Ermittelang  der  Eigenschaften 
einer  solchen  Schaar  führt  zu  zwei  Arten  der  Umschreibung ,  die  sieh  darin 
gleichen,  dass  ihre  homologen  Seiten  durch  dieselbe  Ecke  ^^on  ABC  gehen 
und  ihre  homologen  Winkel  je  demselben  Winkel  in  ABC  entsprechen; 
aber  während  die  eine  Umschreibung  aßy  mit  ABC  gleichwendig  ähnlich 
liegt,  ist  die  andere  aß'y'  gegen  wendig  ähnlich.  Zwei  derartige  Dreiecke 
werden  Zwillingsdreiecke,  ihre  Nulldreiecke  0  und  0'  Zwillingspunkte  ge- 
nannt, und  zwar  lassen  sich  sechs  Paare  von  Zwillingsdreiecken  um  ABC 
beschreiben.  Die  Ermittelung  eines  Merkmals  fCtr  die  Gleich-  oder  Oegen- 
wendigkeit  von  ABC  mit  den  Dreiecken  einer  Schaar,  deren  Nulldreieok 
0  ist,  führt  zu  der  Bestimmung  der  drei  Lagen  von  0  xmd  daraus  ergiebt 
sich,  dass  die  Dreiecke  einer  Schaar  ABC  gleich  oder  gegen  wendig  sind, 
je  nachdem  das  Product  der  trimetrischen  Coordinaten  von  0  ftkr  ABC 
positiv  oder  negativ  ist.  Auch  lässt  sich  umgekehrt  aus  den  gegebenen 
Winkeln  und  der  gegebenen  Zuordnung  die  Lage  der  bezüglichen  Nulldrei- 
ecke festsetzen. 

Die  Discussion  wendet  sich  nun  zu  der  Bestimmung  des  Inhalts  eines 
Zwillingspaares  von- Maximumdreiecken  aßy  und  ci'ß'y  und  führt  zu  meh- 
reren merkwürdigen  Sätzen  über  die  Summen  von  bestimmten  Maximum- 
dreiecken. Hieran  schliesst  sich  eine  Entwickelung  der  Eigenschaften  der 
Zwillingspunkte  0  und  0^  welche  theils  in  trigonometrischen  Beziehungen 
zwischen  den  Winkeln,  unter  denen  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  von  0 
und  0'  aus  erscheinen,  bestehen,  theils  geometrischer  Natur  sind.  Den  Schluss 
dieses  ersten  Theils  der  Abhandlung  bilden  Untersuchungen  über  Dreiecke 
mit  gemeinschaftlichem  Nullpunkte,  welche  zu  der  Betrachtung  der  Dreiecks- 
ketten führen,  die  entstehen,  wenn  die  beiden  Segmentärpunkte  der  um* 
Schreibung  zu  Grunde  gelegt  werden. 

In  dem  zweiten  Theile  finden  wir  eine  äusserst  interessante  Anwen- 
dung der  gefundenen  allgemeinen  Resultate  auf  die  48  ausgezeichneten 
Pankte  des  Dreiecks  ABC^  welche  sich  aus  der  Betrachtung  der  möglichen 
Umschreibungen  zweier  Dreiecke  um  ABC  ergeben.  Von  diesen  Dreiecken 
ist  das  eine  ABC^  das  andere  einem  Dreieck  ähnlich,  welches  sich  aus  den 
Schwerlinien  von  ABC  bilden  lässt.  Diese  48  Punkte  liegen  zu  je  zwölf  auf 
vier  Linien  (der  Geraden,  auf  welcher  die  Seiten  von  ABC  von  den  in  ihren 
Gegenecken  an  den  Kreis  ABC  gelegten  Tangenten  geschnitten  werden; 
dem  Kreise,  dessen  einer  Durchmesser  den  Mittelpunkt  Jf  des  Kreises  um 
ABC  mit  dem  Winkelgegenpunkte  K  vom  Schwerpunkte  8  verbindet;  der 
Ellipse,  welche  dem  Dreieck  ABC  umschrieben  ist  und  den  Schwerpunkt  8 
aJs  Mittelpunkt  hat;  der  Curve  C\  deren  Punkte  die  Winkelgegenpunkte 
des  obigen  Kreises  sind)  und  bilden  auf  denselben  harmonische  Punktsysteme. 

Diese  beiden  Abhandlungen  des  Herrn  Verfassers  bilden  eine  reiche 
Fundgrube  von  vielen  neuen  Sätzen»  welche  in  Beziehungen  zu  einem  alU 
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gemeineren  Problem,  wie  am  Schlüsse  angedeutet  wird,   stehen,  and  ver- 
dienen daher  in  weiteren  Kreisen  bekannt  zu  werden. 

Waren.  G.  MOsbbbok. 


Aufgaben  ans  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.    Von  Dr.  Azk>i.f 
HocHHBiM,  Professor.     Heft  III:  Die  Kegelschnitte.    Abtheilang  II. 

A.  Aufgaben,   67  S.;   B.   Auflösungen,  »4  S.     Leipzig   1886,  bei 

B.  G.  Teubner. 

Wir  müssen  wieder  damit  beginnen,  auf  Bd.  XXIX  dieser  Zeitschrift, 
hist-lit.  Abth.  S.  231  zurückzuverweisen,  wo  wir  über  das  Yorausgegangane 
IL  Heft  berichteten.  In  dessen  Vorrede  versprach  Herr  Hochheim  f&r 
das  III.  Heft  Aufgaben  aus  der  projectivischen  Geometrie,  sowie  solche  ans 
der  Behandlung  der  Kegelschnitte  mit  Hilfe  trimetrischer  Goordinaten  zum 
Gebrauche  für  Studirende.  Dieses  Versprechen  löst  er  gegenwärtig  ein. 
Ein  Vorwort  hat  er  nicht  vorausgeschickt,  wir  glauben,  mit  unrecht.  Auf- 
gabensammlungen, die  ausgesprochenermassen  dem  Universit&tsstudirenden 
gewidmet  sind ,  die  also  ohne  Leitung  eines  Lehrers  durchgearbeitet  werden 
sollen,  bedürfen  unserer  Meinung  nach  eines  Vorwortes,  in  welchooi  der 
Leser  aofinerksam  gemacht  wird,  wo  er  sich  nach  der  Ansicht  des  Verfas- 
sers den  unter  umständen  doch  sehr  nCthigen  Bath  suchen  soll,  wenn  nicht 
gar  in  dem  Hefte  selbst  bei  einzelnen  Gruppen  von  Aufgaben  die  beireffen- 
den Abschnitte  z.  B.  von  Salmon-Fiedler's  Kegelschnitten  genannt  werden 
sollen.  Es  ist  freilich  nur  eine  kleine,  formelle  Ausstellung,  die  wir  uns 
damit  gestatten,  aber  wir  legen  ihr  doch  eine  gewisse  Wichtigkeit  bei.  Die 
Aufgaben  selbst  scheinen  gut  gewählt  zu  sein ,  wenn  auch  selbetverstftndlich 
der  Referent  nicht  in  der  Lage  ist,  von  sich  sagen  zu  können,  er  habe  sie 
sämmüich  oder  auch  nur  der  grössten  Zahl  nach  durchgerechnet. 

Cantor. 


ViTTORio  Gbünwald,  Doi  sistemi  nnmerioi  a  base  imaginaria.    Compen- 
dio   della  Memoria  letta  alF  Ateneo  di  Brescia  il   7  Febraio  1886. 
Brescia  1886.     14  pag. 
Bd.  XXX  dieser  Zeitschrift,  hist.-lit.  Abth.  S.  33,  haben  wir  einer  Ab 
handlung  gedacht,  in  welcher  Herr  Grünwald  über  Zahlen  handelte,  die 
nach  einem  andern,  als  dem  gewöhnlichen  dekadischen  Zahlensystem  ge- 
ordnet erschienen.    Inzwischen  hat  der  gleiche  Verfasser  den  Gedanken  in 
dem   1885er  Jahrgange  von  Battaglini^s  Giomale  di  Matematica  dahin 
erweitert,  dass  er  eine  negative  Zahl  als  Grundzahl  wählte,  und  heute  be- 
nutzt er  dazu  die  rein  imaginäre  Zahl  6  =  ßi.    Was  damit  praktisch  oder 
theoretisch  erreicht  sei?    Diese  Frage  bitten  wir  keinen  unserer  Leser  sn 
uns  zu  richten!    Wir  wü^sten  wenigstens  nicht  darauf  zu  antworten.    Der 


Digitized  by 


Google 


Becensionen.  1 17 

Gegenstand  eignet  sich  ja  gewiss  zu  einer  einmaligen  kleinen  Untersuchung, 
aber  zu  immer  wiederholten  Malen  zu  ihm  zurückzukehren,  dazu  dürfte  er 
denn  doch  allzu  unfruchtbar  sein,  Cantor 


ZaUentheorie  von  Adrien- Marie  Leg^endre,  nach  der  3.  Auflage  ins 
Deutsche  übertragen  von  H.  Maser.  Leipzig  1886,  bei  B.  G.  Teubner. 
Bd.  I  u.  II  XVIII,  442  und  XII,  453  S. 
Legendre,  Gauss,  Dirichlet  sind  die  drei  grossen  Klassiker  der 
Zahlentheorie  im  XIX.  Jahrhundert  gewesen.  Der  Erstgenannte  gab  ihr  die 
Form  eines  Lehrbuchs  und  den  Namen;  der  Zweite  zeigte  ihre  Verwendung 
auch  in  solchen  Gebieten ,  welche  mit  Zahlentheorie  Nichts  gemein  zu  haben 
schienen;  der  Dritte  erweiterte  sie  dadurch,  dass  er  ungleich  seinen  Vor- 
gängern sich  auch  nichtelementarer  Hilfsmittel  bedienen  lehrte.  Legendre 
hat  in  drei  Auflagen  das  von  ihm  verfasste  Werk  an  dem  Wachsthum  des 
Gegenstandes  theilnehmen  lassen.  Gauss  hat  nicht  einmal  sein  Versprechen, 
eine  Sectio  octava  zu  schreiben,  eingeK^st,  geschweige  denn  dass  er  zu  einer 
zweiten  Auflage  des  Disquisitiones  Arithmeticae  sich  hätte  bewegen  lassen. 
Dirichlet 's  Vorlesungen  endlich  sind  überhaupt  nicht  durch  ihn  selbst  der 
Oeffenüichkeit  übergeben,  wiewohl  er  sich  mit  einem  solchen  Plane  trug. 
Jedermann  weiss,  wie  Herr  Dedekind  es  verstanden  hat,  den  Wunsch  des 
verstorbenen  Lehrers  und  Freundes  zu  verwirklichen.  Dirichlet's  Vor- 
lesungen sind  durchaus  originell  in  den  Beweisführungen,  enthalten  aber 
fast  den  gesammten  Stoff,  der  allmälig  in  Büchern  und  Abhandlungen  zu 
Tage  getreten  war.  Will  man  die  Abhängigkeit  von  seinen  beiden  grossen 
Vorgängern  insbesondere  vergleichen,  so  wird  man  Dirichlet  unzweifel- 
haft häufiger  auf  den  Spuren  von  Gauss,  als  auf  denen  von  Legendre 
begegnen,  und  wenn  auch  klassische  Werke  nie  vollständig  entbehrlich 
werden,  nachdem  ihr  Inhalt  in  anderen  Werken  modemer  verarbeitet  wor- 
den, so  kann  man  doch  innerhalb  dieser  Grenze  die  Vorlesungen  Dirich- 
let's gewissermassen  als  Ersatz  für  das  Studium  der  ungleich  schwerer 
geschriebenen  Disquisitiones  arithmeticae  betrachten,  aber  nicht  ftlr  das  der 
Theorie  des  nombres.  In  diesem  Sinne,  glauben  wir,  hat  Herr  H.  Maser 
sehr  recht  gethan ,  die  Uebersetzung  der  im  Originale  äusserst  selten  gewor- 
denen letzten  Auflage  des  Legendre 'sehen  Lehrbuches  sich  als  Aufgabe 
zu  stellen.  Als  geschickten  Uebersetzer  der  Euler 'sehen  Analjsis  kennt 
ihn  der  mathematische  Leserkreis  bereits.  Die  neue  uebersetzung  wird,  so 
weit  wir  uns  bisher  mit  ihr  bekannt  gemacht  haben,  die  Gewandtheit  des 
Herausgebers  abermals  bestätigen.  Cantor. 
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Die  Flatonisohe  Zahl. 

Von 

Carl  Demme, 

Obwlebrer  »m  SaalgTmiiMinni  In  DrMd«n -Altstadt. 
(Sohlnss.) 

Ehe  wir  uns  jedoch  za  dem  nun  folgenden  Satze  des  Platonischen 
Textes  wenden,  wollen  wir  erst  festzustellen  versuchen,  was  wir  uns  unter 
dem  d-iiov  ysvvfjxov  zu  denken  haben.  Schon  im  Alterthum  war  man  nicht 
ganz  einig  darüber,  ob  Osiov  y^wi^tov  die  Seele  oder  den  Kosmos,  oder 
Beides  bedeute.  So  erklärt  uns  der  Scholiast:  [dfiov  yevvi^Tov  ov  rov  oilov 
(pfici  xotf^ov,  sl  xal  nqotiyovyLivtoq  tovtov^  ovtb  tov  iv  ov^ovoJ  ftovov  ovtB 
Tov  vno  6BkijvfiVf  akXa  nSv  to  anx/vi^rov  »al  ntQitpsQOikBvovt  tlx  iv  ovgavm 
iX^  vno  ctXrivriVy  dg  ^h  Cmfiarixcv  yBvvfixov  fuxAovftcvov  (jovikv  yaq  Cm^a 
av^wtoOTttTOv) ,  dg  6*  aBMlwjftov^  ^tlov *  iii^uxut  ytiq  xi  ^Hoxoxa  xdv  o v- 
Tcov  ay^wtvov  ixovxa  ^anfv*  tov  xHbiov  6'  aQi^iiov  ov  ^ovov  %Qij  vobIv  inl 
öanxvkiav  xt&ivxag  {ovxog  yag  icxiv  if^t^^Mrjftov  (laXkov  ij  ff^t^ftoff,  xoi 
xelsioviisvog  %cc\  ovdinoxs  xiksiog  äil  ytyvo^Bvog)^  dXXd  xi^v  alxlav  xovxov 
voiQav  uiv  ovaavy  nzgiiyovcav  ii  xov  nsTtiQaöfiivov  oqov  xijg  xov  hociaov 
naiffig  nBQMÖov.]  „Mit  dem  göttlich  Erzeugten  meint  er  (Plato)  nicht  den 
ganzen  Kosmos,  wenn  auch  diesen  vorzugsweise,  weder  den  im  Himmel 
allein,  nocK  den  unter  dem  Monde,  sondern  jedes  immer  in  geschlossenen 
Bahnen  Bewegliche,  sei  es  im  Himmel  oder  imter  dem  Monde,  und  zwar 
wird  es,  insofern  es  eine  Form  besitzt,  erzeugt  (denn  keine  Form  entsteht 
von  selbst),  insofern  es  immer  beweglich  ist,  göttlich  genannt.  Denn  es 
ahmt  von  dem  Bestehenden  das  Göttlichste  nach,  welches  ein  schlafloses 
Leben  hat.  Man  muss  aber  bei  der  vollkommenen  Zahl  nicht  nur  an  Die 
denken ,  welche  dieselbe  an  den  Fingern  herzählen  (denn  diese  ist  mehr 
etwas  Arithmetisches  als  eine  Zahl,  und  vollkommen  werdend  und  nicht 
etwa  als  immer  vollkommen  entstehend),  sondern  man  muss  sich  dieselbe 
als  Orundlage  hiervon  denken,  die  zwar  geistig  aufzufassen  ist,  aber  den 
begrenzten  Zahlenausdruok  des  ganzen  Kreislaufs  des  Kosmos  in  sich 
schlieest.^ 

Plutarch  hingegen  meint  in  seinem  negl  x^g  iv  Tifialm  ijßvxoyovlag 
c.  X:    (Iv  T^   nokixda  negl  xov  agt^iiov,   ov  yd(iov  fvtoi  xaAoiJtfcv,   6  Ik^ 
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dgi^fAog  nsQiXccfißavsi  xiXstog'  ov%  SkXo  xaXiov  &bIov  yiwtixov  ij  xw  xotffiov.) 
„In  dem  Staate  beginnt  Sokrates  die  Stelle,  an  der  er  Aber  die  sogenaonte 
Hochzeitszahl  spricht,  mit  den  Worten:  Für  das  göttlich  Erzeugte  gieht  es 
~  einen  Kreislauf,  welchen  die  vollkommene  Zahl  einschliesst,  nnter  dem  gött- 
lich Erzengten  nichts  Anderes,  als  den  Kosmos  verstehend.^ 

Zu  dieser  Ansicht  glaubte  sich  Plntarch  deshalb  genöthigt,  weil  im 
Phaedras  die  Seele  dyivvtixov,  im  Timaeos  yiyvoyitvi^  genannt  werde,  wäh- 
rend der  Kosmos  stets  ytvvrixog^  aber  niemals  ayiwijxov  heisse.  Nim  sind 
zwar  diese  Thatsachen  richtig,  allein  Plntarch  hat  bei  seiner  BegrUndang 
nicht  berücksichtigt,  dass  der  Ansdruck  ^eIov  yzvviixov  von  Plato  den 
Musen  in  den  Mund  gelegt  wird ,  dass  derselbe  also  gewissermassen  als  ein 
dichterischer  aufzufassen  ist,  wfihrend  an  der  Phaedrusstelle  Plato  selbst 
einen  Unsterblichkeitsbeweis  der  Seele  zu  liefern  beabsichtigt,  ohne  irgend- 
welche dichterische  Anschauungen  zu  Hilfe  zu  nehmen,  denn  derartige  An- 
schauungen ti-eten  erst  im  weiteren  Verlauf,  in  den  Gleichnissen  und  den 
Darstellungen  der  Seele  vor  und  nach  dem  Tode  auf.  Daraus,  dass  die 
Seele  etwas  Ungezeugtes  sei  {ayiwxixov)^  wird  gefolgert,  dass  sie  aaeh 
etwas  Unsterbliches  {a^ivaxov)  sei.  In  dem  in  C.  XIII  des  Timaeus  dar- 
gestellten Mythus  wird  aber  ausdrücklich  angegeben,  dass  das  Unsterbliche 
das  Göttliche  zu  nennen  sei,  welches  die  Führung  im  Leben  übernehme, 
und  im  folgenden  Capitel  wird  die  Darstellung  der  unsterblichen  Seele  und 
der  für  dieselbe  geltenden  Cresetze  in  Bezug  auf  den  Eintritt  in  das  meoseh- 
liehe  Leben  ausgeführt.  Werden  doch  selbst  die  unsterblichen  GKStter  /ivo- 
fi€vot  genannt  und  wird  doch  bei  der  Bildung  der  Menschen  nur  das  ^ilw 
vom  Höchsten  der  Götter  gewährt,  während  das  Sterbliche  von  nieda«n 
Gottheiten  dazngefQgt  wird,  ^üov  yevvtixov  kann  hier  nach  unserer  Auf- 
fassung sehr  wohl  auf  die  Seele  bezogen  werden,  zumal  im  Gegensatz  n 
dem  avd'qcmuov  ysvvrixov,  das  dann  den  menschlichen  Körper  bedeuten 
würde. 

Seele  und  Leib  sind  es  also,  deren  Beziehungen  zu  einander  mit  dem 
Walten  des  Schicksals  in  Verbindung  gebracht  werden ,  Seele  und  Leib  sind 
es,  deren  Beziehungen  Plato  hier  in  Zahlenausdrücken  darzustellen  sucht, 
wie  sie  sich  auch  in  den  Ausführungen  über  das  Leben  der  Seele  vor  und 
nach  dem  Tode  finden,  die  im  Phaedrus  und  noch  abgerundeter  im  zritoten 
Buche  vom  Staate  enthalten  sind. 

Hier  kann  uns  Plato  freilich  nicht  mehr  Reflexionen,  gepaart  mit 
Besultaten,  die  er  mit  Hilfe  seiner  scharfen  Beobachtungsgabe  gewonneB, 
bieten ,  hier  fügt  er  nur  mit  ahnungsvollem  Geiste  alte  und  neue  Sagen  so 
einem  Ganzen  zusammen,  dem  er  den  Gedanken  der  vollkommensten  Aus- 
gleichung der  Schicksale  der  Menschen  mit  ihrem  sittlichen  Lebenswandel 
zu  Grunde  legt.  Und  dementsprechend  trägt  er  dieses  Alles  in  der  Erzih- 
luDg  eines  kühnen  Helden  namens  Er,  des  Sohnes  des  Armenios,  eines 
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Pamphyliers  dem  Geschlecht  nach,  vor,  der  einst  im  Kriege  gefallen,  aber 
am  zwölften  Tage  nach  seinem  Tode,  gerade  als  er  begraben  werden  sollte, 
wieder  in  das  Leben  zurückgekehrt  sei  nnd  nun  berichtet  habe ,  was  er  im 
Jenseits  gesehen.    (Piatonis  dialogi  ex  recogn.  G.  F.  Herm.,  Bd.  VI  S.SlOflg.) 

, Nachdem  aber  die  Seele  den  Körper  verlassen^,  berichtet  derselbe, 
„sei  er  mit  Vielen  fortgezogen  und  sie  seien  an  einen  wunderbaren  Ort  ge- 
kommen, an  dem  sich  in  der  Erde  zwei  aneinanderstossende  Oefinongen 
beflbiden  nnd  in  gleicher  Weise  oben  am  Himmel  andere  diesen  gegenüber- 
stehende; zwischen  diesen  sässen  Richter,  welche,  nachdem  sie  das  ürtheil 
gesprochen,  den  Gerechten  befehlen,  den  Weg  nach  rechts  und  durch  den 
Himmel  hindurch  zu  wandern,  nachdem  sie  ihnen  an  ihrer  Vorderseite 
Zeichen  der  Urtheilssprüche  angeheftet,  den  ungerechten  aber,  den  Weg 
nach  links  und  abwfirts  zu  gehen,  nachdem  auch  sie  auf  ihrer  Bückseite 
Zeichen  von  Allem,  was  sie  gethan,  erhalten  hatten.  Als  er  aber  hinzu- 
getreten sei,  hätten  sie  ihm  gesagt,  dass  er  bestimmt  sei,  den  Menschen 
Yon  dem,  was  dort  sich  ereigne,  Nachricht  zu  bringen,  und  sie  hätten  ihm 
befohlen ,  Alles  an  diesem  Orte  zu  hören  und  zu  sehen.  Hier  sehe  man  nun 
durch  die  einen  beiden  Oeffnungen  des  Himmels  und  der  Erde  die  Seelen 
sieh  entfernen ,  nachdem  sie  ihr  ürtheil  empfangen ,  an  den  beiden  anderen 
Oeffnungen  aber,  und  zwar  aus  der  Erde  Seelen  voll  Schmutz  und  Staub 
heraufsteigen,  aus  der  des  Himmels  aber  andere  rein  herabkommen,  und 
die  jedesmal  Eintreffenden  sähen  aus,  als  ob  sie  von  einer  weiten  Reise 
kämen.  Und  nachdem  sie  fröhlich  nach  einer  Wiese  gezogen,  hätten  sie 
sich,  wie  in  einer  Festversammlung,  niedergelassen  und  Alle,  die  einander 
gekannt,  hätten  sich  gegenseitig  begrüsst  und  die  aus  der  Erde  Kommenden 
hätten  von  den  Anderen  das  dort  Erlebte  erfahren  und  die  aus  dem  Himmel 
Kommenden  das  bei  Jenen  Vorgekommene;  und  sie  hätten  einander  erzählt, 
die  Einen  wehklagend  und  weinend,  indem  sie  sich  daran  erinnerten,  an 
Alles,  was  und  wieviel  sie  erduldet  und  gesehen  hätten  auf  ihrer  Beise  unter 
der  Erde  —  diese  Beise  dauere  aber  tausend  Jahre  — ,  die  Anderen  aber 
wiederum,  die  aus  dem  Himmel  kamen,  hätten  von  ihrem  Wohlleben  erzählt 
und  von  dem  grossartig  herrlichen  Anblick. 

Sovieles  wieder  zu  erzählen,  o  Glaukon,  würde  viel  Zeit  erfordern; 
dieses  aber,  sagte  er,  sei  das  Hauptsächlichste,  dass  Jegliche,  soviel  und 
gegen  soviele  sie  sich  vergangen,  für  Alles  der  Beihe  nach  bttssten,  für 
Jedes  zehnfach;  dies  aber  geschehe  während  eines  jeden  Jahrhunderts,  soviel 
betrage  nämlich  die  Dauer  des  menschlichen  Lebens,  damit  sie  eine  zehn- 
fache Strafe  des  Unrechts  erlitten  und  damit,  wenn  Einige  etwa  den  Tod 
Vieler  verursacht,  oder  Städte  oder  Heere  verrathen  und  in  Knechtschaft 
gebracht,  oder  sonst  eine  Missethat  begangen  hatten,  sie  für  jedes  von  allen 
diesen  zehnfache  Qualen  zu  ertragen  hatten  und  andererseits,  wenn  sie  irgend- 
welche Wohlthaten  erzeigt  und  gerecht  und  fromm  gewesen,  in  demselben  Ver- 
hmtniss  ihren  Lohn  empfingen.     Von  Denen ,  welche  eben  geboren  und  nur 
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kurze  Zeit  gelebt,  erzählte  er  weiter  nichts  der  Erwähnung  Werthes.  Von 
noch  grösserer  Vergeltang  aber  erzählte  er  für  Yerachtang  und  Yerehmng 
den  Göttern  und  Eltern  gegenttber,  sowie  ftir  mit  eigener  Hiand  b^angenen 
Mord.  Er  erzählte  nämlich,  dass  er  zngegen  gewesen  sei,  als  Einer  Yon 
einem  Andern  gefragt  wurde ,  wo  sich  Ardiaeus  der  Grosse  befinde.  Dieser 
Ardiaeus  war  damals  vor  tausend  Jahren  Tyrann  in  einer  Stadt  Pamphyliens 
gewesen,  hatte  seinen  greisen  Vater  und  seinen  älteren  Bruder  ermordet 
und  vieles  andere  Gottlose  yoUfOhrt,  wie  erzählt  wurde.  Er  beriditete 
femer,  dass  der  Befragte  gesagt  habe:  der  kommt  nicht  und  wird  wohl 
auch  fernerhin  nicht  kommen. 

Denn  unter  dem  Schrecklichen,  was  hier  zu  sehen,  sahen  wir  auch 
dieses.  Da  wir  im  Begriff  aufzusteigen  nach  üeberwindung  von  allem  üebii- 
gen  in  der  Nähe  des  Erdschlundes  waren,  sahen  wir  plötzlich  auch  Jenen 
und  Andere ,  und  zwar  unter  ihnen  beinahe  die  meisten  Tyrannen ,  es  waren 
aber  auch  einige  mit  schwerem  Frevel  behaftete  Privatleute  darunter.  Diesen, 
welche  glaubten  schon  aufsteigen  zu  können,  erlaubte  es  der  Erdschlund 
nicht,  sondern  er  brüllte,  so  oft  einer  von  Denen,  die  so  gottlos  sich  zur 
Schlechtigkeit  gewendet,  oder  von  Denen,  welche  nicht  hinreichend  geb&sst 
hatten,  aufzusteigen  versuchte.  Dort  nun  standen,  wie  er  erzählte,  wilde 
Männer,  ganz  feurig  anzusehen,  welche,  als  sie  das  Getöse  vernahmen,  die 
Einen  unter  sich  vertheilten  und  abführten ,  den  Ardiaeus  und  Ancere  aber  an 
Händen,  Füssen  und  Eopf  knebelten,  niederwarfen,  durchbläuien  und  dann 
neben  dem  Wege  aussen  her  an  domigen  Gesträuchen  zerfleischten  und  den 
immer  Vorübergehenden  zeigten ,  weshalb  dies  geschehe  und  wohin  diese  dem 
Tartarus  Anheimgefallenen  gebracht  würden.  Obwohl  nun  dort  vieles  und 
mannigfaches  Grausige  ihnen  begegne,  so  überwiege  doch  dieses  bei  Jedem, 
dass  das  Getöse  sich  hören  lassen  möchte,  wenn  er  hinaufstiege,  und  firiäi- 
lich  steige  Jeder  empor,  wenn  es  schweige,  und  derartig  seien  einige  von 
den  Strafen  und  Martern  und  wiederum  die  diesen  entgegengesetzten  Be- 
lohnungen. Nachdem  nun  Jeder  auf  der  Wiese  sieben  Tage  zugebracht» 
hätten  sie  sich  am  achten  erheben  und  weiter  wandern  müssen.* 

(Hier  fügt  Plato  in  dem  Berichte  des  Pamphyliers  seine  Vorstellungeii 
vom  Weltgebäude  ein ,  über  welches  ein  unwandelbares ,  zwingendes  Natur- 
gesetz bestehe,  welches  namentlich  in  dem  Bilde  der  über  allen  Himmeln 
thronenden  Noth wendigkeit  und  ihrer  Töchter,  der  die  Vergangenheit,  Gegen- 
wart und  Zukunft  verkündenden  Moireui  der  Lachesis,  Elotho  und  Atropoe 
hervortritt.) 

, Nachdem  sie  angekommen,  fährt  hierauf  der  Pamphylier  fort,  hätten 
sie  sofort  zur  Lachesis  gehen  müssen.  Ein  Götterdolmetsch  habe  sie  zuerst 
in  Beihen  aufgestellt,  dann  aus  der  Lachesis  Schoss  Loose  und  der  Lebens- 
weisen Proben  entnommen  imd  dann,  nachdem  er  einen  hohen  Stuhl  be- 
stiegen, gesagt:  Der  Nothwendigkeit  Tochter,  die  jungfräuliche  Lachesis, 
lässt  euch  verkünden:   Kurzlebige  Seelen,  es  b^nnt  ein  anderer  Ereislaof 
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eines  sterblichen,  dem  Tode  geweihten  Geschlechts.  Nicht  euch  wird  das 
Geschick  ergreifen,  sondern  ihr  werdet  das  Geschick  wählen;  wer  aber 
zuerst  zn  wählen  hat,  der  wähle  sich  zuerst  eine  Lebensweise,  an  die  er 
nothwendig  gebunden  sein  wird.  Die  Tugend  ist  aber  etwas  nicht  der  Herr- 
schaft Unterworfenes;  von  ihr  wird  Jeder,  je  nachdem  er  sie  hoch  oder 
gering  achtet ,  mehr  oder  weniger  erhalten.  Die  Schuld  trägt  Der,  welcher 
gewählt  hat.  Die  Gottheit  ist  unschuldig.  Nachdem  er  dieses  gesagt,  habe 
er  vor  Alle  Loose  hingeworfen,  Jeder  habe  das  bei  ihm  hingefallene  auf- 
gehoben, ihn  jedoch  ausgenommen,  ihm  habe  er  es  nicht  erlaubt;  Der  aber, 
welcher  aufgenommen  hatte,  erfuhr,  ab  wievielster  er  zu  wählen  hatte. 
Hierauf  habe  er  wiederum  Proben  der  Lebensweisen  vor  sie  hingelegt,  viel 
grösser  an  Zahl,  als  Anwesende  da  waren;  es  waren  aber  von  allerlei  Art 
vorhanden;  denn  es  befanden  sich  da  die  Lebensweisen  von  allen  Thieren, 
sowie  alle  menschlichen;  es  seien  aber  Gewaltherrschaften  unter  ihnen,  theils 
ausdauernde,  theils  im  Verlauf  unterbrochene  und  in  Armuth,  Verbannung 
and  gänzlichem  Elend  endigende;  es  seien  auch  die  Lebensweisen  von  Män- 
nern dabei ,  die  zu  hohem  Ansehen  gelangen  theils  rttcksichtlich  ihrer  Gestalt 
und  Schönheit  oder  in  Bezug  auf  irgend  eiuen  andern  Vorzug  oder  Gegen- 
stand des  Wetteifers ,  theils  durch  ihre  Geburt  und  die  Tugenden  ihrer  Vor- 
fahren, sowie  auch  von  Männern,  die  in  dieser  Beziehung  ohne  Ruhm  waren, 
in  gleicher  Weise  aber  auch  von  Frauen.  Eine  Bangordnung  der  Seele  aber 
liege  nicht  darin,  weil  nothwendig  die  Seele,  je  nachdem  sie  diese  oder 
jene  Lebensweise  gewählt,  andersartig  werden  muss;  die  ttbrigen  Lebens- 
weisen aber  seien  durcheinander  theils  mit  Beichthum  und  Armuth,  theils 
mit  Krankheit  und  Gesundheit  vermischt  gewesen,  theils  hatten  sie  auch 
in  der  Mitte  gelegen. 

Da  besteht  nun,  wie  es  scheint,  o  lieber  Glaukon,  jegliche  Gefahr  fClr 
den  Menschen,  und  deshalb  muss  man  hauptsächlich  daftLr  sorgen,  dass 
jeder  von  uns,  unbekümmert  um  die  ttbrigen  Kenntnisse,  der  Kenntniss 
nachstrebt  und  sich  dieselbe  zu  eigen  macht  (wenn  irgendwoher  er  im  Stande 
sein  sollte,  zu  lernen  und  zu  suchen),  wer  ihn  fähig  und  verständig  machen 
wird,  sowohl  die  ntttzliche,  als  auch  die  schlechte  Lebensweise  wohl  zu 
unterscheiden  und  die  bessere  von  den  möglichen  stets  überall  zu  wählen 
und,  indem  er  das  jetzt  Gesagte  überlegt,  miteinander  vergleicht  und  unter- 
sucht, wie  es  sich  zur  Tugend  der  Lebensweise  verhält,  zu  wissen,  was 
Schönheit  mit  Armuth  und  Beichthum  verknüpft  nach  sich  zieht  und  mit 
welcher  Haltung  der  Seele  verbunden  sie  Schlechtes  oder  Gutes  bewirkt, 
und  was  hohe  und  niedere  Herkunft  und  Privatleben  und  Herrschergewalt 
und  körperliche  Vorzüge  und  Mängel  und  grosses  und  geringes  Fassungs- 
vermögen und  alles  Derartige  von  dem  von  Natur  mit  der  Seele  Vorhan- 
denen und  dazu  Erworbenen  miteinander  verbunden,  bewirken,  so  dass  es 
möglich  ist,  mit  Ueberlegung  von  allem  diesen  zu  wählen,  indem  man  auf 
die  BeschafFenheit  der  Seele  Bücksicht  nimmt  und  auf  die  schlechtere  und  j 
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bessere  Lebensweise,  indem  man  die  schleohtere  die  nennt,  welche  die  Seele 
dahin  bringt ,  ungerechter  zu  werden,  die  bessere  aber  die ,  weiche  sie  dahin 
bringt,  gerechter  zu  werden  und  die  Freude  an  allem  Andern  &hren  zu 
lassen.  Denn  wir  haben  gesehen,  dass  für  den  Lebenden  und  Sterbenden 
diese  Wahl  die  beste  ist 

Diese  Ansicht  festhaltend  muss  er  zum  Hades  wandern,  damit  er  auch 
dort  ungerührt  von  Beichthümem  und  derartigen  üebeln  nicht  auf  Gewalt- 
herrschaften und  derartige. Unternehmungen  verfallend  vieles  und  heilloses 
Ue1}el  bewirken  wird,  selbst  aber  noch  grösseres  erduldet,  sondern  lernt, 
immer  die  mittlere  Lebensweise  von  diesen  zu  w&hlen  und  das  nach  beiden 
Seiten  das  Maass  üeberschreitende  nach  Möglichkeit  sowohl  in  diesem  Leben, 
als  auch  in  dem  ganzen  späteren  zu  meiden,  denn  so  wird  der  Mensch  am 
glftcklichsten. 

Und  auch  damals  habe,  so  verkündete  der  von  dort  Nachricht  Bringende, 
der  Götterdolmetsch  so  gesprochen:  Auch  Dem,  der  zuletzt  herantritt,  steht, 
wenn  er  mit  üeberlegung  gewählt  hat  und  dementsprechend  lebt,  ein  zu- 
friedenstellendes nicht  schlechtes  Lebensloos  bevor,  es  verfahre  weder  Der, 
welcher  anfängt,  sorglos,  noch  der  Letzte  muthlos.  Nachdem  er  dies  ge- 
sagt, habe  der  erste  zur  Wahl  Bestimmte  sogleich  beim  Hinzutreten  die 
grösste  Gewaltherrschaft  gewählt,  und  zwar  habe  er  gewählt,  ohne  ans 
Unverstand  und  Genusssucht  alles  Andere  genügend  geprüft  zu  haben;  es 
sei  ihm  aber  die  Sünde,  die  in  ihr  liege,  entgangen  und  das  Verschlingen 
der  eigenen  Kinder  und  anderes  Unheil.  Nachher  habe  er  aber  die  Wahl 
aufmerksam  betrachtet,  sich  geschlagen  und  geklagt,  dass  er  nicht  anf  das 
gehört  habe,  was  vom  Dolmetscher  vorausgesagt  worden,  denn  nicht  sich 
selbst  messe  er  die  Schuld  an  dem  Unglück  bei ,  sondern  dem  Geschick  und 
den  Dämonen  und  Allem  mehr  als  sich  selbst  Es  war  aber  einer  von 
Denen,  die  vom  Hinunel  gekommen  waren,  der  in  seinem  früheren  Leben 
in  einem  geordneten  Staate  gelebt  hatte,  in  welchem  er  durch  Gewohnh»t 
ohne  Weisheitsstreben  der  Tugend  theilhaftig  geworden  war. 

Es  waren  unter  den  Derartigen  Die,  welche  vom  Himmel  gekommen, 
so  zu  sagen  in  nicht  geringer  Anzahl  enttäuscht,  da  sie  nicht  geübt  waren, 
durch  Anstrengung  Etwas  zu  erlangen;  von  Denen,  die  aus  der  Erde  kom- 
men,  träfen  die  meisten,  da  sie  sowohl  selbst  Mübsale  ertragen,  als  aocfa 
Andere  haben  ertragen  sehen,  nicht  im  ersten  Anlauf  die  Wahl.  Deshalb 
und  durch  des  Looses  Geschick  entstehe  bei  sehr  vielen  Seelen  ein  Wechad 
zwischen  Glück  und  Unglück." 

Im  weiteren  Bericht  des  Pamphyliers  werden  noch  die  Wahlen  der 
Lebensloose  einiger  bekannter  Personen  aus  der  griechischen  Si^e  erwähnt, 
woran  sich  dann  die  Beschreibung,  wie  die  Seelen  zum  Flusse  Sorgenfrei- 
beit  geführt  und  durch  das  Trinken  seines  Wassers  alles  vergessen,  sowie 
die  Darstellung  über  die  Versetzung  der  Seelen  durch  die  Zeugung  in  ihre 
Erdenlaufbahn  anschliesst. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Die  Platonische  Zahl.  127 

Zwei  Stellen  in  diesem  Mythus  möchten  wir  noch  einmal  ganz  beson- 
ders hervorheben.  Die  eine  befindet  sich  in  der  Anrede  des  GOtterdolmetsch 
an  die  nach  Vollendung  ihrer  tansendjfihrigen  Reise  nnter  der  Erde  bezw. 
dnrch  den  Himmel  zn  einem  nenen  Erdenleben  bestimmten  Seelen:  fffvxal 
i^fifQoi  j  n^rj  allfig  nsQiiöov  ^r^tov  yhovg  &avarfiq>6Q0v  etc.  Es  beginnt 
ein  nener  Ereislanf  eines  sterblichen  dem  Tode  geweihten  Geschlechts,  wobei 
er  nnter  dem  Kreislauf  eines  sterblichen  Geschlechts  offenbar  die  Dauer 
eines  Erdenlebens  meint. 

Als  zweite  Btelle  nennen  wir  die,  an  der  der  Pamphjlier  erwähnt, 
dass  alle  Seelen  für  das  unrecht,  soviel  sie  dessen  und  gegen  soviele  sie  es 
begangen,  für  alles  der  Reihe  nach  gebflsst  haben,  für  jegliches  in  zehnfachem 
Maasse,  tovto  d'  bIvoi  natd  iTtaxovzaertiifiöa  IxcrtfTi/v,  cSg  ßlov  ovxog  toa- 
ovTov  xov  äv^Qionlvovj  „dieses  aber  geschehe  während  eines  jeden  Jahr- 
hunderts, soviel  betrage  nämlich  die  Dauer  öines  Menschenlebens,**  worin 
wir  eine  weitere  Bestätigung  unserer  Deutung  zu  finden  glauben,  dass  der 
Kreislauf  für  das  menschlich  Erzeugte  von  der  Zahl  100  eingeschlossen 
werde. 

Aber  nicht  nur  die  Zahl  für  das  menschlich  Erzeugte,  auch  die  Zahl, 
die  nach  unserer  Auffassung  als  die  vollkommene  zu  gelten  hat,  wird  hier 
erwähnt  in  dem  zehnfachen  Maasse,  nach  dem  die  ungerechten  Seelen  zu 
bflssen  hätten,  die  gerechten  aber  belohnt  würden,  so  dass  die  Seelen  nach 
Vollendung  einer  Erdenlaufbahn,  für  welche  die  Zahl  100  massgebend  sei, 
die  zehnfache  Zahl  von  dieser  als  Zeitdauer  gerechnet  im  Himmel  und  unter 
der  Erde  zuzubringen  hätten,  ehe  sie  sich  wieder  ein  neues  Lebensloos 
wählen  könnten. 

Welches  Lebensloos  aber  die  Seele,  die  durch  Zeugung  in  ihre  Erden- 
laafbahn  versetzt  wird,  sich  gewählt  hat,  kann  natürlich  der  Wähler  trotz 
aller  Weisheit  nicht  berechnen  und  Plato  fQhrt  ja  selbst  im  Mythus  ein 
Beispiel  an,  dass  eine  in  ihrem  früheren  Erdenleben  in  einem  geordneten 
Staaisleben  mehr  durch  Gewohnheit,  als  durch  Weisheitsstreben  der  Tugend 
theilhaftig  gewordene  Seele ,  die  ihre  tausendjährige  Reise  durch  den  Himmel 
vollendet  hatte,  aus  Unverstand  und  Genusssucht  sich  eine  Tyrannis  erwählt 
habe,  ohne  das  zu  beachten,  was  nothwendig  mit  derselben  verbunden  war. 
Wird  nun  eine  solche  Seele  durch  Zeugung  in  ihre  Erdenlaufbahn  versetzt, 
so  hat  natürlich  die  Vermählung  zur  Unzeit  stattgefunden,  da  sie  ja  der 
Hoffnung,  welche  man  auf  die  Vermählung  gesetzt,  nämlich  gute  Kinder  zu 
erzeugen,  nicht  entsprochen.  Freilich  würde,  wenn  der  ebenerwähnte  be- 
sondere Fall  eintreten  würde,  aus  der  Aristokratie  nicht  erst  die  Timokratie, 
sondenk  gleich  die  Tyrannis  entstehen,  und  ebenso  gut  könnte  unter  anderen 
Umständen  auch  jede  andere  Staatsform  ohne  Uebergangsformen  auftreten. 

Ein  Wechsel  der  Staatsform  ist  aber  anzunehmen,  da  nach  Plato 's 
Ansicht  die  aus  dem  Himmel  kommenden  Seelen  ihre  Lebensloose  sehr  oft 
leichtsinnig   wählen,   wogegen   diejenigen,   welche   während   ihrer  tausend-  , 
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jfibrigen  Reise  anter  der  Erde  verweilten »  durch  Mtthsale  aller  Art  gewitzigt, 
in  der  Regel  nicht  im  ersten  Ansturm  zu  wShlen  pflegen ,  so  dass  bei  vielen 
Seelen  ein  Wechsel  zwischen  Glück  nnd  Unglück  stattftnde  and  damit  mög- 
licherweise auch  ein  Wechsel  der  Regierungsform  in  den  Staaten,  in  welche 
diese  Seelen  durch  Zeugung  zur  Vollendung  ihrer  Erdenlaufbahn  veneUi 
werden. 

Allerdings  bleiben»  in  dieser  Darstellung  noch  eine  ganze  Anzahl  offener 
Fragen  übrig,  deren  Beantwortung  Plato  unterlassen  hat,  was  wiedermn 
den  Aristoteles  veranlasste,  an  der  bekannten  Stelle  im  fünften  Boche 
der  Politika  (Cap.  X)  die  Platonische  Darstellung  einer  abfiüligen  Kritik  ta 
unterziehen,  indem  er  sagt:  [iv  dh  x^  noUtsia  XiyttM  (liv  ns^l  xmv  (uw- 
ßoXmv  vno  tov  ^oox^crrovg,  ov  ^ivtoi  Xtytvai  xaloSg.  —  r^^  xB  ya^f  aQiiSni; 
noTindag  %€cl  nQuixijg  ovötig  ov  kSyai  t^v  ftero/JoAi^v  Idlag.  fptial  yaff  atuov 
tlvai  xo  fti}  fUv$iv  (ifiikv  aXk^  Sv  xtvi  ntqioim  i^sxaßdXlHVf  af^ijv  ftlvai 
xovxciv  &v  inlxqixog  nv^^r^v  nsfAnaSi  avtvyüg  ovo  aQfiovtag  noQiitxMj 
Xiymv  oxav  6  xov  SutyQdpLfiuxog  dQi^(udg  xovxov  axBf^iog  yivrixaij  mg  ti}$ 
ffivczüig  noxt  qwovarig  tpctvXovg  X0I  x^e/rrovg  xijg  naiSitag^  xovxo  ^iv  ow 
ctvxo  Xiyaav  Xohng  ov  xanrng  {Mixttat  ydg  tlvai  xivag  ovg  naidivO^vM  wi 
yivicd'ai  cnovSaiovg  aviqag  dSvvaxov) ,  dXX*  cevxfi  xi  av  iSiog  iti^  lltxttßoX^ 
x'^g  Vit  ixslvov  XByofiivrig  a(floxfig  noXtxtlag  iauXXov  ^  xfSv  SXXmv  nasif 
%u\  xmv  ytyvo^hnav  navxmv\  %a\  öid  ye  xov  xqovov,  ii  ov  Xtyn  nana 
IkSxaßdXXBtv^  Xflti  xd  fiij  S^a  dq^dfAtva  ytvBC&ai  «ffio  fUxaßdXlBi^  olov  tl  tj 
nqoxiqa  i^fti^c^  iyivtxo  xtfg  xQOTf^g^  apia  Sga  inBxaßdXlBi;  itQog  ii  xovtoiq 
öid  xlv  alxlav  in  xavxrjg  Big  xfjv  AaKmvmfjv  (iBXußdXXBi ;  nXBovdiug  yäff  tk 
Ti}V  ivavxlav  (iBxaßdXXovai  ndoai  cct  noXtxBiat  ^  x^v  ovvByyvg*  —  o  f  nvro; 
Xoyog  Kctl  ns^l  xmv  SXXmv  (iBxaßoXmv.  ix  ydq  xijg  Aa%mv$Kfigj  ipq^l,  ^bw- 
ßdXXBi  Big  Ti}v  dXiyagxlaVj  Ix  dl  xavxf^g  Big  ji/^ox^or/av.  Big  xvgawlia  ü 
hl  ÖfifioxQaxlag.  xalxoi  ndi  dvdnaXiv  iiBxaßdXlovötv^  olov  {»  diffiov  f^ 
oXtyaQ%laVf  %a\  (laXXov  fj  Big  lAOvaQxlav»  ht  8h  xvgetwiiog  ov  XiyBi  ovr 
d  loxM  (iBxaßoXfj  ovx  bI  fifj  Icxai  öid  xlv  alxlav  %al  Big  nolav  noXixBim, 
xovxov  d^alxiov  on  ov  fc^iimg  av  bI%b  XiyBiv  do^ioxov  ydq^  htB\  xax  txBlvof 
ösi  Big  Tijv  nqmxrjfv  xal  xr^v  dificxtiv '  ovxmg  yoQ  av  iylvBXo  owB%ig  sc«)  xvV 
Xog.  dXXd  piBxaßdXXBt  xal  Big  xvQavvlda  xvgawlg^  mintBQ  if  ...  xal  Big  dXgytt^ 
%ftov,  mcnBQ  9^  ...  xäl  slg  drifioxQaxlavy  mOfCBQ  tf  ...  xal  Big  dgusxox(^itt9f 
SonBQ  if  ...  xal  Big  xv^avvlöa  iiBxaßdXXB^  l|  iXiya(fxlag^  mCnBq  ...]  „ In  dem 
,, Staate"  wird  von  Sokrates  über  die  VerSnderungen  der  Staatsformen,  jedoch 
in  einer  nicht  zutreffenden  Weise  gesprochen.  Denn  die  Aendemng  der  beeisB 
Staatsform,  die  zugleich  die  erste  ist,  giebt  er  nicht  besonders  an.  Er  sagt 
nftmlich,  die  Ursache  der  Aenderung  sei  die,  weil  Nichts  immer  bestehe,  son- 
dern Alles  sich  in  einem  gewissen  Kreislauf  ftndere;  es  beginne  aber  mit 
dem,  worauf  die  unter  Anwendung  von  möglichst  kleinen  Zahlen  im  Ver- 
hältniss  4:3  stehenden  Grössen  zu  beziehen  sind,  die,  durch  die  Fflmheit 
verbunden,  zwei  Harmonien  gewähren  u«  s.  w.,  indem  er  hinzufügt,  wenn 
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die  Zahl  dieses  Diagramms  eine  körperliche  geworden  ist,  sobald  etwa  die 
Natur  ontangliche  und  durch  die  Erziehung  nicht  zu  bändigende  Kinder 
hervorbringt  Dieses  gerade  hebt  er  in  gleicher  Weise  nicht  unzutreffend 
hervor;  denn  es  kommt  vor,  dass  einige  vorhanden  sind,  die  unmöglich 
tüchtige  Mftnner  werden ,  aber  warum  war  diese  Aenderung  der  von  Jenem 
sogenannten  besten  Staatsform  dieser  in  höherem  Grade  eigenthümlich,  als 
allem  Andern  und  allem  Entstehenden? 

Und  was  den  Zeitraum  betrifft,  nach  dem  sich  Alles  ändere,  ändert 
sich  auch  das,  was  nicht  zugleich  seinen  Anfang  genommen,  zu  gleicher 
Zeit?  Wenn  z.  B.  Etwas  am  Tage  vorher  sich  einer  Aenderung  unterzog, 
ändert  sich  das  nun  auch  zugleich  mit?  Ferner  weshalb  findet  eine  Aende- 
rung dieser  (besten  Staatsform)  in  die  lakonische  statt?  Denn  öfter  ändern 
sich  doch  alle  Staatsformen  in  die  entgegengesetzte,  als  in  die  zunächst 
stehende.  Ebendasselbe  gilt  auch  ftber  die  anderen  Veränderungen:  aus  der 
lakonischen  ändert  sich  die  Staatsform  in  die  Oligarchie,  aus  dieser  in  die 
Demokratie,  ans  dieser  aber  in  die  Tjrannis.  Und  es  kommt  doch  gerade 
im  Oegentheil  eine  Aenderung  z.  B.  aus  der  Demokratie  in  die  Oligarchie 
öfter  vor,  als  in  die  Alleinherrschaft.  Femer  bei  der  Tyrannis  giebt  er 
nicht  an,  weder,  wenn  eine  Aenderung  eintreten  wird,  in  welche  Staats- 
form, noch,  wenn  keine  Aenderung  stattfinden  wird,  den  Orund  hiervon. 
Es  geschieht  dies  aber  deshalb  nicht,  weil  es  ihm  bedenklich  schien.  Etwas 
hierüber  zu  sagen,  denn  es  ist  unbestimmt.  Nach  Jenes  Meinung  nämlich 
mttsste  die  Aenderung  in  die  erste  und  beste  Staatsform  stattfinden,  denn 
so  entstünde  etwas  Stetiges  und  ein  Kreis.  Aber  es  geht  auch  eine  Tyran- 
nis in  eine  andere  über,  wie  zu  Sikjon  die  Tyrannis  vom  Myron  auf  den 
Eleisthenes  überging,  und  in  eine  Oligarchie,  wie  in  Chalkis  die  des  Antileon, 
und  in  eine  Demokratie ,  wie  in  Syrakus  die  des  Gelon ,  und  in  eine  Aristo- 
kratie, wie  die  des  Charilaos  in  Lacedaemon  und  die  in  Karthago.  Auch 
geht  die  Staatsform  aus  einer  Oligarchie  in  eine  Tyrannis  über:  so  gingen 
in  Sicilien  beinahe  die  meisten  alten  Oligarchien,  z.  B.  die  bei  den  Leon- 
tinem  in  die  Tyrannis  des  Panaetius,  die  in  Gela  in  die  Tyrannis  des 
Kleander  und  die  in  Ehegium  in  die  Tyrannis  des  Anaxilaus  über.  Ebenso 
fand  auch  in  vielen  anderen  Staaten  ein  gleicher  Uebergang  statt.'' 

Wir  können  hier  die  weiteren  Ausstellungen  des  Aristoteles,  da  sich 
dieselben  nicht  direct  auf  unsere  Zahl  beziehen ,  übergehen.  Ehe  wir  jedoch 
die  Einwände  einzeln  vornehmen,  wollen  wir  unsere  Auffassung  der  Worte 
vo^pjv  6'  slvai  tovtmv  iv  htixqvtoq  lev&iii^v  ntii'Jtadi  avJivyilg  ovo  agfioviag 
nagi^itaij  Xiymv  oxav  6  toi;  SictyQu^ftaxog  agi&fAog  xovtov  CtSQeog  yivrixtiii'^ 
noch  etwas  bestimmter  darlegen,  als  dies  in  der  Uebersetzung  geschehen  konnte. 

In  der  schon  oben  erwähnten  Stelle  aus  Jamblichi  De  vita  Pythagorae 
C.  XXVII  wird  am  Schlüsse  hervorgehoben  y^CffsxiQlöeca^M  ih  tiJv  do^av 
nxixava  Xiyovxa  q>avtQmg  iv  xy  noXmla  xov  inixqnov  i%Hvov  itu^fkiva 
xov  x^  nsiiMaii  cviivyvviJLBvov  neu  xag  Bio  naQcioiisvov  aQiiovlag^.     Nun 
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gewährt  aber  Dicht  iitlrgnog  nv^(i^v  m^naöi  övivyeig  zwei  HarmonieD, 
sondern  hierzu  gehört  noch  jglg  av^ti^ilg.  Es  muss  also  noihwendiger 
Weise  in  jenen  Worten  ein  Hinweis  auf  die  ganze  Stelle  enthalten  sein,  so 
dass  wir  ans  hinter  den  angegebenen  Worten  ein  n.  s.  w.  zu  denken  haben. 
Granz  fihnlich  verhält  es  sich  hier  bei  Aristoteles:  die  Aenderung  beginne 
mit  dem  dem  menschlich  Erzeugten  Zukommenden,  indem  er  hinzufügt, 
wenn  aus  der  dem  menschlich  Erzeugten  zukommenden  Zahl  eine  Körper- 
zahl  abgeleitet  werde.  Offenbar  kann  aber  hier  nur  an  die  aus  der  dem 
menschlich  Erzeugten  zukommenden  Quadratzahl  100  abgeleitete  Eubikzahl 
1000  gedacht  sein,  so  dass  also  die  Aenderung  beginne,  wenn  nach  der 
tausendjährigen  Wanderung  durch  den  Himmel  bezw.  unter  der  Erde  die 
Seelen  von  Neuem  durch  die  Zeugung  in  ihre  Erdenlaufbahn  versetzt  wür- 
den, sobald  nämlich  diese  Seelen  ein  dahin  bezügliches  schlechtes  Lebens- 
loos  gewählt  hätten. 

Diese  Idee  an  sich  sei  gar  nicht  so  Übel,  meint  Aristoteles  femer, 
aber  dies  wäre  denn  doch  der  eigentliche  Grund  für  aUe  Aenderungen  der 
Staatsform,  warum  nimmt  ihnSokrates  nur  fOr  die  Aenderung  der  besten 
in  Anspruch?  Sodann  bemängelt  Aristoteles  die  Zeitangabe:  Die  Men* 
sehen  werden  doch  nicht  nur  zu  ganz  bestimmten  Zeiten  geboren,  wessen 
Eintritt  in  das  Menschenleben  ist  nun  für  die  Aenderung  massgebend?  Und 
was  diese  selbst  betreffe,  so  sei  die  Angabe  der  Platonischen  Uebergangs- 
formen  den  Ergebnissen  der  Geschichtsforschung  gegenüber  hinfällig;  denn 
abgesehen  davon,  dass  auch  in  Bezug  auf  die  Aenderungen  der  Staatsform 
sehr  oft  die  Gegensätze  einander  berührten,  beweise  die  Geschichte,  dass 
die  Staatsformen  sich  in  bunter  Beihe  änderten  und  ineinander  übergingen, 
eine  Angabe,  die  Aristoteles  dann  mit  Einzelbeispielen  belegt.  Bei  diesem 
letzten  Einwurf  möchten  wir  daran  erinnern,  dass  wir  durch  ein  von  Plato 
selbst  angeführtes  Beispiel  bei  der  Wahl  des  Lebenslooses  zu  ganz  denselben 
Folgerungen  gekommen  waren. 

Die  Worte  des  Aristoteles,  dass  Plato  hinzugefügt,  „wenn  die 
Zahl  dieses  Diagramms  eine  Körperzahl  geworden",  deuteten  wir  in  dem 
Sinne,  dass  hiermit  eine  Cubikzahl  (1000)  gemeint  sei  als  Zeitangabe  für 
den  Anfang  der  Aenderuog  im  Staatsleben.  Soll  nun  im  Platonischen  Text 
die  Bildung  dieser  Cubikzahl  erwähnt  sein,  so  kann  diese  nur  in  dem  noch 
zu  erklärenden  Satze  „^viinag  öh  ovxog  agid^ftog  ysmfitcQuiog  zotovxov  xvffiog 
dfiHv6v»v  TS  Hat  %uq6vwv  yiviosmv^  Sg  orav  ayvoijcavug  vpilv  ot  tpvkaxig 
cwoiKlj^mat  vv^\g>ag  vv^n^loig  naga  xaiQOVy  ov*  BVipvsig  ovd'  ivTv%flg  %€tliig 
?(fovrflri''  enthalten  sein. 

Gerade  bei  der  Erklärung  dieses  Satzes  scheinen  die  Neuplatonik«r 
gestrauchelt  zu  sein,  wenigstens  passt  das,  was  sie  über  die  Bedeutung  der 
ganzen  Stelle  mittheilen,  sehr  wenig  zu  der  eben  angegebenen  Aristoteli- 
schen Kritik.  Ihre  Erklärung  klammert  sich  vielmehr  an  das  von  ihnen 
wahrscheinlich  ganz  falsch  aufgefasste  yBaiAtxQixog  an. 
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Nach  Mittheilungen  aligriechischer  Schriftstdler  nannte  man  diese  Plato« 
Stelle  (yaiAog)  Hochzeit  oder  man  sprach  anch  von  einer  Hochzeitszahl,  die 
hier  vorkomme,  w&hrend  Proklus  diese  Zahl  als  sogenannte  geometrische 
anführt  Nach  seiner  Ansicht  ist  es  offenbar  Sache  der  ganzen  Mathematik,  das 
Yerständniss  dieser  sogenannten  geometrischen  Zahl  zu  vermitteln  und  nicht 
nur  eines  Theiles  derselben,  etwa  der  Arithmetik  oder  Geometrie,  denn 
durch  die  ganze  Mathematik  ziehen  sich  die  Maasse  des  Gedeihens  und  Miss- 
rathens  hindurch.  (Prodi  diad.  in  prim.  Euclid.  elem.  libr.  comm.  ex  recogn. 
Friedlein  Prol.  I,  p.  23:  ot»  yag  j^g  oki^g  hzi  ita&fjiAaxiiit^g  iniarijiifiv  naget- 
öovvai  Tov  ktyov(iivov  xovxov  ytm(ABTQiaov  agt^fiov  xal  ov  ^iSg  nvog  olov 
aQiO^TiTiKfjg  fj  y((»iAtzQlag  nctvri  nov  Sfjkov'  iia  nivxfov  yag  tcov  ftaOi^- 
ftaTCov  ot  loyoi  xi^g  zi  tvyovlag  xol  Tfjg  ayovlag  infnovai*)  Nach  Jam- 
blichus  meinte  der  „ göttlichste **  Plato,  dass  die  Herrscher  und  Herr-  ^ 
Seherinnen,  sei  es  infolge  davon,  dass  sie  in  der  Mathematik  nicht  unter- 
richtet sind,  oder  wenn  sie  darin  unterrichtet,  infolge  der  Vernachlässigung 
derselben  es  überlassen»  die  Ehen  durcheinander  zu  schliessen,  so  dass  die 
hieraus  hervorgehenden  ungeeigneten  Sprösslinge  den  Anfang  des  Zwiespalts 
und  des  Bückgangs  im  ganzen  Staate  herbeiführen  werden. 

Es  scheint  uns  diese  Deutung  auch  sehr  wenig  zu  der  Angabe  des 
Plato  zu  passen,  nach  der  die  Wächter  bei  aller  Weisheit  nicht  im  Stande 
sein  werden,  die  Erzeugung  guter  Kinder  und  Unfruchtbarkeit  herbeizu- 
führen, sondern  dass  dieses  über  ihre  Kräfte  gehe.  Höchst  wahrscheinlich 
wurde  Jamblichus  zu  seiner  Auffassung  durch  ein  Missverständniss  ver- 
anlasst,, dem  wohl  auch  neuere  Erklärer  bei  der  Uebertragung  des  Satzes 
„^(j^nag  öh  etc^  erlegen  sind.  Löst  man  hier  dyvoi^aavzsg  in  einen  Be- 
dingungssatz auf,  so  kann  man  allerdings  unter  Umständen  auf  die  Deutung 
des  Jamblichus  kommen,  wobei  man  sich  freilich,  wie  eben  hervorgehoben 
wurde,   in  einen  Widerspruch  mit  Pia  tos  eigenen  Angaben  setzen  würde. 

Dieser  Widerspruch  lässt  sich  dadurch  bßseitigen,  dass  man  ayvotlaavzig 
in  einen  Causalsatz  auflöst:  wenn  die  Wächter,  da  sie  die  besseren  und 
schlechteren  Geburten  nicht  kennen,  die  Jungfrauen  den  Jünglingen  zur  Un- 
zeit vermählen,  so  werden  die  Kinder  weder  von  der  Natur,  noch  vom 
Glück  begünstigt  sein.' 

Ob  also  der  Zeitpunkt  der  Vermählung  ein  günstiger  oder  ungünstiger 
gewesen  ist,  zeigt  sich  erst  an  den  Kindern;  der  Wächter  kann  bei  aller 
Weisheit  und  Ueberlegung  nur  die  im  fünften  Buche  vom  Staate  angegebe- 
nen Vorschriften  beachten,  nach  denen  jedesmal  die  Besten  in  ihrer  Blüthe- 
zeit  vermählt  werden  sollten.  Damit  hat  er  Alles  gethan,  was  er  nach 
menschlichem  Ermessen  thun  konnte.  Das  Weitere  muss  er  der  Zukunft 
anheimstellen*  und  abwarten ,  was  das  Schicksal  bringen  wird ,  mit  dessen 
Walten  die  Zahl  1000  in  gewissen  Beziehungen  verknüpft  sei. 

Die  Zahl  1000  ist  es  also,  die  auf  die  besseren  und  schlechteren  Ge- 
burten einen  Einfluss  besitzt  und  von  Plato  mit  den  Worten  ^^^vfunag  6i 
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ovxog  agid^ijiog  yeoofifr^ixo^  xotovrov^^  bezeichnet  wird.  Diese  Zahl  soll  darch 
ein  Zusammenfassen  der  vollkommenen  Zahl  und  der  Zahl  für  das  mensch- 
lich Erzengte  gebildet  werden  und  zwar  als  /ccDfisr^ixo^  toiavxov.  jtmf^i- 
xQVKog  kann  hier,  wenn  es  überhaupt  einen  Sinn  haben  soll,  nur  auf  eine 
geometrische  Analogie  zu  beziehen  sein,  denn  in  dem  oben  angeführten 
Sinne  des  Proklus  stünde  es  zum  Mindesten  überflüssig,  da  sich  etwas 
Derartiges  für  eine  arithmetische  Betrachtung  zu  Plato's  Zeiten  von  selbst 
verstand. 

In  einer  geometrischen  Analogie  stehen  aber  die  Zahlen  1000,  100 
und  10,  und  zwar  im  zehnfachen  Verhftltniss,  wie  etwa  Theon  sagen 
würde.  (Man  vergL  hierzu  Theon  Smymaeus  ed.  Hiller,  p.  106:  tov  di 
nvQimg  XeyoiiJvmv  dvaXoylwVy  tovxicxt  xcSv  yemiiexgixmvj  at  ^iv  d(fiv  iw 
^t]xolg  OQOtg  ts  xal  Xoyoigy  mg  iß'^y\  dal  yaQ  Iv  Xoyoig  dmXaöloig , . .) 

Die  Zahl  10  liegt  dem  Kreislauf  der  Seele  zu  Grunde,  die  Zahl  100 
dem  des  Leibes,  aber  zusammen  hat  diese  Zahl,  die  nach  der  geometri- 
schen Analogie  aus  einer  derartigen  gebildet  ist,  einen  Einfluss  auf  die  bes- 
seren und  schlechteren  Geburten,  und  wenn  euch  die  Wftchter  bei  ihrer 
ünkenntniss  derselben  die  Jünglinge  den  Jungfrauen  zur  Unzeit  vermählen, 
so  werden  weder  von  der  Natur,  noch  vom  Glücke  begünstigte  Kinder 
entstehen. 

Und  insofern  ist  auch  die  Zahl  1000  massgebend  für  die  Dauer  der 
Staatsform  (sobald  nftmlich  Seelen  mit  darauf  bezüglichen  unglücklichen 
Lebensloosen  bei  der  durch  die  Wftchter  herbeigeftlhrten  Vermfthlung  durch 
Zeugung  in  die  Erdenlaufbahn  versetzt  werden) ,  allerdings  auf  Grund  eines 
Mythus,  wie  man  ihn  nur  den  Musen  nacherzählen  darf,  weshalb  sich  Plato 
an  dieselben  wendet,  wie  vor  ihm  schon  Homer,  der  auch  von  seinen 
Helden  aus  der  Unterwelt  berichten  iSsst. 

Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  finden  wir  auch  den  tragischen  Ton 
ganz  in  der  Ordnung,  den  Plato  hier  in  einem  Mythus  anschlägt,  von  dem 
offenbar  dasselbe  gilt,  was  Plato  den  Sokrates  bei  dem  ganz  Shnlichen 
Mythus  im  Phaedon  aussprechen  iSsst: 

„Steif  und  fest  zu  behaupten,  dass  es  sich  so  verhalte,  wie  ich  es 
geschildert  habe,  geziemt  sich  nicht  für  einen  verständigen  Menschen;  dass 
68  aber  entweder  so  oder  irgend  derartig  um  unsere  Seelen  und  ihre  Auf- 
enthaltsorte bestellt  ist,  da  sich  unsere  Seele  als  etwas  Unsterbliches  ergiebt, 
dieser  Glaube  scheint  mir  angemessen  zu  sein  und  werth,  dass  man  ihn  wage." 
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Handbuch  der  statisohen  Elektridtät  yoii^Masoabt.  üebersetzt  von  Wal- 
Lwmw.   I.  Bd.   921  S.   Wien,  Pichler'sWittwe  &  Sobn.    1883—85. 

Von  dem  scbon  früher  karz  angezeigten  Werke  ist  nun  der  erste  Band 
vollständig.  Mascart  bat  sieb  die  Aufgabe  gesetzt,  die  elektrische  Span- 
nung, wie  sie  Yolta  in  die  Wissenschaft  eingeftlbrt  bat,  oder  die  Poten- 
tialdifferenz, wie  die  Mathematiker  sagen,  zu  behandeln  und  alle  Umstände 
zu  besprechen,  welche  Spannungs-  oder  Potentialdifferenzen  zwischen  zwei 
K5rpem  veranlassen.  Das  Werk  enthält  darnach  ungefähr  das,  was  die 
Reibnngselektricität  von  Ries  seinerzeit  bebandelt  hat,  natürlich  vom  heutigen 
Standpunkte  aus  weiter  geführt.  Der  üebersetzer  hat  dem  Werke  verschie- 
dene Zusätze  beigefügt,  insbesondere  über  das  Potential  (z.  B.  in  den  Num- 
mern 233  —  255).  Diese  Einschiebung  meist  rein  mathematischer  Sätze 
ohne  Rücksicht  auf  Experiment  scheint  uns  kein  Yortheil  gegenüber  dem 
Original  zu  sein  und  die  Einheitlichkeit  des  Werkes  zu  stören  oder  eine 
Erweiterung  des  Titels  nöthig  zu  machen.  Ausserdem  hat  die  üebersetznng 
die  Theorie  der  Dielektricität  aufgenommen  (8.  Capitel).  Das  9.  Capitel 
bespricht  die  Instrumente  zur  Beobachtung  und  Messung,  das  10.  Versuche 
über  Influenz  und  Condensation. 

Der  Gedanke  dieser  Anordnung  scheint  zu  sein,  dass  der  Anfang  des 
Werkes  eigentlich  geschichtliche  Einleitung  sein  soll ,  der  die  heutige  Theorie 
und  ihre  Anwendung  auf  die  früheren  Arbeiten  folgt.  Es  wird  aber  dem 
Leser  schwer  gemacht,  sich  zu  orientiren;  es  zeigt  sich  dies  besonders  an 
dem  so  häufigen  Ausdruck:  „wie  wir  später  noch  sehen  werden^,  ohne  dass 
eine  Andeutung  über  das  |,Wo^  gegeben  wird. 

Der  zweite  Band  wird  uns  jedenfalls  noch  weiteren  Aufschluss  über 
den  Plan  des  Ganzen  geben;  was  schon  jetzt  feststeht,  ist,  dass  in  dem 
Werke  eine  vollständige  Sammlung  von  Allem  gegeben  ist,  was  sich  auf 
statische  Elektricität  und  elektrisches  Potential  bezieht,  so  ausführlich  und 
klar  behandelt,  dass  man  nicht  genüthigt  wird,  noch  auf  das  Studium  der 
Quellen  zurückzugehen,  obgleich  dieselben  überall  angegeben  sind.  Zum 
Schlüsse  können  wir  den  Wunsch  nicht  unterdrücken ,  am  Schlüsse  des  ganzen 
Werkes  ein  ansftlbrliches  Register  zu  erhalten.  p  ^ech 
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WüLLNER,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik.  III.  Band:  Wärme.   82öS. 
Leipzig,  B.  0.  Teubner.     1885. 

Der  Inhalt  des  vorliegenden  Bandes  und  die  Anordnung  desselben  ist 
derselbe  wie  in  der  letzten  Auflage,  unter  Hinzuftlgung  der  neuesten  Ar- 
beiten auf  dem  Gebiete  der  Wärme.  Bei  der  Thermometrie  ist  neu  die 
Betrachtung  der  Zustandsgieichung  der  Gase  nach  Waals,  welche  den  Be- 
obachtungen von  Andrews  nicht  genügt  und  daher  durch  die  Modification 
jener  Gleichung  durch  Clausius  ersetzt  wird.  Bei  der  Strahlung  der  Wärme 
sind  die  neueren  Versuche  von  L angle j  über  das  Wärmespecirum  hinzu- 
gekommen, bei  der  Leitung  die  Versuche  von  Run  dt,  Warburg  und 
Winckelmann  über  Wärmeleitung  der  Gase,  Das  Capitel  über  mecha- 
nische Theorie  der  Wärme  ist  unverändert  geblieben.  Bei  der  specifischen 
Wärme  sind  die  neueren  Bestimmungen  beim  Wasser  erwähnt ,  die  immer 
noch  kein  definitives  Resultat  geben.  Im  5.  Capitel  wird  die  Aenderung  des 
Aggregatzustandes  betrachtet,  neu  hinzugekommen  ist  die  Behandlung  der 
kritischen  Temperatur  und  die  Anftihrung  der  Arbeiten  von  Wroblewskj 
über  Condensation  der  früher  sogenannten  permanenten  Gase. 

Nach  dem  Ausspruch  des  Verfassers  —  schon  im  Vorwort  zur  zweiten 
Auflage  —  hat  derselbe  versucht,  die  ganze  Lehre  von  der  Wärme  auf 
Grundlage  der  mechanischen  Auffassung  der  Wärme  durchzuführen.  Die 
Anordnung  des  Stoffes:  Ausdehnung,  Aenderung  des  Aggregatzustandes, 
specifische  Wärme,  Leitung  und  Strahlung,  ist  im  Wesentlichen  nicht  ver- 
schieden von  4er  in  anderen  Lehrbüchern  vorkommenden,  nur  dass  Leitung 
und  Strahlung  gleich  nach  der  Ausdehnung  gesetzt  ist,  um  den  Sehloss 
ziehen  zu  können,  dass  das  Wesen  der  Wärme  in  einer  Molecularbewegung 
bestehe.  Es  wäre  wohl  an  der  Zeit ,  die  Lehre  von  der  Wärme  in  besserer 
Anordnung  zu  geben,  wobei  sich  die  Sätze  über  Dämpfe,  kritische  Tem- 
peratur, kritischen  Druck  und  Anderes  ganz  naturgemäss  ergeben  und  dem 
Studirenden  viel  klarer  werden.  Zu  diesem  Zwecke  hat  man  nur  von  der 
Ritt  er 'sehen  Zustandsfläche  auszugehen  und  die  Aufgabe  der  Wärmelehre 
als  Bestimmung  dieser  Fläche  zu  fassen.  Man  würde  dann  zunächst  bei 
constanter  Pressung  die  Zustandscurve  betrachten,  Ausdehnung  des  starren 
Körpers,  Schmelzung,  Ausdehnung  des  flüssigen,  Verdampfung  und  Aus- 
dehnung des  Dampfes  bis  zum  Gaszustand,  oder  auch  umgekehrt  Dann 
würde  man  die  Aenderung  dieser  Zustandscurve  bei  anderer  Pressung  be- 
handeln. Dabei  ergiebt  sich  ganz  von  selbst  die  Einreihung  der  einzelnen 
Beobachtungen.  Strahlung  und  Leitung  gehören  dann  in  das  allgemeine  Oapitel 
der  Schwingungen,  das  der  Lehre  vom  Ton,  von  der  Wärme  und  vom  Lichte, 
mit  der  Zeit  vielleicht  auch  von  der  Elektricität  gleichmässig  dient. 

Die  Ausstattung  des  Werkes  lässt  nichts  zu  wünschen  übrig;  bei  der 
Ausdehnung,  die  es  jetzt  erhalten,  und  bei  der  Ausführlichkeit  der  Mit- 
theilung besonders  neuerer  Arbeiten  wäre  es  künftighin  wohl  passender,  den 
Titel  „Lehrbuch**  in  „Handbuch**  umzuändern.  r^      p  «_,^ 
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Troitö  de  la  lamiäre»  avec  un  discours  sor  la  cause' de  la  pesanienr  par 
HüYOHEKS,  nen  berausgegeben  von  W.  Burkhardt.    Leipzig,  Gress- 
ner  &  Schramm.     132  S. 
Das  berühmte  Werk  von  Hnjghens,  woi*in  er  die  doppelte  Brechung 
des  Lichts  im  Ealkspath  ableitet,  ist  im  Buchhandel  kaum  mehr  zu  haben. 
Es   ist  ein  Verdienst   des  Herausgebers,   einen   Neudruck   veranstaltet  zu 
haben.    Angehängt  ist  die  Abhandlung  über  die  Ursache  der  Schwerkraft, 
die  von  weniger  Bedeutuog  ist ,  aber  bei  allen  früheren  Ausgaben  der  Ab- 
handlung über  die  Doppelbrechung  beigefügt  war.  p  ^eoh 


Leitzmamn,  WftrmeyertheilQiig  auf  einem  Meridiankreis,   auf  thermo- 

elaktrischemWege  ermittelt.  Dissertation.  Magdeburg  1885,  H&nel. 

31  S. 

Es  werden  die  Gleichungen  von  Franz  Neumann  über  Wärmever- 

theilung  im  Innern  und  an  der  Oberfläche  eines  Körpers  auf  die  Tempera- 

turvertheilung  in  einer  kreisförmigen  Platte  und  in  einem  Ereisring  mit 

Speichen  angewendet;  am  Schlüsse  werden  Temperaturbestimmungen,  welche 

auf  thermoelektrischem  Wege  gemacht  worden  sind,  daraufhin  untersucht, 

wie  weit  sie  den  gemachten  Voraussetzungen  entsprechen.  p  ^^^^ 


Verdbt,  Wellentheorie  des  Lichts.    Deutsche  Bearbeitung  von  Exner. 
Zweiter  Band.    Braunschweig,  Yieweg.     1885.     192  S. 

Auch  dieser  Band  theilt  sich  in  zwei  Abtheilnngen.  Die  erste  giebt 
die  Dispersion  und  beginnt  mit  der  Theorie  von  Cauchj.  Die  anomale 
Dispersion  von  Körpern  mit  Oberflächenfarben  zeigt,  dass  hier  bestimmte 
Lichtstrahlen  sich  wie  bei  durchsichtigen 'Mitteln,  andere  wie  bei  Metallen 
verhalten,  dass  die  Absorption  ihre  Ursache  ist,  und  sie  führte  zu  der 
neueren  Dispersionstheorie,  welche  in  der  Art  gegeben  wird,  wie  Helm- 
holtz  die  Theorie  von  Sellmeier  ausgebildet  hat.  Dann  folgt  die  so- 
genannte chromatische  Polarisation,  die  circuläre  und  elliptische  Polarisation, 
das  natürliche  und  partiell  polarisirte  Licht  Für  convergentes  Licht  erhält 
man  die  Farbenringe,  deren  Theorie  nebst  der  Bibliographie  den  Schluss 
der  Abtheilung  bildet. 

In  der  zweiten  Abtheilung  wird  die  Botationspolarisation  und  die  acci- 
dentelle  Doppelbrechung  behandelt.  Nach  Anführung  der  durch  das  Ex- 
periment gefundenen  Werthe  für  den  Quarz  folgt  die  Theorie  von  Fresnel 
und  Airj.  Es  folgen  dann  die  Botationspolarisation  in  Flüssigkeiten,  die 
Beschreibung  der  Apparate  zu  ihrer  Messung  und  die  Glimmercombinationen  . 
von  Beusch.  Es  folgen  die  Differentialgleichungen  der  Rotation  und  die 
sehr  vollständig  gehaltene  Bibliographie.  ^  j 
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Bei  der  accidentellen  Doppelbrechung  werden  die  bei  Zug  und  Druck, 
durch  rasche  Abkühlung  und  durch  Schwingungen  hervorgebrachten  Polari- 
sationserscheinungen erörtert  und  theoretische  Andeutungen  hinzugef)igt 

Das  Oanze  ist  sehr  knapp  in  der  Ausführung  gehalten;  es  ist,  könnte 
man  sagen,  nur  ein  historischer  Abriss,  ein  Wegweiser  für  die  folgende 
Bibliographie.  Die  Vollständigkeit  dieser  ist  ein  grosser  Vorzug  des  Werkes. 

P.  Zbgh. 

Veber  eine  in  der  Wärmeleitangstlieorie  auftretendet  nach  den  Wurzeln 
einer  transeendenten  Gleichung  fortschreitende  unendliche  SeOie. 

FuDZiSAWA  aus  Japan.     Dissertation.    Strassburg,  Schultz  &  Comp. 

24  S. 

Fourier  behandelt  die  Aufgabe:    Die  Temperatur  im  Innern  einer 

festen   homogenen  Kugel   hängt  zur  Zeit  t^O  nur  vom  Abstand  r  Yom 

Mittelpunkt  ab  und  ist  gegeben.     Gesucht  ist  die  Temperatur  u  zur  spätem 

Zeit  unter  der  Voraussetzung,  dass  an  der  Oberfläche  stets  die  Bedingung 

dr 
erfüllt  wird,   wo  h  eine  positive  Gonstante  bedeutet     Ob  die  Lösung  der 
Aufgabe  von  Fourier  der  Anfangsbedingung  entspricht,  ist  bis  jetzt  nicht 
nachgewiesen.     Dies  geschieht  in  der  vorliegenden  Dissertation. 

P.  Zbch. 


Examen  des  objections  faites  par  H.  Hirn  k  la  th^orie  ein6tique  des  Gas, 
par  Glaüsiüs.  Bruxelles,  Hajez.  23  S. 
Versuche  von  Hirn  über  den  Ausfluss  von  Gasen  führten  ihn  zu  dem 
Ausspruch,  dass  dieselben  der  kinetischen  Theorie  der  Ghtöe  widersprechen. 
Clausius  sucht  nachzuweisen,  dass  Hirn  gewisse  vereinfachende  Hypo- 
thesen in  zu  ausgedehntem  Maasse  angewendet  habe;  er  habe  angenommen, 
dass  die  Massentheilchen  sich  nur  nach  drei  zu  einander  senkrechten  Rich- 
tungen bewegen,  und  erhalte  damit  eine  Totalgeschwindigkeit  der  Massen- 
theilchen in  Richtung  des  Stromes ,  welche  der  Wirklichkeit  nicht  entspricht. 

P.  Zbch. 

Optische  Häresien  von  Bobert  Sohbllwien.  Halle,  Pfeffer.  1886.  98  S. 
Der  Verfasser  will  nachweisen,  dass  Licht  und  Farbe  den  bewegten 
und  thätigen  Körpern  eigen  ist,  nicht  blos  um  sie  herum,  in  sie  hinein, 
durch  sie  hindurch  spielt  oder  gar  erst  im  Subject  eine  Existenz  erlangt 
Die  Einleitung  nimmt  über  die  Hälfte  des  Werkchens  ein,  sie  ist  eine 
Kritik  der  naturwissenschaftlichen  Methode,  wie  sie  z.  B.  von  Da  Bois- 
Reymond  und  Hclmholtz  vertreten  ist     Als  Physiker  folgen  wir  dem 
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Eathe  des  Verfasser»,  sie  zu  überschlagen,  da  wir  eine  Anzahl  von  Aas- 
drttcken,  wie:  «die  Innerlichkeit  des  schlechthin  anf  sich  zarückbezogenen 
Raumes^,  „ein  Continuum,  das  sich  zur  Discontinuität  entfaltet  und  aus 
dieser  immer  anch  wieder  in  die  Continuitttt  zurückgeht',  oder:  „die  Ur- 
sache der  Wirksamkeit  des  einzelnen  Dinges  ist  es  selbst  von  innen  herans 
durch  seine  positive  Kraft  als  relatives  Ding  an  sich',  schlechthin  nicht  ver- 
stehen. 

Die  Versuche  mit  dem  Nörrenberg'schen  Polarisationsapparat  kom- 
men im  Wesentlichen  alle  darauf  hinaus,  dass  bei  Bedeckung  des  unterü 
Spiegels  mit  einer  weissen  Fläche  die  Polarisation  sich  ftndert,  was  der 
Verfosser  dem  Eörperlicht  des  Papiers  zuschreibt,  w&hrend  der  Physiker 
sagt:  das  von  dem  Papier  zurückgeworfene  polarisirte  Licht  verliert  diese 
Eigenschaft  bei  diffuser  Zurückwerfimg,  was  sich  daraus  ergiebt,  dass  ein 
heller  Fleck,  welcher  auf  einem  Schirm  durch  ein  polarisirtes  Lichtbündel 
entsteht,  durch  einen  Nicol  betrachtet  beim  Drehen  dieses  seine  Intensität 
nicht  ändert.  Dass  bei  des  Verfassers  Versuch  doch  Polarisation  sich  zeigt, 
rührt  daher,  dass  das  vom  Papier  ausgehende  Licht  durch  die  schiefe  Glas- 
platte geht  und  dabei  polarisirt  wird.  Damit  f&llt  die  Nothwendigkeit  der 
Aufstellung  eines  besondem  Eörperlichts. 

Ob  die  Versuche  über  Contrastfarben ,  die  dem  Physiker  feiner  liegen, 
fQr  eine  objective  Grundlage  von  Farbe  und  Licht  sprechen,  mag  dem  Phy- 
siologen zur  Beurtheilung  überlassen  bleiben.  p  ^^^^ 


K&nt*8  Theorie  der  Erfahrung.    Von  Hebmahn  Cohen,  Professor  an  der 
Universität  Marburg.    Zweite,  neubearbeitete  Auflage.    Berlin,  Ferd. 
Dttmmler's  Verlagsbuchhandlung  Harwitz  A  Gossmann.     1885.    8^ 
XXIV,  616  S.    Preis  12  Mk.   • 
Nach  der  Würdigung,  welche  Cohen's  Schrift  „Das  Priilcip  der  In- 
finitesimalmethode und  seine  Geschichte  (1885)^  in  dieser  Zeitschrift  ge- 
funden  hat,   dürfte   es   angemessen  sein,   auch  auf  das  jetzt  vorliegende 
grossere  Werk  desselben  Philosophen  hinzuweisen,  in  welchem  derselbe  die 
Resultate  jener  kleineren  Schrift  in  sein  System  des  „erkenntnisskritischen 
Idealismus'^   hineingearbeitet  hat     Obwohl    als  zweite  Auflage  der  1871 
unter    demselben    Titel    erschienenen   Schrift  bezeichnet,    stellt    sich   das 
Buch  doch   als  ein  in  vieler  Hinsicht  ganz  neues  Werk  dar,  das  den  von 
dem  Verfasser  eingenommenen  Standpunkt  durch  erweiterte  Begründung  ver- 
stärkt.    Es  ist  nicht  angängUch,   den  im  strengsten  Sinne  philosophischen 
Inhalt  des  Baches  hier  auch  nur  im  umrisse  zu  skizziren ;  derselbe  erfordert 
ein  eingehendes  Studium  und  setzt  eine  angelegentliche  Beschäftigung  mit 
dem  K aufsehen  Gedankenkreise  voraus.     Wer  sich  diesem  Studium  unter- 
zieht, der  wird  den  erfreulichen  Gewinn  haben,  die  vielfach  angezweifelten 
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Positionen  der  Transcendentalphilosophie  von  Missyeist&ndnissen  gerräugt 
und  mit  sicherem,  einheitlichen  Fundament  versehen  zu  erblicken. 

Dem  Mathematiker  und  Naturforscher,  welcher  den  systematischen  Zn- 
sammenhang  seiner  Wissenschaften  mit  dem  Ganzen  der  menschlichen  Er- 
kenntniss  zu  durchschauen  sich  bestrebt,  wird  das  Buch  von  ganz  beson- 
derem Nutzen  und  Interesse  sein.  Denn  es  ist  gerade  das  Wesen  der 
mathematischen  und  der  naturwissenschaftlichen  Erkenntniss,  auf  welche 
das  ganze  System  des  kritischen  Idealismus  sich  stützt.  Die  mathematischen 
Begriffe  sind  die  zweifellose  Unterlage,  dass  es  eine  gesicherte  Erkenntniss 
giebt,  weshalb  sie  schon  Piaton  das  Weckmittel  (iyegxi%6v)  der  Vernunft 
nannte:  „Die  Geometrie  ist  die  Erkenntniss  des  beständig  Seienden.'^  Deswegen 
hat  auch  die  Erkenntnisskritik  von  der  unumstösslichen  Er&hrnngsthatsache, 
welche  in  der  mathematischen  Naturwissenschaft  vorliegt,  auszugehen  und 
von  hier  aus  die  Frage  zu  stellen,  worauf  sich  die  Möglichkeit  dieser  Er- 
fahrung gründe.  Dadurch  werden  die  irreführenden  psychologischen  Unter- 
suchungen über  die  Entstehung  der  Baum-  und  Zeitvorstellung,  der  Denk- 
formen u.  dergl.  ausgeschlossen,  und  es  wird  statt  dessen  gefragt,  welche 
Bedingungen  erfüllt  sein  müssen,  damit  die  Objecto  der  mathematischen 
Naturwissenschaft  zu  Stande  kommen.  Die  Natur  wird  dann  nicht  aaf- 
gefasst  als  etwas  dem  Menschen  fertig  Gegenübergestelltes,  das  er  sich  sab- 
jectiv  anzueignen  hätte,  sondern  als  das  Erzeugniss  des  denkenden  Verstan- 
des im  Zusammenwirken  mit  der  Sinnlichkeit.  Baum  und  Zeit  sind  nicht 
subjective  Vorstellangen ,  sondern  sie  sind  Werkzeuge  zur  Bildung  und 
Fizirung  von  Vorstellungen,  Bedingungen  der  Erfahrung  überhaupt.  Als 
solche  gehören  sie  zum  Bewusstseinsinhalt,  aber  der  Bewusstseinsinhalt  i^ 
Weltinhalt.  Der  (Gegensatz  von  subjeotiv  und  objectiv  löst  sich  auf;  an 
seine  Stelle  tritt  der  klarere  Gegensatz  von  sinnlich  und  intellectuell. 

Die  Bedeutung  der  j, Grundsätze  des  Verstandes*^,  insbesondere  des 
Grundsatzes  der  intensiven  Grösse*  für  die  Erzeugung  der  mathematisch- 
naturwissenschaftlichen  Erkenntniss,  wie  sie  in  der  2.  Auflage  des  vorliegen- 
den Buches  durchgeführt  ist,  giebt  eine  willkommene  Erläuterung  zu  den 
Andeutungen  des  j,Princips  der  Infinitesimalmethode  ^.  Als  neu  mag  noch 
besonders  die  Bolle  hervorgehoben  werden,  welche  Cohen  die  ^Idee'^  in 
Bezug  auf  die  Naturbeschreibung  spielen  lässt.  Zu  dieser  soll  sie  in  einem 
ähnlichen  Verhältnisse  stehen,  wie  der  Verstand  zur  Naturlehre.  Indem  sie 
die  Forderung  enthält,  dass  es  eine  Gesetzlichkeit  der  Erfahrung  giebt, 
liefert  sie  den  Zwectbegriff,  nicht  als  ein  ausreichendes  Erkenntnissmittel, 
aber  als  eine  Directive,  welche  auf  das  Erkenntnissmittel  der  Cansalitit 
hinweist  und  dadurch  zur  Erklärung  der  Thatsachen  im  Beiehe  des  Orga- 
nischen dient. 

Gotha.  K.  LASSwrrz. 
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Oeometrisehe  Optik.  Eine  mathematische  Behandlung  der  einüftoh^ten  Er- 
scheinungen auf  dem  Oebiete  der  Lehre  vom  Licht,  Yon  Fbbdimamd 
Mbisbl.    Halle  a.S.,  1886.    VI  n.  171  S. 

Der  LihaJt  des  vorliegenden  Werkes  ist  eine  Darstellung  der  Erschei- 
nungen, welche  durch  die  Gesetze  der  geometrischen  Schattengebung,  Re- 
flexion und  Brechung  des  Lichts  bedingt  sind.  Der  Schwerpunkt  der  Dar- 
stellung liegt  dabei  durchaus  auf  der  mathematischen,  d.  h.  geometrischen 
Seite ;  es  wird  nur  von  den  genannten  Elementargesetzen  Gebrauch  gemacht, 
von  den  Vorstellungen  der  physikalischen  Optik  grundsätzlich  abgesehen. 
Ebenso  wenig  liegt  ein  Eingehen  auf  die  Anwendung  der  geometrischen 
Optik,  die  optische  Instrumentenkunde  in  dem  hier  gesteckten  Rahmen. 

Das  Werk  kann  daher  auch  als  eine  interessante  Anwendung  der  Oeo- 
metrie  und  Infinitesimalrechnung  betrachtet  werden,  welche  letztere  aber 
nur  in  dem  umfange  vorausgesetzt  wird,  den  der  erste  elementare  Kurs 
einer  üniversit&t  oder  eines  Polytechnikums  zu  haben  pflegt.  Studirenden, 
welche  in  diesem  Stadium  sich  befinden  und  nach  einer  natnrgemässen 
üebung  ihrer  neuerlangten  Kräfte  Bedttrfniss  haben,  kann  Ref.  Meise l's 
Optik  auf  das  Wärmste  empfehlen. 

Die  Darstellung  ist  klar,  übersichtlich  und  bündig.  Mit  Vorliebe  be- 
nutzt der  Verf.  die  anschaulichen  Operationen  des  constructiven  Zeichnens 
zur  Lösung  specieller  Probleme.  Neben  diesen  werden  in  jedem  Abschnitt 
die  Gleichungen  für  die  allgemeine  Lösung  aufgestellt. 

Gerade  an  der  Auswahl  und  Behandlung  der  Paradigmata  erkennt  man, 
dass  dem  Verf.  —  trotz  dem  vorwiegend  mathematischen  Charakter  der 
gesammten  Discussion  —  doch  die  geometrische  Optik  vornehmlich  als 
natürliches  Erscheinungsgebiet  am  Herzen  lag,  und  er  weiss  sein 
lebhaftes  Interesse  an  der  Sache  dem  Leser  gefällig  mitzutheilen. 

Diese  Erscheinungen  sind  so  bequem ,  wie  kaum  irgendwelche  anderen 
der  Physik,  von  Jedem  ohne  viele  Apparate  experimentell  hervorzurufen, 
so  dass  man  sich  sofort  überzeugen  kann ,  wie  weit  die  geometrische  Optik 
im  Stande  ist ,  sie  getreu  darzustellen ,  und  wo  deren  Grenzen  liegen ,  d.  h. 
auf  die  Vorstellungen  der  ündulationstheorie  zurückgegangen  werden  muss. 
Die  so  gegebene  Anregung  zur  Vertiefung  der  physikalischen  Begriffe  möchte 
Ref.  als  einen  besondem  Vorzug,  den  das  Werk  für  Anfänger  hat,  be- 
zeichnen. 

Im  Einzelnen  sind  einige  Ausstellungen  zu  machen:  Erstens,  dass  sehr 
viele  störende  Druckfehler  stehen  geblieben  sind.  Femer  durfte  in  einem 
fOr  Anfänger  bestimmten  Werke,  wie  dem  vorliegenden,  nicht  unterlassen 
werden,  die  Gauss- Helm  holt  z 'sehen  Grundgleichungen  der  Dioptrik  oen- 
trirter  Kugelflächen  in  explicirter  Form  anzugeben.  Die  Beschränkung  auf 
reelle  Objecto  für  Spiegelung  und  Brechung  scheint  dem  Ref.  ebenso  wenig 
gerechtfertigt.  Auch  die  Gleichungen  für  die  Eatoptrik  und  Dioptrik  schiefer 
Elementarbüschel  hätten  ganz  in  dem  Rahmen  des  Werkes  gelegen. 
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Betreffs  der  Diffusion  des  Lichtes  macht  Bef.  den  Verf.  auf  die  TJnter- 
snchnngen  Wiener's  nnd  K.  Angström's,  betreffs  des  L  am  her  tischen 
Gesetzes  für  selbstlenchtende  Körper  auf  die  Dissertation  von  Möller  aof- 
merksam.  Dr.  s.  Czapski. 

LeitÜBtden  ftlr   den  Unterricht  in  der  Planimetrie,   bearbeitet  von  Dr. 
K.  ÜTH,  Prorector  am  königl.  Realgymnasium  in  Wiesbaden.     Mit 
vielen  in  den  Text  gedruckten  Figuren.     Dritte  vermehrte  und  ver- 
besserte Auflage,    Cassel  und  Berlin,  Verlag  von  Theodor  Fischer. 
1886.    8«.    111  S.    Preis  1  Mk.  50  Pf. 
Klares  Denken  und  gesunde  Logik  soll  man  in  den  Lehrbüchern  der 
Mathematik  gewiss  nicht  vergebens  suchen.     Leider  aber  giebt  es  eine  ge- 
wisse Art  »Logik*',  der  man  in  den  Schulbüchern  mit  geringer  Freude  be- 
gegnet. 

Wenn  Herr  üth  S.  1  behauptet,  dass  ,»der  Baum  begrenzt  und  un- 
begrenzt gedacht  werden  kann**,  wenn  er  8.  2  in  einer  Anmerkung  sagt, 
dass  9  ein  mathematischer  Punkt  sich  nicht  bewegen  iSest  und  nicht  bew^ 
gedacht  werden  kann^,  so  sind  wir  weit  entfernt,  mit  ihm  darüber  zu 
streiten«  Schlimmer  ist  es  schon,  dass  Verf.  die  Theorie  der  Parallelen  auf 
den  „Bichtungsunterschied"  baut.  Wie  wir  schon  an  anderer  Stelle  zu 
bemerken  Gelegenheit  hatten,  ist  dieses  Verfahren  darum  ganz  verwerflieh, 
weil  dadurch  die  wirklich  vorliegende  Schwierigkeit  verdeckt  wird.  Auch 
die  Fassung  des  „dritten **  Congruenzsatzes  S.  17  ist  wenig  glücklich.  End- 
lich ist  es  ganz  und  gar  zu  tadeln,  dass  der  „ Kreis **  bis  hinter  die  Aebn- 
lichkeitslehre  und  die  Lehre  vom  Flttcheninhalt  zurückgestellt  ist.  Der  Verf. 
bemerkt  dazu  in  der  Vorrede  S.  VI:  „ Insbesondere  habe  ich  mich  nicht 
entschliessen  können,  die  strenge  Trennung  des  Kreises  von  der  geraden 
Linie  infolge  (vielleicht  „ trotz ^?)  einer  mir  von  sehr  hochgeschätzter  Seite 
gemachten  Bemerkung  aufzugeben.''  Es  folgen  einige  Begründungsversuche. 
Mit  prächtiger  Selbstironie  macht  Herr  üth  ganz  zu  Anfang  seiner  Con- 
structionsaufgaben  in  einer  Fussnote  die  Bemerkung:  „Die  mit  dem  Stern 
bezeichneten  Aufgaben  erfordern  Kreissätze,  ordnen  sich  aber  hier  am 
besten  ein.** 

Das  Buch  schliesst  mit  Gonstructionsaufgaben  und  üebungssätzen.    Die 
Anzahl  der  ersteren  ist  1000,  die  der  letzteren  250. 

Coesfeld,  1886.  K.  ScoffWERnio. 

Ani^ben  ans  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene,  mit  den  Resultaten« 
Für  höhere  Lehranstalten  und  fOr  den  Selbstunterricht  von  Dr.  Oskar 
Jakiscr,  weil.  Director  des  Realgymnasiums  zu  Landeshut  i.  Schi. 
Herausgegeben  von  Dr.  H.  Funcke  ,  Oberlehrer  an  der  Oberrealsehule 
in  Potsdam.    Potsdam  1886,  Verlag  von  Aug.  Stein.    8^    200  8. 
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Vorliegendes  Bach  bietet  einen  reichen  Inhalt.  Ausser  einer  Einleitung, 
welche  zur  Auflösung  analytischer  Aufgaben  gewissermassen  die  Muster- 
beispiele bringt,  finden  wir  Aufgaben  für  Gerade,  Kreis,  Parabel,  Ellipse 
und  Hyperbel.  Der  Verfasser  oder  Herausgeber  hat  ganz  recht  ^  wenn  er 
die  Aufsuchung  des  geometrischen  Ortes  für  den  Kernpunkt  aller  analytisch- 
geometrischen Forschung  ansieht  und  demgemäss  in  seinem  Buche  mit  ent- 
schiedenster Betonung  in  den  Vordergrund  stellt.  Aber  mit  der  blossen 
Angabe  einer  Oleichung  und  dem  Zusätze:  „Dies  ist  der  gesuchte  geome- 
trische Ort"  ist  doch  nicht  gerade  Alles  gethan.  Und  dieser  zweiten  Haupt- 
aufgabe, welche  die  Ablesung  geometrischer  Eigenschaften  aus  der  Oleich- 
ung verlangt,  ist  nach  unsertim  Eindrucke  die  sonst  treffliche  Sammlung 
nicht  hinreichend  gerecht  geworden. 

Vielleicht  hat  die  Pietät  der  Arbeit  eines  Verstorbenen  gegenüber  den 
Herausgeber  auch  an  solchen  Stellen  einzugreifen  verhindert,  wo  dies  nach 
der  üeberzeugung  des  Referenten  geboten  gewesen  wäre. 

Coesfeld,  1886.  E.  ScHwaaiNO. 


Die  Orundlehren  der  ebenen  Geometrie,  von  A.  Steomann.  Dritte  ver- 
besserte und  vermehrte  Auflage,  herausgegeben  von  J.  Langaueb, 
Studienlehrer  am  k.  Ludwigsgymnasium  in  München.  Kempten, 
Verlag  der  Jos.  Köserschen  Buchhandlung.  1886.  8^  217  S.  Preis 
2  Mk.  25  Pf. 

Der  Inhalt  des  vorliegenden  Buches  ist  der  hergebrachte.  Auch  die 
Anordnung  des  Stoffes  geht  nicht  nach  „logischen'',  „neuen'',  „emzig  rich- 
tigen'^  Grundsätzen  vor  sich,  sondern  ist  die  herkömmliche  und  wahrschein- 
lich natürliche.  Wo  eine  Abweichung  sich  findet,  da  ist  sie  eine  recht 
unglückliche.  Der  Verfasser  hat  es  z.  B.  auch  für  angezeigt  gehalten,  den 
Ejreis  hinter  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  und  hinter  die  Lehre  von  der 
Fischenausmessung  zurückzuschieben.  Das  wird  ja  wohl  zum  Theil  Mode- 
sache sein,  zum  Theil  aber  auch  von  der  offenbar  tiefsinnigen  Erwägung 
herrühren y  dass  die  Linie  eine  Curve  erster  Ordnung,  der  Kreis  dagegen 
eine  Curve  zweiter  Ordnung  ist. 

üebrigens  ist  dem  Buche  auch  Gutes  nachzusagen.  Die  Parallelen- 
theorie enthält  den  Grundsatz,  dass  durch  einen  Punkt  zu  einer  Geraden 
nur  eine  Parallele  gezogen  werden  kann.  Auf  die  Sammlung  von  Aufgaben 
ist,  wie  auch  in  der  Vorrede  bemerkt  wird,  Petersen 's  klassisches  Werk: 
^Methoden  und  Theorien^  nicht  ohne  Einfluss  geblieben.  Ebenso  ist  die 
Darstellung  der  algebraischen  Lösungen  geometrischer  Aufgaben  eine  recht 
gute  und  die  Darlegung  des  isoperimetrischen  Satzes  geradezu  schön. 

G  0  e  8  f  e  1  d ,  1886.  K.  Sohwerimo. 
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VebnBgen   and  Au^ben  fftr   den  propftdentischen  Vntenieht  in  der 
Geometrie.    Zusammengestellt  von  Dr.  Josef  Diekxamn  ,  Bector  des 
Bealprogymnasinmcr  zn  Viersen.  Erster  Theil :  Vorübungen  zur  Eukli- 
dischen  Geometrie.     Zweiter  Theil:  Vorübungen  zur  synthetisch«! 
Geometrie.    Breslau,  Ferdinand  Hirt.     1886.    8^    43,  bez.  32  S. 
Preis  75,  bez.  50  Pf. 
„Jeder  erfahrene  Lehrer  wird  darin  Schopenhauer  beistimmen,  dass 
ffir  einen  zwölfjährigen  Knaben  die  anschaulich  erkannte  Wahrheit  über- 
zeugender wirkt,  als  die  logisch  abstrahirte.'^     So  heisst  es  in  der  Vorrede. 
In  der  That,  die  hiermit  behauptete  Wahrheit  ist  so  selbstverständlich,  dass 
die  Anrufung  des  genialen  Frankfurter  Griesgrams  eine  fast  abschwächende 
Wirkung  hat.     Man  kann  die  neuere  Pädagogik  aufrichtig  zu  dem  Streben 
beglückwünschen,  der  Anschauung  endlich  auch  in  den  Lehrbüchern  den 
Platz  anzuweisen,  welcher  ihr  von  jeher  in  der  Wirklichkeit  tüchtigen 
Lernens  und  Lehrens  eingeräumt  worden  ist.     Und  in  diesem  Sinne  ist 
Referent  in  der  angenehmen  Lage,  beiden  Theilen  seine  Anerkennung  aus- 
sprechen zu  können.     Besonders  ist  der  zweite  Theil  gewissermassen  eine 
praktische  Einführung  in  die  Methoden,   Begriffe  und  Anschauungen  der 
neueren  Geometrie.    Mit  den  einfachsten  Mitteln  wird  dem  Schüler  hier  eine 
IBO   gediegene  Eenniniss  des  ganzen  Handwerkszeugs  der  allgemeinen  Col- 
lineation,  Affinität  u.  s.  w.  vermittelt,  dass  es  dem  Autodidakten  sogar  mög- 
lich sein  wird,   nach  Durcharbeitung  dieser  32  Seiten  getrost  an  das  Sta- 
dium eines  grösseren  Werkes  heranzugehen. 

Der  erste  Theil  entfernt  sich  von  den  Methoden  Euklid 's  in  ziemlich 
beträchtlichem  Maasse.  Beferent  steht  nicht  an,  dem  gegenüber  seinen  ab- 
weichenden, ja  entgegengesetzten  Standpunkt  hervorzuheben.  Es  heisst  in 
der  Vorrede:  „Mit  einer  solchen  Lagenveränderung  im  Sinne  Euklid^s 
wird  aber  der  Quartaner  keine  rechte  Vorstellung  verbinden  können,  es  sei 
denn,  dass  er  sich  die  Figur  etwa  ausgeschnitten  denkf  Dieser  Satz  wftre 
schon  richtig,  wenn  man  es  beim  „Sich  denken^  bewenden  Hesse.  £in 
vernünftiger  Lehrer  lässt  es  aber  zum  Ausschneiden  wirklich  kommen, 
da  er  dem  „Sich  denken*^  des  Quartaners  nur  wenig  Vertrauen  schenkt. 
Coesfeld,  1886.  E.  ScHWisRiHa. 


Sammlung  geometriaoher  Constmotions- Aufgaben  zum  Gebrauche  an  Se- 
minarien  sowie  zum  Selbstunterricht.    Von  B.  Wiese  und  W.  Licht- 
blau, königL  Seminarlehrem.     Hannover,  Verlag  von  Carl  Meyer. 
1886.    8^.    220  S.    Preis  2  Mk.  80  Pf. 
Es  ist  erfreulich  zu  sehen ,  wie  der  Erkenntniss ,  dass  der  Schwerpunkt 
des  geometrischen  Unterrichts  in  der  Aufgabe  und  ihrer  Lösung  liegt, 
sich  immer  weitere  Kreise  erschliessen.   Auch  an  den  Lehrerseminarien  hat 
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der  geometrische  Unterricht  in  den  letzten  Jahrzehnten  anscheinend  bedeu- 
tend an  Umfang  nnd  noch  mehr  an  Vertiefung  gewonnen;  und  da  konnte 
unmöglich  die  Forderung  einer  gediegenen  Aufgabensammlung  unerfElllt 
bleiben.  Referent  war  unlängst  in  der  Lage,  ttber  die  Lehrmittel,  welche 
an  einigen  Seminarien  in  Gebrauch  sind ,  sich  ein  ürtheil  bilden  zu  müssen, 
und  er  gesteht,  dass  das  vorliegende  Buch  den  ihm  bekannt  gewordenen 
Bestrebungen  ähnlicher  Art  in  mancher  Beziehung  überlegen  ist  Leider  ist 
der  reiche,  fast  zu  reiche  Inhalt  vielfach  nach  äusserer  Schablone  (Drei- 
ecksaufgaj>en ,  Vierecksaufgaben,  Gonstruction  von  Punkten,  Linien  und  Win- 
keln an  und  im  Kreise),  nicht  nach  Methoden  geordnet  Dagegen  verdient 
es  unbedingte  Anerkennung,  dass  ein  stufenweiser  Fortschritt  vom  Leichteren 
zum  Schwereren  überall  bemerkt  werden  kann.  Ein  fernerer  Vorzug  des 
Büchleins  ist  die  beharrliche  Durchführung  des  Gedankens,  dass  keine  bis- 
her unbezwungene  Schwierigkeit  ohne  ausführliche  Nachhilfe  dem  Lernenden 
in  den  Weg  kommen  darf  und  daher  dem  Studirenden  jedesmal  wirkliche 
Aufgaben,  nicht  Bäthsel  vorgelegt  werden.  Wesentliche  Unterstützung 
findet  der  Lernende  femer  an  den  zahlreichen,  stets  sauberen,  oft  ungemein 
feinen  Figuren. 

Dem  Büchlein  wird  die  verdiente  Anerkennung  nicht  fehlen. 

Coesfeld,  1886.  K.  Schwebing. 

Die  Hanptsfttie   der  Elementarmathematik.    Zum  Gebrauch   an   höheren 
Lehranstalten.    Bearbeitet  von  A.  F.  G.  Th.  Gauss,  Professor  am 
Gymnasium  zu  Bunzlau.     Erster  Theil:  Arithmetik  und  Planimetrie. 
Zweite  verbesserte  Auflage.     Preis  2  Mk.  7ö  Pf.  —  Zweiter  Theil : 
Stereometrie  und  Trigonometrie«     Zweite  verbesserte  Auflage.     Preis 
1  Mk.  40  Pf.    Bunzlau,  Verlag  von  G.  Eretschmer.     1885. 
Es  muss  zunächst  auffallen  und  zwar  nichts  weniger  als  angenehm  auf- 
fallen, dass  wir  hier  Lehrbücher  ohne  Beigabe  von  Uebungsstoff  vor  uns 
haben.     Freilich  sagt  der  Verfasser  in  der  Vorrede:  „Material  zu  Uebungen, 
die  selbstverständlich  nicht  oft  genug  sowohl  an  zu  beweisenden  Lehrsätzen, 
als  auch  an  Aufgaben  angestellt  werden  können ,  dem  Buche  beizugeben,  * 
habe  ich  für  überflüssig  gehalten,  da  es  vortreffliche  Sammlungen  der  Art 
in  hinreichender  Auswahl  giebt.^'    Sollte  dieser  Behauptung  gegenüber  nicht 
die  Frage  Berechtigung  haben:  „Sind  die  vorhandenen  Aufgabensamm- 
lungen so  vortrefflich  und  die  vorhandenen  Lehrbücher  nicht?'' 

Doch  zur  Sache.  Der  Verfasser  ist  bemüht,  überall  strenge  Beweis- 
führung zu  geben  und  in  der  Fülle  des  Stoffes  bis  an  die  äussersten  durch 
die  bestehenden  Vorschriften  gezogenen  Grenzen  zu  gehen,  ohne  diese 
Grenzen  zu  verletzen.  So  ist  in  der  Arithmetik  mit  Recht  der  Moi  vre 'sehe 
Lehrsatz  vorgetragen  und  zur  Auflösung  der  binomischen  Gleich- 
ungen verwandt  worden.     Ebenso  ist  in  der  Planimetrie  der  Potenz  am        . 
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Kreise  eine  eingehende  und  gediegene  Darlegung  gewidmet.  Leider  hat 
der  Verfasser  es  nicht  über  sich  gewinnen  können,  in  der  Anordnung  der 
Lehrsätze,  welche  Proportion  und  Aehnlichkeit  betreffen,  dem  Herkommen 
zu  folgen.  Wie  es  didaktisch  zu  rechtfertigen  ist,  dass  die  Aehnlich- 
keitskriterien  hinter  die  S&tze  z,  B.  des  Menelaus,  hinter  die  Sfttze 
vom  Pol  und  der  Polare  zurückgestellt  werden,  —  Referent  gesteht,  ea 
nicht  zu  begreifen.  Leider  aber  ist  in  der  Didaktik  Falstaff's  Wort  Ton 
den  Gründen  wahr ;  sie  sind  dort  noch  immer  so  billig  wie  Brombeeren.  In 
der  Trigonometrie  f&llt  der  Ballast  Yon  Formeln,  unter  denen  die  Ad- 
ditionstheoreme dem  Erstickungsthode  rettungslos  preisgegeben  sind, 
dem  Lernenden  centnerschwer  in  den  Weg«  Offenbar  kennt  der  Verfasser 
die  Methode  der  Definitionserweiterung,  wie  seine  Ableitung  des  Snbtrac- 
tionstheorems  zeigt.  Allein  er  verfthrt  nach  der  Methode  der  Projectionen 
mit  Vorzeichenertheilung.  Hiermit  steht  es  natürlich  im  Zusammenhange, 
dass  wir  auch  beim  Menelaischen  und  Ceya'schen  Satze  die  leidigon 
Vorzeichen  uns  gefallen  lassen  müssen.  Möge  die  Verwirrung,  welche  diese 
Darstellung  in  den  meisten  Schülerköpfen  anrichtet,  endlich  das  Mitleid 
unserer  Lehrbücherväter  erregen  1 

Die  Stereometrie  zeichnet  sich  durch  geschickte  und  eingebende  Be- 
handlung der  Sph&rik  aus.  Ebenso  ist  die  Methode  der  Cubatur  durch 
Zerschneidung  in  unendlich  dünne  Scheiben  recht  klar  vorgetragen.  Die 
sphärische  Trigonometrie  leidet  etwas  an  Formelübersättigung. 

Coesfeld,  1886.  E.  Schwbriko. 

Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra,  mit  zahlreichen  Aufgaben  und 
einem  Anhange,  der  systematisch  geordnete  Gleichungen  enthält;  ftr 
höhere  Lehranstalten   und  zum   Selbstunterricht   von  F.  Henkich, 
Oberlehrer  am  Realgymnasium  zu  Wiesbaden.    Zweite  umgearbeitete 
und   erweiterte  Auflage.     Wiesbaden,  Verlag   von  Chr.  Limbarth. 
1886.    80.    288  S. 
Wie  in  der  Lehre  von  den  Parallelen  eine  didaktische  Schwierigkeit 
*  vorliegt,  welcher  die  Verfasser  der  Lehrbücher  der  Planimetrie  in  ver- 
schiedener Weise  gerecht  zu  werden  versuchen,  so  li^  eine  vielleicht  noch 
bedeutendere  Unbequemlichkeit  in  den  ersten  Elementen  der  Algebra.   Die 
entschiedene  Klarheit,  welche  dank. Forschem  ersten  Banges  über  die  Grund- 
lehren   der  Algebra  jetzt  in   weiteren  Kreisen  herrscht,   dringt  sichtlich, 
wenn  auch  langsam,  in  die  Schulbücher  ein.    Man  nimmt  mit  Genugthuang 
wahr,  dass  den  Herren  Verfassern  wenigstens  einige  jener  Beeultate  der 
neueren  Forschung  bekannt  sind. 

Dem  Herrn  Verfasser  des  vorliegenden  Buches  muss  ein  ernstes  wissen- 
schaftliches Bemühen  und  klares  Erkennen  der  vorhandenen  Schwierigkeiten 
zugestanden  werden.  Beferent  schickt  diese  Anerkennung  mit  um  so  stärkerer 
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Betonung  voraus,  als  er  sachlich  sich  zu  dem  Yom  Verfasser  befolgten 
Lehrgange  im  scharfen  (Gegensätze  befindet.  Der  Verfasser  fasst  die  Zahl 
als  eine  nach  einer  bestimmten  Einheit  gemessene  gerade  Linie 
auf.  Hierdurch  dringt  ein  geometrisches  Element  in  die  Darstellung  ein, 
wodurch  die  Einführung  der  negativen  Zahl  erleichtert  und  die  der  Lateral- 
zahlen eingeleitet  ist  Dem  gegenüber  muss  vom  wissenschaftlichen 
Standpunkt  aus  betont  werden,  dass  die  Femhaltung  geometrischer  An- 
schauungen aus  den  Grundlagen  der  Algebra  gerade  die  Klarheit  auf  letz- 
terem Gebiete  vorbedingt,  und  für  den  Unterricht  dürfte  die  historische 
Entwickelung  und  stufenweise  Vertiefung  des  Zahlbegriffes  doch  einen  be- 
deutsamen Hinweis  enthalten,  Beferent  hält  es  ftlr  möglich,  dass  der  ein- 
zelne Mensch  fast  genau  in  derselben  Folge  rechnen  lernt,  wie  die  Ge- 
schichte der  Mathematik  uns  den  Fortschritt  der  Menschheit  berichtet 

Bezüglich  der  Irrationalzahl  macht  sich  der  Verfasser  die  Sache 
etwas  leicht.  ^Lässt  sich  aber  die  Wurzel  weder  durch  eine  ganze  Zahl, 
noch  durch  einen  Bruch  genau  angeben,  so  nennt  man  die  Wurzel  eine 
irrationale  Zahl.^  Es  wird  dann  ohne  Beweis  behauptet,  dass  }/d  eine 
irrationale  Zahl  sei ,  und  eine  Construction  von  j/2  und  }/S  gegeben.  Wir 
sind  weit  entfernt,  einem  Schulbuche  „Tifteleien**  über  die  Bechnung  mit 
Irrationalzahlen  abzuverlangen;  aber  so  über  Schwierigkeiten  wegzueilen, 
wie^  der  Verfasser  thut,  ist  niemals  gestattet 

In  der  Theorie  der  Logarithmen  begegnen  wir  dem  langweiligen  Symbol 
^hga.  Da  der  Schüler  doch  nur  mit  dekadischen  Logarithmen  rechnet, 
so  verschone  man  ihn  auch  mit  dem  lästigen  Anbau  des  m.  Eine  kleine 
Anmerkung  würde  hier  vollkommen  ausreichen,  den  Lernenden  vor  falschen 
Schlüssen  zu  hüten. 

Die  Behandlung  der  Beihen,  der  Combinatorik ,  der  Eettenbrüche  u.  s.  w. 
ist  gediegen  und  gut  Eine  Sterblichkeitstabelle  liefert  Stoff  für  anspre- 
chende Aufgaben. 

In  der  Lehre  von  den  Gleichungen  könnte  die  trigonometrische  Lösung 
der  Gleichungen  zweiten  Grades  ohne  Schaden  fehlen.  Den  „Eichtungs- 
zahlen'^  ist  ein  besonderer  Abschnitt  gewidmet.  Giebt  man  die  ZulSssigkeit 
pädagogisch  zu ,  so  kann  man  die  Darstellung  des  Verfassers  nur  anerkennen. 

Die  Aufgabensammlung  ist  reichhaltig  und  anregend. 

Coesfeld,  1886.  E.  Sohwering. 

Erster  Cnrsns  der  Planimetrie.    Für  Gymnasien,  Beal-  und  Bürgerschulen 

und  zum  Gebrauche  für  Hanslehrer  bearbeitet  von  Dr.  August  Wie- 

OAND.     Dreizehnte  verbesserte   Auflage.     Halle   a.  S.,   Druck  und 

Verlag  von  H.  W.  Schmidt.     1886.     8®.    99  S.    Preis  1  Mk. 

Das  Buch  hat  die  Probe  bestanden,  wie  nicht  allein  die  zahlreichen 

Auflagen  darthun.  Ein  wohlthuender  Hauch  gesunder  Praxis,  ein  Anschliessen      . 
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an  die  dem  AnHlDger  ans  dem  Leben  geläufigen  Anschanungen  und  ein  Fest- 
halten am  Herkommen,  wo  nicht  bessere  Erkenntniss  ein  Abweichen  ge- 
bietet, —  das  sind  die  Vorzüge,  welche  Beferent  lobend  hervorheben  möchte. 

Die  Definition  des  Kreises  darf  das  Merkmal  „in  sich  zuröcklanfend'' 
nicht  auffuhren;  auch  ist  es  dem  Referenten  nicht  gelungen ^  den  Verfasser 
S.  13  zu  verstehen,  wo  er  behauptet:  Man  nennt  den  Winkel  eine  inten- 
sive Grösse >  während  alle  anderen  geometrischen  Grössen  extensiv  sind. 

C  0  e  s  f  e  1  d ,  1886.  K.  Sohwering. 

Lehrbuch   der  Stereometrie.     Fttr  das  Selbststudium   bearbeitet  von  W. 
BuRCKHASDT,  Verfasscr  der  mathematischen  Unterrichtsbriefe.     Mit 
vielen  in   den  Text  gedruckten  Holzschnitten.    Leipzig,  Gressner  & 
Schramm,    gr.  8^.     133  S. 
Das  Buch  unterscheidet  sich  von  den  an  unseren  höheren  Lehranstalten 
gebräuchlichen   Schulbüchern  nicht  erheblich  durch  umfang  oder  Behand- 
lung des  Gegenstandes.     Seine  Besonderheit  liegt  darin,   dass  der  Vortrag 
der  Lehrsätze  ein  bei  Weitem  ausführlicherer  ist,  als  in  den  Schulbüchern« 
Das  ist  für  die  Erreichung  des  dem  Buche  gesteckten  Zieles  offenbar  un- 
erlässlich;  aber  auch  mancher  Lehrer  an  einer  öffentlichen  Schule  wird  das 
Buch  nicht  ohne  Nutzen  aus  der  Hand  legen.  • 

Coesfeld,  1887.  E.  Sohwebiko. 

Unterfluchungen  zur  allgemeinen  Theorie  der  krummen  Oberflftohoi  und 
geradlinigen  Strahlensysteme.    Von  Dr.  Reinhold  von  Lilienthal, 
Docent  an   der  Universität  Bonn.     Bonn,  Eduard  Weber.      1886. 
S\     111  S.     Preis  4  Mk. 
Der  Verfasser  knüpft  an  die  Untersuchungen ,  welche  Lip sc hitz  über 
die  Theorie  der  krummen  Flächen  angestellt  hat,  in  folgender  Weise  an. 
Die  Bichtungscosinus  X,  7*,  ^T  der  einzelnen  Normalen   werden  als  Func- 
tionen der  unabhängigen  Veränderlichen  p  und  q  betrachtet.     Hierdurch 
entsteht  auf  der  Einheitskugel  ein  System  von  Curven  p  =■  const.,  q  s=  cansL 
und  die  Lage   der  Erümmungslinien  auf  einem  Flächenelement  lässt  sich 
durch  Angabe  eines  Winkels  bestimmen,  welchen  die  Tangente  einer  der 
beiden  Krümmungslinien  mit  der  Tangente  einer  der  beiden  Curven  p  =  oontL, 
q=sc(mst.  auf  dem  dem  Flächenelement  parallelen  Eugeloberflächenelement 
bildet.     Ein  solcher  Winkel  wird  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Lipschitz 
Stellungswinkel  genannt.    Die  partiellen  Ableitungen  der  Coordinaten 
lassen  sich  nun  durch  die  Richtungscosinus  der  Normalen ,  durch  die  beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser  p^,  q^  und  durch  den  Stellungswinkel  a  dar- 
stellen.   Denkt  man  sich  jetzt  umgekehrt  diese  Stücke  als  Functionen  der 
unabhängigen  Variablen  p  und  q  gegeben,  so  lassen  sich  die  den  einzelnen 
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Werthepaaren  p^  q  entsprechenden  Fl&chenelemente  im  Banme  zn  einer  Flüche 
znsammenftigen  oder  nicht,  je  nachdem  die  Integrabilit&tsbedingnngen  der 
in  den  Grössen  X,  7*,  Z,  p^,  p,»  ^  gebildeten  Ausdrücke  für  die  Ab- 
leitungen der  Coordinaten  bestehen  oder  nicht  bestehen.  Diese  Integrabi- 
litStsbedingnngen  bilden  ein  System  von  zwei  partiellen  Differentialgleich- 
ungen. 

So  ungefähr  legt  der  Herr  Verfasser  selbst  das  Problem  in  der  Vor- 
rede dar.  Ein  umfassenderes  Problem  ergiebt  sich  für  die  Theorie  der 
Strahlensjsteme«  Wir  wollen  uns  in  unserem  Referat  besonders  mit  dem 
Falle  der  krummen  Flächen  beschäftigen. 

Nach  einer  sehr  klaren  und  Rundlichen  Einleitung,  welche  alle  ein- 
scblSgigen  Formeln,  auch  die  bekanntesten,  dem  Leser  bequem  unter  die 
Augen  rückt,  stellt  der  Verfasser  unter  Benutzung  eines  Wei erstras s- 
Bchen  Satzes  q  in  der  Form 

^  ^1  +  ^2 

dar,  wo  d^  und  d,  Quadrate  linearer  Functionen  von  dp  und  dq  sind.  Diese 
Functionen  ergeben  sich  nun  mit  Hilfe  des  Stellungswinkels  in  verhältniss- 
mfissig  einfacher  Gestalt.  Eine  sorgfältig  ausgearbeitete  Tabelle  weist  das 
geometrische  Verhalten  in  den  einzelnen  Fällen  nach.  S.  16  bildet  nun  der 
Verfasser  die  Ausdrücke  dx^  efy,  de  und  stellt  auf  der  folgenden  die  Inte- 
grabilitätsgleichungen  in  Form  von  drei  Gleichungen  dar.  Es  ergiebt  sich, 
was  ja  auch  a  priori  klar  ist,  dass  eine  derselben  Folge  der  andern  ist. 
Und  nun  ertheilt  der  Verfasser  dem  Besultat  durch  Multiplication  mit  ge- 
eigneten Factoren  eine  schliessliche  Form,  welche  wahrscheinlich  das  Er- 
reichbare in  der  Vereinfachung  unter  den  hier  gegebenen  Umständen  dar- 
stellt. Nachdem  nun  die  Beziehung  des  gewonnenen  Resultates  zu  den  Sätzen 
des  Herrn  Lipschitz  festgestellt  ist,  schreitet  Herr  v.  L.  zu  einigen  An- 
wendungen. Hier  kommen  zunächst  die  Erümmungslinien,  dann  die 
Asjmptotenlinien  und  die  Minimalflächen  in  Betracht 

MOge  Yorstehendes  Beferat  dem  Leser  etwa  die  Hauptpunkte  der  inter- 
essanten und  klaren  Abhandlung  angedeutet  haben. 

Im  dritten  Theil  wendet  sich  der  Verfasser  specielleren  Untersuchungen 
zn.  Hier  finden  wir  wieder  diejenigen  Flächen,  welche  die  Eigenschaft 
haben ,  dass  ihre  Coordinaten  sich  durch  die  reellen  Theile  dreier  Functionen 
einer  complexen  Variablen  p-^qi  darstellen  lassen.  Es  werden  die  Beding- 
ungen aufgesucht,  welche  zwischen  den  sechs  (s.  o.)  Grössen  obwalten 
müssen,  damit  einer  nicht  abwickelbaren  Fläche  diese  Eigenschaft  zukommt. 
Auch  ein  geometrisches  Beispiel  fehlt  nicht 

Coesfeld,  1887.  K.  Schwbring. 
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Die  arithmetUchen  und  geometriflchen  VerhUtidssey  Proportionen  und 

Progressionen  mit  Anwendung  auf  die  Zinieszins-  und  Benten- 

rechnung.     [Cursus  der  Obersecunda  des  Gymnasii  (sic).^     FUr  den 

Schulgebrauch  bearbeitet  von  Dr.  E.  Wrobel,  Gymnasiallehrer  in 

Rostock.    Rostock,  W.  Werther.     1885.     S\    4A  S.    Preis  80  Pf. 

Durch  den  Titel  ist  der  Inhalt  angegeben.     Die  Behandlung  des  Stoffes 

bewegt    sich  in  ziemlich  ausgefahrenen  Geleisen.     Die  Bescheidenheit  des 

Verfassers,  welche  ihn  in  der  Vorrede  sagen  Iftsst,  dass  das  Buch  „zunSchst 

als  Repetitionsbuch  fär  die  eigenen  Schüler  bestimmt^  sei«  ist  löblich  nnd 

auch  wohl  berechtigt. 

Coesfeld,  1887.  E.  Schwerikg. 


Wegweiser  in  der  Arithmetik,  Algebra  und  niederen  Analysis,  bestehend 
in  einer  geordneten  Sammlang  von  Begriffen,  Formeln   and  Lehr- 
sätzen in  diesen  Disciplinen.    Von  W.  Fuhrmann,  Oberlehrer  am 
Realgymnasium  auf  der  Barg  in  Königsberg,  O.-Pr.  Leipzig,  Verlag 
von  B.  G.  Teubner.     1886.     8^    62  S. 
Ein  handliches,  inhaltsreiches,   wohlgeordnetes  Büchlein.     Man  findet 
dort  wohl  Alles ,  was  auch  der  weitestgehende  elementare  Unterricht  in  seine 
Kreise   zieht,  ja  Vieles,   was  nach  dem  ürtheil  des  Referenten   nur  der 
höheren  Analysis  zuzuweisen  ist.     Doch  soll  hiermit  gewiss  kein  Tadel 
aasgesprochen  sein.     S.  34,  Formel  102  und  103  steht  fehlerhaft  x  statt  x". 
Ein  gutes  Sachregister  (in  deutschen  Werken  leider  noch  häufig  fehlend) 
ist  dem  Büchlein  beigegeben. 

Druck  und  Ausstattung  sind  vortrefflich. 

Coesfeld,  1887.  K.  Schwering. 


Les  Int^graphes,  la  oourbe  integrale  et  ses  applications.    l^tude  suron 
nouveau  Systeme  d'int^grateurs  m6caniques,  par  Br.  Abdank-Aba- 
KANOwicz.    Paris  1886,  Gauthier  Villars.    8<>.    10  Bogen.    94  Text- 
figuren. 
Nachdem   im  Jahre  1872  Josef  M.  Solin  in  Prag  eine  rein  geo- 
metrische Methode  zur  Ermittelung  der  Curve  mit  der  Gleichung  y  =  f{x)  -f  c^ 
wenn  deren  Deriyationscurve  mit  der  Gleichung  y=sf(x)  bekannt  ist,  Ter- 
öffentlicht  hatte,  wurde  bald  darauf  versucht,  Instrumente  von  solcher  Be- 
schaffenheit zu  construiren,   dass  ein  an  demselben  befindlicher  Stift  die 
Integralcurve  Terzeichnet,  wenn  ein  Stilet  desselben  die  gegebene  zugehSrige 
Derivationscurve  beschreibt  Die  Theorie  dieser  Intrumente,  der  sogenannten 
Integratoren,  gründet  sich  auf  die  gegenseitige  Beziehung  der  gegebenen 
und  der  zu  suchenden  Curve,  darauf,   dass  durch  die  Ordinatenstrecke  T 
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der  Deriyationscurye  in  Yerbindang  mit  der  jeweils  der  Zeichnung  zu  Grunde 
gelegten  Einbeitsstrecke  A,  durch  T:X,  das  Bichtungsverhältniss  der  Be- 
rtthrnngsgeraden  der  Curve  der  Urfunction  in  demjenigen  Punkte  dersel- 
l>6i^  gegeben  ist,  welcher  auf  dem  mit  T'  zusammenfallenden  Ordinaten< 
strahle  liegt,  wie  dem  sein  muss.  Der  Herr  Verfasser,  welcher  zuerst  einen 
Integrator  baute  und  dieses  Instrument  mehr  und  mehr  zu  yervollkommnen 
bestrebt  ist,  bezweckt  durch  das  Yorliegende  Werkchen  seine  und  Anderer 
Erfindungen  in  dieser  Hinsicht  und  deren  Nutzen  in  weiteren  Kreisen  be- 
kannt zu  machen,  nachdem  er  bereits  im  Jahre  1880  einen  Integrator  be- 
schrieben hatte  (L'Int^grateur,  la  courbe  integrale  et  ses  applications.  Yar- 
soyie  1880).  Gleichzeitig  mit  Herrn  Abakanowicz,  welcher  seine  ersten 
Modelle  in  den  Jahren  1878  und  1879  ausfahrte,  yerfolgte  ein  Engländer, 
Herr  Boys,  unabh&ngig  von  Ersterem  dasselbe  Ziel  und  yeröffentlichte  1881 
sein  Besultat  (An  integrating  machine.  Philosophical  Magazin,  1881). 
SpSterhin  wurde  Herr  Abakanowicz  von  Herrn  Napoli,  Oberinspector 
der  französischen  Ostbahn,  in  seinen  Bemühungen  wesentlich  unterstützt^ 
wodurch  es  gelang,  verbesserte  Integraphen  zu  bauen,  und  versuchten  es 
auch  noch  Andere,  Integrirmaschinen  zu  erfinden. 

Folgen  wir  der  Abhandlung  des  Herrn  Verfassers. 

Nachdem  derselbe  die  luiegnlcurvep^f{x)  +  c  definirt  und  das  Solin- 
sche  geometrische  Integrationsverfiihren  in  Kürze  erläutert  hat,  zeigt  er,  wie 
mittels  Schraubenbewegung  die  Curve  p  =  f(x)  +  c  aus  der  Curve  y=/'(aj) 
abgeleitet  werden  kann,  und  bespricht  Orundmechanismen ,  durch  welche  die 
erforderliche  Bewegung  des  die  Integralcurve  zeichnenden  Stiftes  hervorgebracht 
werden  kann,  wenn  ein  Stilet  der  Maschine  mit  seiner  Spitze  die  gegebene  De- 
rivationscurve  beschreibt.  Daran  schliesst  er  die  Erklärung  seiner  beiden 
ersten,  1878  und  1879  gebauten  Instrumente.  Beim  ersten  Apparate  wird 
die  Schraubenbewegung  hervorgebracht  mittels  eines  um  eine  horizontale  Axe 
drehbaren  und  auf  dieser  Axe  verschiebbaren  Kreiscylinders  und  einer  den 
Cjlinder  berührenden  Bolle ,  welche  um  eine  horizontale  und  eine  verticale, 
die  erstere  in  ihrer  Mitte  schneidende  Axe  drehbar  ist,  wobei  die  verticale 
Drehaxe  der  Bolle  gegen  die  Axe  des  Cylinders  fest  liegt.  Diese  Bolle  wird 
durch  ein  Gewicht  auf  den  Cjlinder  gepresst,  kann  aber  auch  von  unten 
mit  demselben  in  Contact  gebracht  werden.  Die  Axe  des  Kreiscylinders  und 
der  Support  der  Bolle  sind  mit  einer  horizontalen  Platte  fest  verbunden, 
welcher  eine  Translation  parallel  zur  Abscissenaxe  des  Coordinatensystems 
gestattet  ist  Diese  Platte  trägt  femer  einen  zur  Cylinderaxe  parallelen, 
dem  Stilet  zur  Führung  dienenden  Bundstab,  dessen  Abstand  von  der  Cy- 
linderaxe unveränderlich  ist.  Von  dem  Stilet  führt  eine  Stange  nach  der 
verticalen  Axe  der  Bolle;  Stilet  und  Stange  sind  so  verbunden,  dass  erste- 
rem eine  Translation  in  der  Bichtung  der  Stangenaxe  möglich  ist.  Beschreibt 
das  Stilet  die  Derivationscurve ,  dann  erhält  zunächst  der  Cyliuder  dieselbe 
Bewegung  parallel  zur  Abscissenaxe ,  sodann  durch  die  Bolle  noch  eine  um 
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seine  Aze  und  parallel  zu  dieser.  Ein  geeigneter  MechaniBmne  filhrt  von 
dem  einen  Ende  des  Cjlinders  nach  dem  die  Integralcnrve  beschreibeiiden 
Stifte,  welcher  die  Translationsbewegung  des  Cjlinders,  parallel  zu  seiner 
Aze 9  auf  diesen  Stift  überträgt;  dadurch  wird  die  Bewegung  des  Schrüb- 
stiftes  parallel  zur  Y-Axe  in  der  Weise  modificirt,  wie  dieses  zur  rich- 
tigen Erzeugung  der  Integralcurve  nöthig  ist.  —  Beim  zweiten  Modell  wird 
die  Bolle  durch  ein  Lineal  vertreten,  welches  den  Cjlinder  Yon  unten  be- 
rührt. —  Hieran  schliesst  sich  die  Beschreibung  von  Integratoren,  bei  denen 
sich  die  verticale  Drehaze  der  Bolle  parallel  zur  Aze  des  Cjlinders  bewegt 
Mit  der  Aze  des  Cjlinders,  auf  welcher  er  festsitzt,  ist  ein  Zählwerk  T«r- 
bunden,  das  Eenntniss  von  seiner  Tourenzahl  giebt,  wenn  das  Stilet  den  Um- 
fang  einer  ebenen  Fläche  beschreibt.  Diese  Tourenzahl  ist  proportional  dem 
Inhalt  der  Fläche,  so  dass  das  Instrument  zu  Inhaltsbestimmungen  dienen 
kann.  —  Nachdem  weitere  zweckdienliche  Mechanismen  besprochen  worden 
sind,  wendet  sich  der  Herr  Verfasser  zur  Erläuterung  eines  von  Herrn 
Napoli  sehr  sinnreich  combinirten  Integraphen«  Er  bediente  sich  hierbei 
ebenfalls  eines  Cjlinders  und  einer  Bolle.  Dieser  Apparat  hat  den  Zweck, 
continuirliche  Tracen  auf  einem  Papierstreifen  zu  erhalten ,  welcher  von  dem 
Cjlinder  sich  abwickelt.  Hierauf  construirten  die  Herren  Abakanowicz 
tind  Napoli  gemeinschaftlich  ein  neues  Modell  eines  Integrators,  wobei 
auch  die  Idee  des  Herrn  Bo  js  berücksichtigt  wurde;  jedoch  beruht  er  auf 
demselben  Orundprincip.  Ein  um  eine  horizontale  Aze  drehbarer  Cjlinder 
ist  hier  nicht  mehr  direct  vorhanden,  dessen  Badius  ist  unendlich  gross. 
Die  richtige  Bewegung  des  die  Integralcurve  zeichnenden  Stiftes ,  wenn  das 
Stilet  ihre  Derivationscurve  beschreibt,  wird  mittels  eines  Sjstems  von 
Bollen,  um  welche  ein  endloser  Faden  geschlungen  ist,  bewirkt.  Die  Eben- 
genannten construirten  überdies  noch  einen  zweiten  Apparat,  ein  Sjstem 
von  Winkelrädem  an  Stelle  des  Cjlinders  und  der  Bolle  verwendend.  Der 
Herr  Verfasser  hat  diese  Instrumente  mit  Zuhilfenahme  der  nöthigen  Figoreo 
eingehend  beschrieben.  Des  Weiteren  gedenkt  derselbe  der  Integrirmaschine 
des  Herrn  C.  V.  Bojs,  welcher  bereits  1882  auf  dem  Congress  der  Bri- 
tischen Association  zu  Sonthampton  die  Bemühungen  des  Herrn  Abaka- 
nowicz in  sehr  anerkennenswerther  Weise  besprach,  des  Int^graphen  von 
Zmurko  (Kosmos  1884,  Nr.  5,  S.  185,  Skibinskj,  Lwow  [Lemberg]),  dessen 
Theorie  er  entwickelt.  Als  letztes  Instrument  wird  der  Integrator  und  De- 
rivator  von  Herrn  Mestre  (1885)  vorgefahrt,  ein  durch  geschickte  Com- 
bination  zweier  Pantographen  erzielter  Apparat.  Am  Schlüsse  der  Erläute- 
rung der  Integraphen  wird  noch  die  Derivation  mit  Hilfe  derselben  be- 
sprochen. Im  IV.  Capitel  wendet  sich  der  Herr  Verfasser  den  charakte- 
ristischen Eigenschaften  des  neuen  Sjstems  seiner  Integratoren  zu ,  aber  an 
keiner  Stelle  ist  eine  Notiz  über  den  Genauigkeitsgrad  der  Arbeit  derselben 
zu  finden,  was  fOr  die  Beurtheilung  ihrer  Brauchbarkeit  gerade  wosentlicfa 
ist     Das  Solin'sche  Integrationsverfahren  versagt,  wenn  die  Derivations- 
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carve  zur  Ordinatenaxe  parallele  Asymptoten  hat,  so  dass  man  die  mit 
diesen  Strahlen  zusammenfallenden  Ordinalen  der  Integralcurve  in  der  ge- 
wöhnlichen Weise  berechnen  muss,  wenn  man  ein  exactes  Resultat  haben 
wilL  Dieses  thun  mithin  auch  die  Integratoren ,  wie  in  der  Natur  der  Sache 
liegt,  so  dass  sie  also  nur  dann  das  Resultat  vollständig  geben»  wenn  die 
Derivationscurve  ganz  im  Endlichen  gelegen  ist. 

Es  ist  nun  an  sich  klar,  dass  die  Integratoren  in  allen  den  Fällen  Ver- 
wendung finden  können,  wo  die  Curve  y  =  f{x)  +  c  zu  zeichnen  ist,  wenn 
ihre  Derivationscurve  y  =  f(x)  gegeben  ist;  die  Construction  der  letzteren 
lehrt  die  Theorie  des  graphischen  Rechnens,  um  die  vielfache  Verwendbar- 
keit der  Integratoren,  welche  durch  vorstehenden  Satz  bereits  genügend 
ausgesprochen  ist,  recht  eingehend  zu  erörtern,  ist  ein  V.  Gapitel,  welches 
die  Hälfiie  des  Werkchens  in  Anspruch  nimmt,  verschiedenen  Fällen  ge- 
widmet ,  in  denen  die  graphische  Integration  Platz  greifen  kann.  Diese  Fälle 
sind:  a)  die  Berechnung  des  Inhalts  ebener  Flächen;  l>)  die  Construction 
ebener  Cnrven,  wenn  ihre  Derivationscurven  gegeben  sind;  c)  die  Construc- 


-=±' 


tion  der  parabolischen  Curven  y=^kakxf^  durch  successive  Integration 

m 

0 

und  die  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln  der  Gleichungen    ^^t  0/^3:^  =  0; 

m 

d)  die  Ermittelung  von  statischen  Momenten,  Schwerpunkten  und  quadra- 
tischen Momenten  ebener  Flächen;  e)  die  Bestimmung  des  Massennivelle- 
ments  von  Brückner;  f)  die  Aufsuchung  der  Gestalt  der  elastischen  Linie 
bei  belasteten  stabförmigen  Körpern;  g)  die  Elementartheorie  der  Stabilität 
Yon  Tonnengewölben;  h)  Probleme  bei  Schi£&constructionen;  i)  die  einfach- 
sten Bewegungsprobleme;  k)  einschlägige  Probleme  aus  der  Elektricitäts- 
lehre.  In  einem  Appendix  wir4  erörtert:  eine  Construction  der  logarith- 
mischen Spiralen,  der  Ezponentialcurve  ^  =  ae^',  die  Quadratur  der  Dia- 
gramme, welche  erhalten  werden  durch  den  Trägheitsdjnamometer  von 
M.  Desduits,  die  mechanische  Lösung  einiger  einfacher  Differentialgleich- 
ungen. Bei  allen  diesen  Beispielen  setzt  natürlich  der  Herr  Verfasser  vor- 
aus, dass  die  betreffende  Theorie  bereits  bekannt  sei,  sich  in  dieser  Hin- 
sicht nur  auf  das  Wesentlichste  beschränkend,  zweckdienlich  nur  die  dabei 
vorkommende  mechanische  Integration  im  Auge  habend. 

In  allen  diesen  Fällen  handelt  es  sich  um  Curven  in  rechtwinkligen 
Coordinaten.  Ein  Integrator  für  Curven  in  Polarcoordinaten  —  das  geo- 
metrische Integrationsverfahren  unter  diesen  Verhältnissen  ist  mir  seit  etwa 
zwei  Jahren  bekannt  —  wurde  meines  Wissens  bis  jetzt  noch  nicht  con- 
struirt. 

Die  Bestrebungen  der  Herren  Abakanowicz  und  Napoli,  einen 
mehr  und  mehr  vollkommenen  Integrator  zu  beschaffen  und  einen  solchen 
auf  den  Constructionsbureaux  einzubürgern,  sind  höchst  anerkennenswerth; 
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mögen  ihre  Arbeiten  in  dieser  Richtung  mit  dem  von  ihnen  gewünschten 
Erfolge  gekrönt  werden.  Die  Entwickelang  des  (langes  der  Erfindung  der 
Integraphen  ist  nicht  nur  fOr  den  Ingeniear  von  Interesse ,  sondern  auch 
lehrreich  für  den  Mathematiker.  Denjenigen,  welche  sich  rasch  von  der 
Fruchtbarkeit  des  Solin'schen  Integrationsyerfahrens  ttberzengen  wollen ,  ist 
das  Lesen  des  letzten  Capitels  des  vorliegenden,  durch  gute  Figuren  reich 
ausgestatteten  Werkchens  insbesondere  zu  empfehlen,  namentlich  wenn  sie 
der  Technik  fern  stehen,  zumal  die  ganze  Abhandlung  in  pri&ciser  Weise 
geschrieben  ist. 

Gern  hätte  ich  die  Construction  der  neuen  Integratoren  der  Heiren 
Abakanowicz  und  Napoli,  sowie  diejenigen  der  anderen  Erfinder  ein- 
gehender besprochen ;  ohne  Figuren  war  dieses  aber  nicht  möglich.  Immer- 
hin hoffe  ich  durch  das  Wenige,  was  ich  darüber  bemerkte ,  weitergehendes 
Interesse  für  die  Sache  erweckt  zu  haben. 

Oberstrass-Zürich,  im  März  1887.         Febdihakd  Kraft, 

Privatdooent  am  Bidgen.  Polytuohnflmw. 


A  Synopsis  of  elementary  resnlts  in  Pnre  Mathematics:  containing  pro- 
positions,  formulae,  and  methods  of  analjsis,  with  abridged  demon- 
strations.     Supplemented  bj  an  Index  to  the  Papers  on  Pure  Mathe- 
matics  which  are  to  be  found  in  the  principal  Journals  and  Trans- 
actions  of  leamed  Societies,  both  englisch  and  foreign,  of  the  present 
Century,  by  G.  S.  Carr,  M.  A.    London:  Francis  Hodgson.    Cam- 
bridge: Macmillan  &  Bowes.    1886.    XXXVI,  935  pages,  20  plaies. 
Das  in   der  üeberschrift  genannte  Werk  ist  ^ines  der  eigenartigsten 
Erzeugnisse  wissenschaftlichen  Fleisses,  welches  uns  jemals  zu  Gesicht  ge- 
kommen ist.     Welchem  Mathematiker,  jung  oder  alt,  in  den  Jahren  des 
Lernens  oder  des  Lehrens,  des  Sichaneignens  oder  des  Schaffens,  wäre  es 
nicht  schon   vorgekommen,  dass  er  einen  Satz,  eine  Formel,   den  Grund- 
gedanken eines  Beweises  nöthig  hat,  der  seinem  Gedächtnisse  entschlfipfte, 
oder  von  welchem  er  sich  vergewissern  möchte,  inwiefern  er  neu  ist?   Bis- 
her blieb  ihm  Nichts  übrig,  als  in  so  und  so  vielen  Handbüchern  sich  um- 
zusehen und  ausserdem  etwa  in  den  Abhandlungsregistem ,  welche  in  dieser 
Zeitschrift  alljährlich  zweimal  veröffentlicht  werden ,  zu  vergleichen ,  ob  und 
in    welchen   Zeitschriften    oder  Akademieberichten   der   ihn   beschäftigende 
Gegenstand  behandelt  sei.     Diese  zeitraubende  Mühe  des  Nachschlagens  will 
Herr  Carr  durch  seine  Synopsis  wesentlich  erleichtem.     Erstens  liefert  er 
in   dem  Texte  seines  fast  unhandlich  starken  Bandes  die  wichtigsten  land- 
läufigen Formeln  und  Sätze  der  gesammten  reinen  Mathematik,  mit  Aus- 
schluss der  Functionentheorie.  Jeder  Satz  ist  mit  einer  fortlaufenden  Nummer 
1  bis  6165  versehen,  woraus  man  annähernd  die  Reichhaltigkeit  des  Inhalts 
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abfichStzen  kann,  allerdings  nur  ani^ernd;  denn  in  dieser  Numerirong 
sind  nicht  wraige  Lücken,  deren  Bestimmung  es  ist,  in  künftigen  Auflagen 
durch  bis  dahin  neu  hinzutretendes  Material  ausgefüllt  zu  werden,  ohne  die 
Nummern  der  in  der  heutigen  ersten  Auflage  schon  vorhandenen  Sätze 
abSndem  zu  müssen.  Von  dem  Capitel  der  Variationsrechnung  zu  dem  der 
Differentialgleichungen  ist  beispielsweise  ein  Sprung  von  3091  auf  3150, 
wofür  leider  durch  einen  sich  13  Seiten  hindurch  fortsetzenden  Irrthum 
3050  ügg.  gedruckt  ist,  so  dass  dann  auf  S.  473  nach  3111  (eigentlich 
3211)  sofort  3212  erscheint.  Man  wird  gut  thun,  diese  Druckfehler  vor 
dem  Gebrauche  zu  verbessern,  um  nicht  beim  Nachschlagen  fehlzugehen. 
Bezüglich  der  Beweise  ist  Gleichförmigkeit  nicht  vorhanden.  Bald  ist  einem 
Satze  eine  Andeutung  zum  Beweise  beigefügt,  bald  nicht,  selten  ist  er  aus- 
führlich; die  Synopsis  will  eben  und  soll  kein  Lehrbuch  sein.  Nach  einigen 
Stichproben,  welche  wir  anstellten,  genügen  übrigens  die  Beweisandeu- 
tungen,  um  den,  der  die  Sachen  versteht  und  nur  vergessen  hatte,  auf  die 
richtige  Spur  zu  leiten;  ein  vollgiltiges  ürtheil  wird  erst  nach  längerem 
Gebrauche  des  Werkes  sich  ergeben.  Soviel  erscheint  uns  schon  heute 
ersichtlich  I  dass  die  geometrischen  Abschnitte  den  analytischen  gegenüber 
bevorzugt  sind.  Wenn  wir  seither  nur  vom  Texte  sprachen,  so  hat  Herr 
Carr  zweitens  ein  Inhaltsverzeichniss  beigefügt,  welches  neben  den  Gegen- 
ständen, über  welche  man  sich  in  der  Synopsis  selbst  Auskunft  verschaffen 
kann,  und  die  durch  ein  Sternchen  äusserlich  bemerkbar  gemacht  sind, 
auch  zahlreiche  andere  Namen  enthält ,  bei  welchen  auf  Zeitschriften  und 
Akademieberichten  soweit  verwiesen  ist,  dass  der  betreffende  Band  (frei- 
lich ohne  Seitenzahl,  die  man  selbst  suchen  muss)  angegeben  ist,  wo  der 
Gegenstand  zur  Behandlung  kam.  In  diesem  Inhaltsverzeichnisse  ist  die 
Functionentheorie  wenigstens  nicht  ausgeschlossen.  Vollständigkeit  in  der 
ersten  Auflage  eines  solchen  Werkes  zu  erreichen  dürfte  unmöglich  sein^ 
und  kein  billig  Denkender  wird  seine  Anforderungen  gleich  darauf  stellen. 
Eine  der  Vollständigkeit  nahe  Beichhaltigkeit  zeichnet  aber  jedenfalls  auch 
das  Inhaltsverzeichniss  aus ,  wie  uns  gleich£Edls  zu  dem  Zwecke  der  Prüfung 
angestellte  Stichproben  überzeugt  haben.  Somit  glauben  wir  mit  gutem 
Gewissen  das  Werk  empfehlen  zu  können,  für  welches  man  dem  Heraus- 
geber, wie  der  Verlagshandlung  Dank  wissen  muss.  Cantor. 


Tablea   d'AntUogarithmes  par  H.   Pbttz,   capitaine.     ]^dition  st^r^otype 
publice  sous  les  auspices  de  l'Acadömie  royale  des  sciences  k  Oopen- 
hague.    Gopenhague,  Lehmann  &  Stage,  libraires  6diteurs.    27  pag. 
Die  Tabellen  der  Antilogarithmen  sind  nach  den  dreistelligen  Loga- 
rithmen anfangend  mit  0,001  und  bis  zu  0,999  sich  erstreckend  geordnet 
und  gestatten,  zu  jedem  derselben  die  zugehörige  Zahl  —  das  ist  eben  der 
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Antilogarithmus  —  nmnittelbar  abzulesen ,  und  zwar  sind  diese  Zahlen  auf 
15,  auf  10  und  auf  5  Stellen  in  drei  Tabellen  vereinigt.  Um  den  Anti- 
logarithmus zu  solchen  Logarithmen  zu  finden,  welche  nicht  in  den  Tabellen 
stehen,  bedarf  es  einer  Hilfsrechnung,  zu  welcher  weitere  Tabellen  dienen, 
welche  die  Logarithmen  von  1  +  10^^  liefern,  wo  Ij  irgend  eine  der  um 
Tausendstel  zunehmenden  Zahlen  von  0,0C1  bis  zu  1  bedeutet.  Jede  Zahl 
T  kann'nRmlich  in  Factoren  von  der  Form  10^.(1  +  10-A).(14.10-A)_. 
zerlegt  gedacht  werden,  oder,  indem  man  die  Multiplication  ausführt,  ab 
aus  denTheilen  10^  +  10^-^  +  10^-^+10^-^-^+...  bestehend.  Als- 
dann ist  7o^T=i  +  Zo^(l+10-A)  +  fe?^(l  +  10-^)  +  ...  und  diese  ein- 
zelnen Theile  von  logT  liefert  die  Antilogarithmentabelle  in  Verbindung  mit 
den  Hilfstabellen. 

Sei  beispielsweise  T  aus  der  Angabe 

logT^  6,50397  16428  98988 
zu  ermitteln. 

unter  den  Antilogarithmen  findet  sich 

X  =  6,503  =  log%Vmm,  52172612 
und  damit  der  erste  Theil  Yon  logT. 

Nun  sucht  man  die  nSchstkleinere  Zahl  zu 

hgT-L^  0,00097  16428  98988 
in  der  Hilfstabelle  und  findet  daselbst 

0,00097  11775  44316  =  %(l+10-2.»)  =  Jaj^(l  +  10-^.). 
Man  zieht  diesen  neuen  Theil  yon  logT—L  ab  und  erh&lt: 

%T-X^?(>^(1  +  10-A)  =  0,00000  04653  54672. 
Erneuertes  Aufschlagen  der  Hilfstabelle  zeigt 

0,00000  04653  54672  =  2ö^  (1  + 10-«»»^)  =  log{l  + 10-^). 
Mithin  ist  in  diesem  Falle 

und  daraus  folgt,  wie  oben  bereits  bemerkt, 

T=10^+10^-A+10^-A  +  10^-A-A. 

Jetzt  tritt  wieder  Benutzung  der  Antilogrithtnen  ein ,  aus  welchen  man  ent- 
nimmt: 

Num.  logL  =  JVwm.  log&f^^       =  3184197,52172612 

Num.logiL-L^)         =^Num.hg3,8ö3        «       7128,53030126 

Num.  hg {L-L^)         « Num.  fe)^0,533       =  3,41192911 

.    Num.  logiL-Li  -  L^) «  Num.  to^0,883 - 3  =  0,00763835 

T=  3191329,47159484 
Die  so  erreichte  Genauigkeit  dürfte  der  Weitschweifigkeit  des  Verfahrens 
einigermassen  das  Gleichgewicht  halten ,  wenn  auch  nicht  verschwiegen  wer- 
den darf,  dass  die  Rechnung  naturgem&ss  noch  bedeutend  länger  wird,  wenn 
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bei  der  allm&ligen  Zerlegung  yon  logT  noch  weitere  Theile  Io^(l  +  10~^) 
u.  8.  w.  berücksichtigt  werden  mttssen. 

In  der  Einleitung  zu  den  Tabellen  ist  auch  gezeigt,  wie  man  sie  an- 
wenden kann,  um  die  entgegengesetzte  Aufgabe  zu  lösen,  d.  h.  logT  zu 
finden,  wenn  T  gegeben  ist  Camtor. 


Fünfstellige  logaritbmisoh- trigonometrische  TafeUi  für  die  Deoimalthei- 
Inng  des  Quadranten,  mit  ausführlichen  Tafeln  zum  Uebergang  von 
der  neuen  Theilung  des  Quadranten  in  die  alte  und  umgekehrt;  nebst 
vierstelligen  Tafeln  der  Zahlenwerthe  der  trigonometrischen  Func- 
tionen,   sowie   gewöhnlichen   Logarithmentafeln    und   Quadrattafeln 
herausgegeben  von  H.  Gravbliüs,  mit  einem  Vorwort  von  W.  Foer- 
8TER,  geh.  Regierungsrath,  Director  der  königl.  Sternwarte  und  Pro- 
fessor an  der  Universität  zu  Berlin.     Berlin  1886,   Georg  Beimer. 
XV,  203  S. 
War  es  übertriebene  Folgerichtigkeit  oder  war  es  wirkliche  Einsicht, 
wenn  die  Metercommission  am  Ende  des  XVIII.  Jahrh.  verlangte,  auch  den 
Winkel  in  die  decimal  getheilten  Grössen  einzubegreifen?     Diese  Frage  ist 
bald  mit  ja,  bald  mit  nein,  dann  wieder  mit  ja  beantwortet  worden,  und 
die  Sache   der  Bejahenden  konnte  kaum  einen  bessern  Anwalt,   als  Herrn 
Wilh.  Foerster  finden,  der  mit  gewohnter  Beherrschung  des  Gegenstandes 
und  der   Sprache  in  dem  Vorworte  des  uns  vorliegenden  Bandes  für  sie 
eintritt.     Aber  wenn  die  decimale  Theilung  bei  dem  Winkel  Platz  greifen 
soll,    wenn   also  künftig  der  rechte  Winkel  in   100  Centigrade  zu  je  100 
Centiminuten  zu  je  100  Centisecunden  zerfallen  soll,  so  ist  dreierlei  noth- 
wendig.     Es  müssen  erstens  neue  Winkelmessinstrument«  nach  dieser  Deci- 
maltheilung  hergestellt  werden;  es  müssen  zweitens  der  neuen  Eintheilung 
entsprechende  handliche  Tabellenwerke  bearbeitet  werden;  es  müssen  end- 
lich drittens  für  die  voraussichtlich  lange  Zwischenzeit,  während  welcher 
alt  und  neu  getheilte  Apparate,  zunächst  jene,  später  muthmasslich  diese 
in   der  Mehrzahl,   nebeneinander  in  Gebrauch   sein  werden,   Hilfstabellen 
beschafft  werden,  welche  die  Umrechnung  von  alten  Winkeln  in  neue  und 
rückwärts  die  von  neuen  Winkeln  in  alte  leicht  und  sicher  ermöglichen. 
Die  Lösung  der  ersten  Aufgabe  flUlt  der  mechanischen  Werkstätte,  die  der 
zweiten  und  dritten  der  Druckerei  anheim,  und  ihr  hat  Herr  Gravelius 
Zeit  und  Mühe  gewidmet,  ihr  die  Beim  er 'sehe  Verlagshandlung  ihre  Pressen 
zur  Verfügung  gestellt    Der  Anfertiger  der  Tafeln,  Herr  Gravelius,  hat 
sich  nicht  vor  der  Arbeit  gescheut,  die  Logarithmen  der  Ejreisfunctionen 
auf  zwölf  Stellen  zu  berechnen,  wenn  er  auch  jetzt  nur  fünf  Stellen  im 
Druck  veröffentlichte.    Er  behält  sich  vor,  in  einer  späteren  Veröffentlichung 
noch  weitere  Stellen  dem  Publicum  mitzutbeilen  und  alsdann  auf  die  Euler« 
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sehen  Formeln  hinzuweisen,  welche  er  seiner  Rechnung  zu  Qronde  1^^. 
Nach  vollendeter  Rechnungsarbeit  wurden  die  Ergebnisse  mit  den  seit  1799 
in  Druck  vorhandenen,  ungemein  selten  gewordenen  „Neuen  trigonometri- 
schen Tafeln  für  die  Decimaltheilung  des  Quadranten  von  Hobert  nnd 
Ideler'*  verglichen  und  in  voller  Uebereinstimmung  befunden.  Da  ausser- 
dem bei  der  Correctur  keine  Vorsichtsmassregel  ausser  Acht  gelassen  wor- 
den zu  sein  scheint,  so  dürfte  die  Zuverlässigkeit  der  Tafeln  hinlänglich 
gewährleistet  sein.  Druck  und  Ausstattung  entsprechen  den  Anforderungen, 
zu  welchen  man  der  Yerlagshandlung  gegenüber  berechtigt  ist. 

Cahtor. 


Erdkunde  und  IKathematik  in  ihren  gegenseitigen  Beziehungen.  Von  Dr. 
81BOMUND  OÜNTHE&,  Professor  an  der  E.  technischen  Hochschule  zu 
München.  München  1887,  Theodor  Ackermann.  30  S. 
Der  Ver&sser  dieser  Abhandlung  ist  ausgegangen  von  einem  mathe- 
matischen Lehrgange :  er  ist  im  Verlauf  der  Zeit  zu  geographischen  Stadien 
übergeschritten ;  er  hat  den  letzteren  es  zu  verdanken,  wenn  er  von  der 
immerhin  eingeengten  Lehrthätigkeit  an  einer  Mittelschule  zu  dem  Katheder 
einer  Hochschule  gelangte,  dem  Platze,  welchen  er  auszufüllen  durch  Kennt- 
nisse und  nicht  gewöhnliche  Beredsamkeit,  wir  können  sagen,  durch  die 
Natur  hingewiesen  war.  Wir  persönlich  wissen,  dass  Herr  Oünther  der 
Mathematik  und  ihrer  geschichtlichen  Erforschung  nicht  untreu  geworden 
ist,  wenn  er  jetzt  auch  Professor  der  Geographie  ist.  Diese  als  Programm 
seiner  künftigen  Thätigkeit  aufzufassende  Antrittsabhandlung  macht  es  auch 
dem  lesenden  Publikum  offenbar.  Die  Geographie,  oder  besser  gesagt  die 
Erdkunde  hat  ja  eine  ähnliche  Geschichte,  wie  Herrn  Günther 's  äussere 
Entwickelung  war.  Die  ältesten  Geographen  waren  zugleich  die  ältesten 
Geometer.  Allmftlig  erst  zweigte  die  Erdkunde  von  der  Feldmessung  sich 
ab  und  wurde  immer  handwerksmässiger.  In  eine  neue,  kaum  erst  wenige 
Jahrzehnte  alte  Entwickelung  trat  die  Erdkunde  und  wurde  dabei  wieder 
zur  Wissenschaft,  als  sie  zu  einem  Zweige  der  angewandten  Mathematik  zu 
werden  den  Anlauf  nahm.  Diese  hier  in  gedrängter  Kürze  angedentetoi 
Gedanken  sind  es,  welche  Herr  Günther  geistvoll  und  durch  zahlreiche 
Beispiele  belegt  erörtert.  Er  liefert  dadurch  den  deutlichsten  Beweis,  dass 
er  an  dieser  fortschreitenden  Rückbildung  der  Erdkunde  auch  künftig  kräftig 
weiter  arbeiten  wird,  wie  er  durch  seine  Geophysik  sich  schon  hervor- 
ragende Verdienste  um  dieselbe  erworben  hat  Cahto«. 


Zar  OetohieU«  der  denttchen  Algebra  im  16.  JahrhnndaTt.  Abhaadlong 
zu  dem  Programm  des  Gymnasiums  zu  Zwickau,  von  OberkAirer 
Dr.  Wafplbb.    Zwickau  1887.    32  8. 
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Im  XXYIU.  Bande  dieser  Zeitechrift,  histlit.  Abth.  S.1— 13,  hat  sich 
unser  Freund  Curize  mit  der  für  Mathematiker  ungemein  reichhaltigen 
Sammelhandschrift  Db.  86  der  königl.  öffentlichen  Bibliothek  zu  Dresden 
beschftftigt.  Die  gleiche  Bibliothek  besitzt  unter  dem  Zeichen  C.  80  eine 
vielleicht  noch  interessantere  Handschrift,  welche  Herr  Wappler  einer 
erfolgreichen  Untersuchung  unterzog.  Er  entdeckte  in  ihr  insbesondere  auf 
Bl.  350 — 365"^  eine  lateinisch  geschriebene  Algebra,  welche  in  unserer  Vor- 
lage zum  Abdruck  gebracht  ist.  Mehrfache  Umstände  lassen  den  Abdruck 
als  durchaus  gerechtfertigt  erkennen:  handelt  es  sich  doch  um  ein  Schrift- 
stück, welches  einst  im  Besitz  von  Johann  Widmann  Yon  Eger  war, 
welches  später  yon  Adam  Biese  benutzt  wurde.  Die  erstere  Thatsache 
beweist  Herr  Wappler  durch  eigenhändige  Notizen  Widmann's,  aus 
welchen  überdies  folgt,  dass  Widmann  Vorlesungen  ttber  Algebra  hielt 
und  dass  ebenderselbe  wahrscheinlich  Verfasser  des  Algorithmus  linealis  ist, 
auf  welchen  Friedlein  zuerst  hinwies.  Nicht  minder  gesichert  ist  das  in 
Bezug  auf  Biese  Behauptete.  Biese  beruft  sich  bekanntlich  in  seiner  Coss 
auf  ein  altes  lateinisches  Buch,  dessen  Text  er  eine  Beihe  von  Aufgaben 
entlehne,  während  er  andere  Aufgaben  als  auf  dem  Bande  jenes  Buches 
aufgeschrieben  bezeichnet;  endlich  will  er  wieder  andere  Aufgaben  „im 
lateinischen  buch  an  einer  anderen  stel  gefundenn  *'  haben.  Alles  das  stimmt 
buchstäblich  mit  der  Handschrift  C.  80  tiberein.  Die  andere  Stelle  ist  die 
Schrift  „De  numeris  datis'*  des  Jordanus  Nemorarius,  welche  gleich- 
falls in  dem  Sammelbande  enthalten  ist.  Somit  haben  wir  in  der  nunmehr 
gedruckten  Algebra  von  freilich  noch  unbekanntem  Verfasser  ein  Schrift- 
stück Yor  uns,  welches  um  1490  bereits  in  Deutschland  algebraischen  Vor- 
lesungen an  der  Universität  Leipzig  zu  Grunde  lag  und  welches  einige 
Jahrzehnte  später  durch  Adam  Biese  in  einer  Weise  benutzt  wurde, 
welche  ihre  Entschuldigung  eben  noch  in  der  ehrlichen  Anführung  des 
Musterwerkes  findet.  Diese  Thatsachen  machen  jede  weitere  Empfehlung 
entbehrlich.  Ganz  gewiss  hat  aber  auch  Herr  Wappler  durch  die  Heraus- 
gabe der  alten  Algebra  und  durch  die  Bemerkungen,  zu  welchen  sie  ihm 
Anlass  gab,  sich  selbst  bei  allen  Fachgenossen  bestens  empfohlen« 

Cantob. 


Histoire  des  soiences  maih^matiqiies  et  phyBiquas,  par  M.  Maximilien 

Marib,  r6p6titeur  de  m^canique,  ezaminateur  d'admission  h  l'öcole 

polytechnique.     Tome  X:  De  Laplace  k  Fourier.    Paris,  Gauthier- 

Villars,  imprimeur-libraire.     1886.     229  pages. 

Vier  Biographien  etwa  mögen  in  diesem  Bande  den  mathematischen 

Leser  zu  fesseln  geeignet  erscheinen:  die  von  Monge,  von  Laplace,  von 

Legendre,  von  Carnoi    In  ihnen  findet  man  interessante  Punkte  aus 
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der  Lebensgeschichte  jener  Persönlichkeiten  erzShlt  nnd  Anszttge  ans  man- 
chen ihrer  Schriften  gegeben.  Besonders  das  Legend re 'sehe  Werk  fiber 
die  elliptischen  Functionen  ist  in  dieser  Beziehung  gut  weggekommen. 
Weniger  zufrieden  dürfte  der  Calcul  des  probabilit^s  von  La  place  mit  der 
ihm  gewordenen  Würdigung  sein.  Herr  Marie  besitzt,  wie  er  S.  54  sagt, 
nur  eine  in  verhältnissm&ssigen  Grenzen  sich  haltende  Zuneigung  (un  iniirä 
rdatif)  zu  diesem  Theile  unserer  Wissenschaft,  glaubt  indessen  doch  einige 
Worte  ihm  widmen  zu  müssen.  Diese  „einige  Worte *^  beschränken  sich  auf 
eine  Ableitung  der  elementarsten  Sätze,  welche  acht  Seiten  füllen,  und  auf 
eine  auf  einer  Seite  abgehandelte  Darstellung  des  Petersburger  Problems. 
Ein  Name  irgend  eines  der  Schriftsteller,  die  sich  mit  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung beschäftigt  haben,  ist  nirgend  erwähnt.  Worin  die  Verdienste 
von  Laplace  selbst  bestehen,  sieht  der  Leser  auch  nicht.  Das  analjtisch 
so  ungemein  interessante  Hilfsmittel  der  Fonctions  g6n6ratrice8  ist  nicht 
einmal  genannt.  Auch  in  der  Darstellung  der  M6canique  Celeste  und  des 
Systeme  du  monde  vermissen  wir  die  Erwähnung  der  sogenannten  Laplace- 
schen  Ebene ;  Namen ,  welche  geradezu  Eunstausdrücke  geworden  sind ,  dürf- 
ten doch  in  einem  geschichtlichen  Werke  nicht  fehlen !  Eine  kennzeichnende 
Lücke  findet  sich  insbesondere  bei  der  Erörterung  der  Laplace'schen 
Annahme  der  Weltenbildung.  Davon  nämlich  ^  dass  es  einmal  einen  ge- 
wissen Immanuel  Kant  gegeben  habe,  der  zwar  keineswegs  die  gleiche, 
aber  doch  eine  verwandte  Hypothese  aufgestellt  hatte,  ist  nicht  mit  einem 
Worte  die  Bedel  Ob  Herr  Marie  Kant  selbst  nicht  kennt  oder  ob  er  ihn 
nur  nicht  kennen  will,  vermögen  wir  natürlich  nicht  zu  entscheiden.  Dem 
Namen  des  deutschen  Mathematikers  Pf  äff  finden  wir  auf  S.  214;  von 
seinen  bahnbrechenden  Leistungen  im  Gebiete  der  DifferentialgleichungeB 
ist  nicht  die  leiseste  Andeutung  gegeben.  Cantor 
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PeriodiBobe  Soliriften. 

Sitzungsberichte  der  k.  Akademie  der  Wissenschaften  za  Wien,  mathem.- 

naturwissenschaftl.  Cl.     II.  Abth.     94.  Bd.  Nr.  1 — 5.     Wien,  Gerold. 

18  Mk.  60  Pf. 
Denkschriften  der  k.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien,  mathem.- natur- 

wissenschaftl.  Cl.    51.  Bd.     Ebendas.  46  Mk. 

Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik,  begründet  von  Ohrtmann, 

herausgeg.  y.  M.  Hekoch  u.  E.  Lampe.     16.  Bd.,  Jahr  1884.    2.  Heft. 

Berlin,  G.  Beimer.  6  Mk. 

Bibliotheca  mathematica  (Zeitschr.  f.  Geschichte  d.  Math.),  herausgeg.  Yon 

6.  Enbstböm.     Jahrg.  1887,  Nr.  1.    Berlin,  Mayer  &  Müller. 

compl.  4  Mk. 
Vierteljahrsschrift  der  astronomischen  Gesellschaft,  herausgeg.  v.  E.  Sohön- 

FBLD  u.  H.  Sbeliqbb.    22.  Jahrg.,  1887,  1.  Heft    Leipzig,  Engelmann. 

2  Mk. 
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Quelques  lettres  inedites  de  Bene  Desoartes  et  de 
Constanfyn  Huygens. 

Par 

Dr.  D.  BiERENä  DE  Haan. 


Ces  lettres  ont  rapport  ä  une  pol^mique  entre  Jan  Jansz.  Stam- 
pioen^)  et  Jacobus  a  Waessenaer^)  au  siget  de  Fextraotion  de  la  racine 
cnbique  d*un  bindme  irrationnel. 

Le  Premier  avait  pnblie  en  1639  son  „Algebra  oft  Nieuwe  Stel- 
Regel  '*  ^) ,  et  ä  cette  fin  ayait  6rig6  une  propre  imprimerie  ä  la  Haye ,  sous 
le  nom  de  Sphaera  Mundi.  L'autre  Tavait  attaqu6  dans  ses  „  Aenmerckingen 
op  den  nieuwen  Stelregel,  1639."*) 

11  en  resulta  une  s^rie  de  pamphlets  pol6mique8^)  et  une  gageure  pour 
fl«  600,  eoumise  k  trois  arbitres,  Jac.  Golius^)  et  Fr.  van  Schooten^), 
professeurs  de  math^matiques  ä  TumyerBitö  de  Leiden,  et  Andr.  Tan  Ber- 
licom,^)  Secr^taire  de  Botterdam.  Ce  furent  les  deux  premiers,  qui  le 
24  Mai  1640  prononcdrent  une  aentence^),  que  Stampioen  ayait  perdu  ses 
fl.  600  aus  pauyres  de  Leiden. 

Une  rechercbe,  dont  j'ai  donn6  le  rösultat  dans  mee  Bouwstoffen  eto. 
[Mat6riauz  pour  Tbistoire  des  sciences  matb6matique8  et  pbjrsiques  dans  les 
Pajs-Bas]  No.  XXX,  a  prouy6  que  dans  cette  dispute  Descartes^^)  a  jou6 
un  rdle  important,  qu'il  jugea  qu'il  y  allait  de  son  propre  honneur,  et  qu'il 
foumit  ä  Waessenaer  les  argumentations  n^cessaires,  dont  celui-d  fidsait 
un  usage  trds-juste  et  cen86.  Aussi  on  en  trouye  les  rtoultats  dans  des 
ouyrages  scientifiques  de  ce  temps-U^^). 

Constantjn  Hujgens^^  joua  plutöt  le  r6le  de  m^diateur. 

Cet  apper^u  suffira  pour  faire  oomprendre  les  lettres  suiyantes. 


Hist-lit.  Abthlg.  d.  Z«iUchr.  f.  M*tli.  n.  Phyt.  XXXII,  5. 
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L  Constantyn  Hnygeni  k  Defoartes. 
28  d6cembre  1639. 

(La  minate  se  trouve  ä  Amsterdam,  Acad.  Roy.  des  Sciences,  Fonds  Haygens.) 

Monsieur  I 

Apres  la  remise  de  quelques  ioui*s,  dont  j'advoue  que  moy  ou  mes 
occupations  sont  coupables  j'ay  enuoy6  querir  Stampioen  pour  luy  faire 
signer  le  Compromis.  Mais  bien  loin  de  14  il  m*a  dit  qu'il  contenoit  des 
choses ,  ou  il  trouuoit  ä  redire.  de  quoy  m^estant  formalid6  comme  je  debuois 
pas  (car  ie  confesse  qn'un  pea  de  cholere  me  le  fit  mener  d'un  air  qui 
n'est  pas  de  ma  coustume)  j'ay  refus^  de  lire  seulement  ce  qu'il  dit  auoir 
conceu  pour  y  adiouster  sur  les  formes  de  Tarbitrage  et  en  somme  luy  ay 
promis  de  ne  me  mesler  plus  de  son  affaire  la  (sie)  yoyant  chicaneur  im- 
pertinent et  injuste,  qui  yenoit  se  retracter  15  iours  apres  la  ratification 
d^un  Acte  qui  se  pouuoit  concerter  entre  gens  d*honneur  en  une  heure»  et 
sur  la  deliberation  du  quel  il  n*auoit  est^  presse  ni  precipit6.  Confas  de 
ceste  honte  il  s*est  rendu  a  Leiden  des  le  lendemain  ou  ayant  entretenu 
M.  Qolius  sur  lesd[i]te8  formes  d*arbitrer,  il  m'est  venu  redire  qu'il  ne 
faisoit  plus  difficult6  de  signer  le  Compromis ;  mais  quenfin  nous  disposions 
des  juges  plus  auant  quils  ne  se  trouueroyent  contents  de  s'entremettre 
en  Tafiaire.  C*est  ce  qu*il  m'a  voulu  specifier  en  beaucoup  de  circonstances 
mais  j*ay  persistö  en  ce  qu^il  me  semble  que  la  cholere  ne  m'a  pas  faiei 
resoudre  mal  ä  propos  et  par  conclusion  lay  enuoy6  yers  sa  partie  ou  an 
moins  encor  yers  Leiden  pour  y  accorder,  et  arrester  de  bouche  ce  dont  je 
yoyois  bien  qu'on  ne  yiendroit  point  k  bout  aueq  luy  par  escrit.  Pour  moy 
que  depuis  la  frasque  qu'il  m'auoit  faicte  je  me  tenois  aussj  detacb6  de  luy 
que  j'en  estoy  desgoustez  etc.  Vous  yoyez,  Monsieur  ou  nous  en  sommes, 
et  s'il  yous  piaist  d'entendre  mon  aduis  dessus  ie  yous  rediray  qu^asseure- 
ment  il  sera  necessaire  que  les  parties  ou  bien  leurs  amiz  autorisex  s'euten- 
dent  de  bouche  sur  ces  formes,  en  quoy  comme  par  les  discours  que 
St.[ampioen]  dit  que  Oolius  luy  auroit  tenuz  j*apper9oi8  qu*apres  beaucoup 
d*alI66s  et  yenues  on  pourroit  auoir  comptö  sans  Fhoste.  j'estime  que  ceste 
concertations  se  pourroit  faire  en  presence  ou  aueq  communication  de  €k>lia8 
et  mesmes  de  Schooten,  le  reste  n  ayant  k  faire  gueres  de  difficult^  de  se 
conformer  k  leurs  sentiments.  C'en  sont,  tant  y  a  les  miens.  Je  les  soubs- 
mets  auz  y[o8t]re8;  et  pour  le  reste  quelque  renonciation  que  j'ay  faicte  i 
St.[ampioen] :  si  yous  continuez  k  me  recoignoistre  capable  de  yous  semir 
en  cette  brouillerie,  je  yous  prie  de  croire  que  quod  dictum  indictura  erit 
et  que  je  suis  trescontent  de  yous  y  tesmoigner;  comme  en  toute  autre 
chose  plus  digne  de  yous,  que  je  suis  sans  reserue. 

Monsieur  V[ost]re 
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A  la  Haye  ce  28  de  Decembre  1689. 

aubout  du  quel  Dieu  vous  donne  reuir6e  d'une  ann^e  tres  heureuse. 

Monsieur!  Je  me  trouue  extremement  edifi^  de  Tapprobation  que  vous  don- 
nez  ä  mes  defences  contre  M.  de  Saumaise  ^^)  faisant  le  xnesme  fondement  sur 
Y[o8t]re  probit6  que  sur  y[ost]re  jugement  apres  lequel  et  celuj  de  mad[am]e 
conscience  je  n'en  considere  point  d^autres.  Je  yous  renuoje  sa  lettre,  ou 
il  continue  de  poser  contre  la  Verit6  que  j'auroj  prins  parti ;  mais  le  des- 
plaisir  que  j'aj  de  ce  cost^  la  s'adoucit  tont  a  faict  par  Tingenuit^  de  sa 
confession  en  y[o8t]re  endroit  lors  que  submittende  fasces  tibi,  comme  il 
debuoit,  il  aduoüe,  combien  il  j  a  ti  dire  entre  Y[ost]re  Philosophie  et  sa 
Literature.  II  est  grand  personage  en  son  mestier  et  pour  tel  je  le  reputeraj 
tousjours,  mais  depuis  ceste  modestie  si  franche  je  m^estime  oblig^  de  Tho- 
norer  encor  plus  que  je  n^aj  tousiours  faict. 
Au  Sr.  D&'scartes. 


II.  Renö  Desoartes  k  J.  van  Waestenaer. 

1«  f^Yrier  1640. 

(La  lettre  se  troaye  ä  Londres,  British  Museum,  Bibliotheca  Harleiana  49d6,  p.  179.) 

Monsieur  J.  a  Waessenaerl 
Ick  bidde  u  willen  drie  brieYen  scbriJYen,  2  aen  de  twee  professors 
math.  Yan  Leyden  Mjnheer  Golius  en  Mj^  Schooten,  en  de  derde  aen  de 
Heer  Berlekom,  om  haer  Yriendeliic  te  bidden  haer  opinie  willen  binnen 
een  maend  schrifteliic  geyen,  ick  sende  u  de  copie  Yan  de  brief  aen  de 
Heer  Berlecom  so  als  ick  meint  dat  goed  sal  wesen  dat  ghj  schrilye,  ghj 
mach  de  twee  andere  Yan  u  selfs  wel  maecken,  ende  ick  bidde  u  dese  drie 
brieTen  met  u  ejgen  handt  geschreven  ende  onderteyckent,  doch  ongesloten 
toekomende  diensdag  wesende  den  7  Feb.  nieuwen  stijle  willen  bestellen 
aen  Mjnheer  Yan  Hoogelande ,  ^^)  welcke  sal  bij  die  Yan  de  H.  Berlicom 
alle  Schriften  daertoe  hoorende  bj  setten  ende  hem  door  een  bekende  schipper 
senden,  ende  om  u  de  moeyte  Yan  ons  leste  schriift  oopieeren  te  spaeren 
ick  hebbe  OYer  acht  daegen  het  selfde  te  Leyden  gesonden  om  te  laeten 
lesen  aen  Mr.  Oolius  en  Schooten,  so  dat  men  sal  hetselfde  ooc  aen  de 
H.  Berlicom  senden,  ghy  moet  die  brieYen  also  schrÜYen  indien  ghy  binnen 
maendaeg  geen  schriift  yan  St.[ampioen]  ontfang,  geliic  wij  gelooyen  dat  hy 
sal  niet  yeel  se  schriiyen  hebben  om  te  bewüaen  dat  siin  regel  goed  is, 
maer  indien  ghy  iet  yan  hem  ontfang  aen  welc  men  moet  antwoorden  soo 
moet  ghy  hetselfde  hier  senden  cito  cito.  Ick  sal  ooc  geeme  hebben  n 
solutle  op  de  twee  questie  yan  8t.[ampioen]  so  haest  als  sie  gereed  siin, 
ende  ick  sal  hier  byyoegen  het  bewiis  yan  onsen  regel  om  den  teerling 
wortel  te  trecken  uyt  tweenaemige  getallen. 
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(ick  laet  u  ooc  de  sorge  om  Mjnheer  Schotanus  te  bidden  siine  sen- 
tentie  te  willen  geven  etc.  Ende  ghj  moet  alle  de  arbiters  bidden  te  ant- 
woorden  [op  de]  ^^)  selfde  3  pointen  die  siin  in  de  [brief  ]  ^)  aen  de  H.  Ber- 
licom.)  ^^) 

Premierement  je  prouve  que  lorsqn*on  a  soustrait  les  qnarrez  des  parties 
Fnn  de  Tautre,  si  ce  qui  reste,  nest  pas  un  nombre  cnbiqne  la  racine 
cherchee,  n^est  pas  nn  simple  binome  en  faisant  voir  que  toutes  et  quantes 
fois  que  cete  racine  est  un  simple  binome  la  difference  qui  est  entre  les 
qnarrez  des  parties  de  son  cube  est  un  nombre  cubique.  Seit  x  +  l/y  la 
racine  cherch^e  le  cube  donn6  est  6gal  ä  afl+Sxy  +  Sxxj/y  +  yi/ff  et  le 
quarr6  de  ix?  +  3xy  qui  est  la  partie  rationelle  de  ce  cube  est  sfi  +  Ga^y 
+  9xxyy  puis  le  quarr6  de  Tautre  partie  Sxxj/y  +  yj/y  est  9«*3f 
+  Qxxyy  +  y^y  et  ostant  ces  quarr6z  Tun  de  Tautre  ii  reste  sfi  —  ^a^y 
+  dxxyy^y^  ou  bien  —  o^  +  3x^y --Sxxyy  +  y^  qui  est  nombre  cubique 
ainsj  qu'il  faloit  demonstrer. 

Et  il  est  a  noter  que  la  racine  cubique  de  ce  nombre  est  xx  —  y  on 
bien  y^xx  c*est  a  dire  la  difference  qui  est  entre  les  quarrez  des  parties 
de  la  racine  x-^^y^  en  sorte  que  sans  connoistre  cete  racine  si  on  me 
donne  seulement  son  cube  que  je  nöme  a  +  j/h  ie  tire  la  racine  cubiqne 
de  aa  --  &  ou  &  —  aa  que  ie  nome  c  et  j^aj  c  egal  k  xx-^y  ou  bien  y  —  xx. 

Or  la  cause  pourquoj,  lorsque  apres  auoir  soustrait  les  quarrez  des  par- 
ties Tun  de  Tautre  on  trouve  que  le  reste  n'est  pas  nombre  cubique,  ie  fiais 
multiplier  le  cube  donn6  par  ce  reste,  est  affin  d^avoir  un  binome  qui  soit 
tel  que  la  difference  des  quarrez  de  ses  parties  soit  un  nombre  cubique,  et 
ainsj  que  si  sa  racine  est  un  binome  ce  ne  soit  qu'un  simple  binome  oe 
que  ie  demonstre  en  cete  sorte.  Soit  a  +  "/h  le  cube  donn6  et  que  aa  —  h 
ou  h-^aa  ne  soit  pas  nombre  cubique,  ie  multiplie  a  +  j/b  par  aa--h  ü 
vient  aP '-ah  +  aaf/h -^hj/b  et  dn  quarr6  de  a^  —  ab  qui  est  a^  —  2ä*6 
+  aabb  ayant  sonstrait  le  quarr6  de  aa^b  —  bj/b  qui  est  a^b'-2aabb 
+  b^  il  vient  a*  — 8a*6  +  3aa56  — fc'  qui  est  nötre  cubique  ainsi  qn'D 
faloit  demonstrer  et  sa  racine  est  aa—b, 

Maintenant  pour  venir  a  la  demonstration  de  la  regle  je  prens  a  +  ^b 
pour  le  binome  donn6,  et  ie  snppose  que  la  racine  cubique  de  aa  —  b  se 
peut  tirer  et  ie  la  nomme  c,  puis  posant  x  +  j/y  pour  la  racine  cubique  de 
a  +  f/b.  J'ay  son  cube  a^  +  Sxy  +  Sxxj/y  +  yj/yxa  +  j/b  et  par  oon- 
sequent  la  partie  rationelle  de  ce  cube  a^  +  3xy  y^a.  Et  pourceque  eest 
egal  k  XX --y  ainsj  qu'il  a  est^  dit  cj  devant  iaj  y  Xixx^  c  et  Sxy  x>3s? 
—  3c«-,  a  quoy  adioustant  a?  i'ay  4«"  — 3cajxa  ou  bien  4a^x>3ca;  +  0| 
on  bien  Ss?  x>6cx  +  2a  et  faisant  ey:>2x  i  sj  ifi7öSce  +  2ck  Or  si  la 
racine  de  cete  de[uzidmej  ^^)  equation,  n*est  pas  un  nombre  rationel  il  est 
evident  que  la  racine  cubique  a+^b  ne  peut  estre  exprime  par  aitcon 
binome ,  et  si  eile  est  nombre  rationel  ce  doit  estre  necessairement  un  nombre 
entier  a  cause  que  3  c  et  2  a  sont  nombres  entiers.    Et  par  consequent  s 
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qui  est  la  moiti6  de  z  est  necessairement  aossi  nombre  entier  ou  la  moitiö 
d'un  nombre  entier. 

De  plus  posant  n  pour  toute  la  racine  cubique  de  a  +  ^h^  et  ajant  c 

1  c 

pour  la  difference  qui  est  entre  les  quarrez  de  ses  parties,  i'ay  o'^+cr~ 

1  c 

pour  la  plus  grande  de  ces  parties  et  irW— jj—  pour  la  moindre  car  le 

\           c                  11           cc 
quarr6  de    o-w— jv-  qui  est  t****^"«  ^  +  1 estant  08t6  du  quarrö  de 

\  c  11  cc  c 

-jp  n  +  s-  qui  est  -j-  nti  +  -5^  c  +  -z il  reste  c  et  n  H —  est  egal  a  e,  Mais 

A  äW  4  Ä  4ftM  W 

pourceque  le  nombre  n  m^est  inconnu  et  est  le  binome  que  ie  doy  trouver,  la 
principale  subtilit^  de  la  regle  consiste  en  ce  que  au  lieu  de  n  ie  prens  une 
racine  cubique  rationelle  que  ie  nommeray  iey  m  un  peu  plus  grande  que  n 
mais  qui  ne  Texcdde  pas  de  \y  et  que  ä  m  i'adiouste  c  diyis6  par  ce  mesme 

c  c 

m  car  dautant  Texces  de  —  par  dessus  —  est  tousiours  moindre  que  celuy 

de  m  par  dessus  n  il  est  certain  que  m  +  —  est  un  nombre  rationel  plus 

m 

grand  que  g  d'une  quantit6  qui  est  moindre  qu'une  unit6 ;  et  ainsy  que  0  ou 

bien  n-\ —   estant  necessairement  un  nombre  entier  en  cas  que  la  racine 
n 

cherch6e  soit  un  binome ,  ce  nombre  entier  est  le  plus  grand  qui  soit  compris 

dans  le  nombre  rompu  wH — •   Ensuite  de  qu[oi]**)  tout  le  reste  est  clair, 

car  ayant  ainsy  trouv6  le  nombre  qui  doit  estre  6gal  a  e^  pour  scavoir  si  la 
racine  de  e^  x>3cz  +  2a  se  pent  tirer  ie  divise  par  ce  nombre  bet  dobbel 
yan  't  ledige  deel  [le  double  de  la  partie  rationnelle] ,   c^est  a  dire  2  a  tot 

het  komende  ick  [voege]*^)  [divis6  par  £?,  et  j'y  joins]  3c  et  si  3cH n'«st 

pas  6gal  ä  00  il  est  evident  que  le  nombre  pris  pour  0  ne  luy  est  pas  6gal 
et  ainsy  que  la  racine  de  sfl  y^Sc0  +  2a  n^est  pas  rationelle,  mais  s'il  est 
egal  la  moitie  de  i?  et  o;  Tune  des  parties  de  la  racine  cherch6e,  du  quarr6 
de  laquelle  ostant  c  iay  ^  qui  est  le  quarre  de  Tautre  partie.  Et  en  tout 
cecy  i'ay  suppos^  a  plus  grand  que  "/b  ensuite  du  quoy  x  est  aussy  plus 
grand  que  j/y  mais  quand  a  est  moindre  que  j/b  il  y  a  si  peu  de  change- 

ment  que  ce  n*est  pas  la  peine  de  Fescrire.         D C 

II  reste  seulement  encore  icy  a  prouver  que 

Texcez  de  —  par  dessus  —  est  moindre  que     ^^ 

celuy  de  m  par  dessus  n,  et  pour  ce  faire  ie 

prends  AB  6gal  4  n  dont  le  quarr6  ABCBe^t 

necessairement  plus  grand  que  c ,  pourceque  c 

n'est  que  la  difference  qui  est  entre  les  quarrez      A  B 

des  parties  de  n.   Je  prends  donc  le  rectangle  ABEF  pour  c  et  ainsy  AF 

est  —  puis  ie  prens  AGr  pour  m  en  sorte  que  BGr  est  moindre  que  ^  et  fai- 
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sant  AQHK  egal  4  o  le  reotangle  BGHJ  est  egal  au  rectangle  JEFK  et 
pourceque  JK  est  plus  grand  que  JB^  FK  est  moindre  que  JB&  et  ainsy 

c  c 

AK  qui  est  —  est  moindre  que  -4F  ou  —   d'une  quantit6   moindre  qne 

191  fl 

Celle  dont  m  surpasse  n,  qui  est  tout  ce  qu'il  falloit  demonstrer. 

Ick  sal  hier  noch  bjyoegen  een  generael  regel  om  allerlej  andere  wor- 
teis te  trecken  ujt  binomische  getallen. 

Bereydinge. 

Treckt  de   quadraeten  der  deelen  yan  malkanderen  en  de  wortel  der 

reste.     indien  sie  een  rationael  getal  is,   maer  indien  sie  is  een  surdische 

getal  so  menichyaldig  het  gegeven  binomium  door  't  selfde  reste  als  ghj 

den   cubicwortel   wilt   trecken,   ende  door  het  quadraet  van  *t  selfde  reste 

als  ghj  wil  den  sursolid  wortel  trecken ,  ende  door  den  cubus  van  *t  selfde 

reste  als  ghy  wil  den  Bisursolid  wortel  trecken  ende  so  yoorts  van  de 

andere. 

Regel. 

Treckt  een  rationael  wortel  ujt  het  heele  binomium  wat  grooter  als  de 
waere  is  dat  geen  helfte  en  scheele,  aen  hem  addeert  den  wortel  van  't 
onderschejt  tusschen  de  quadraeten  der  deelen  gediyideert  door  den  selfden 
rationael  wortel,  als  het  ledige  deel  van  't  gegeven  binomium  is  grooter 
als  het  andere  deel,  maer  als  't  kleinder  is  substraheert  denselfden.  De 
helfde  van  *t  grootste  heele  getal  begrepen  in  dat  aggregat,  of  in  die  reste 
is  het  ledige  deel  van  de  wortel,  ujt  wiens  quadraet  substraheert  of  aen  H 
selfde  addeert,  de  wortel  van  H  onderschejt  tusschen  de  quadraten  der 
deelen,  ende  komt  het  quadraet  van  't  ander  deel.  Wel  verstaende  als  de 
wortel  een  binomisch  getal  is  *t  welc  men  kan  altiid  weeten  door  de  mul- 
tiplicatie  van  't  gevonden  binomium,  want  het  komende  moet  wesen  geliie 
hßt  gegeven  getal  of  anders  dee  wortel  is  geen  binomium. 

Merckt  dat  hier  overal  als  ick  spreek  van  de  wortel  sonder  te  seggen 

wat  wortel  is  ick  verstae  den  sursolid  wortel  als  ick  wil  den  sursolid  wortel 

trecken ,  ende  alsoo  van  de  andere  maer  ghj  moet  dit  alles  wat  beter  schicken 

als  ick  geschxeven  hebbe  ende  twee  of  3  kleine  exempels  bjvoegen.    Ick  beo 

ül.  zeer  dienstwilligen  vriendt 

den  eereten  Feb.  1640. 


Descartes. 


A  monsieur 
Monsieur  J.  A.   Waessenaer 
Landmeter  woonende 
poort  i.  beta«u  vo^r  Clacrenbergh 

tot  Aintterdam.  tOt    Utrecht. 
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Traduction  de  la  premidre  partie  hollandaise  de  cette  lettre 
dd.  1«'  fövrier  1640. 

Monsieur  J.  A.  Waessenaer! 

Je  Yous  prie  4e  youloir  6crire  trois  lettrös,  2  aux  denx  Professeurs  de 
mathömatiques  k  Leiden,  Mrs.  Golius  et  Schooten,  et  la  troisiöme  ä  Mr. 
Berlekom  pour  les  prior  humblement  de  vouloir  donner  leur  opinion  par 
6crit  dans  un  mois;  je  yous  envoie  la  copie  de  la  lettre  &  Mr.  Berlicom 
comme  je  la  crois  ötre  bonne  pour  ^crire:  les  deux  autres  yous  pourrez  les 
faire  yous-möme.  Et  je  yous  prie  de  youloir  6crire  et  signer  ces  trois 
lettres  de  yotre  propre  main,  et  de  les  enyoyer  ouyertes,  mardi  prochain, 
le  7  f Syrier,  Nouyeau  Stjle,  4  M.  yan  Hoogelande,  qui  ^joutera  k  celle 
pour  M.  yan  Berlicom  tous  les  Berits  n6ce88aires ,  et  Tenyerra  par  un  batelier 
connu.  Et  pour  yous  6pargner  la  peine  de  copier  notre  dernier  6crit,  je 
Tai  enyoy6  il  j  a  huit  jours  pour  le  füre  lire  k  Mrs.  Oolius  et  Schooten, 
de  Sorte  qu'on  Tenyerra  encore  k  Mr.  Berlicom. 

n  faut  6crire  ces  lettres  de  cette  manidre ,  pouryu  qu'ayant  lundi  yous 
ne  receyiez  pas  quelque  6crit  de  Stampioen,  parce  que  nous  croyons  qu'il 
n'aura  pas  beaucoup  k  6crire  pour  d6montrer  que  sa  r^gle  est  bonne :  mais 
dans  le  cas  que  yous  receyriez  quelque  chose  de  lui,  ä  laquelle  il  faudrait 
r^pondre,  il  faut  Tenyojer  ici  cito,  cito.  J'aimerai  aussi  ayoir  yotre  Solution 
sur  les  deux  questions  de  Stampioen  aussitöt  qu'elles  seront  pretes. 

Et  j'ajouterai  ici  la  d6monstration  de  notre  r^gle  pour  tirer  la  racine 
cubique  d'un  binöme. 

Traduction  de  la  demidre  partie  hollanflaise  de  oette  lettre. 

J'ajouterai  ici  encore  une  rögle  g6n6rale  pour  tirer  toutes  sortes  de 
racines  d^un  nombre  binöme. 

Pr^paration.  ^ 

Cbercbez  la  difförence  entre  les  carr^s  des  parties  du  binöme :  tirez  la 
racine  carr6e  de  cette  difförence,  quand  eile  est  un  carr6:  quand  eile  ne  Test 
pas,  multipliez  le  binöme  par  la  dite  diff^rence,  quand  yous  youlez  tirer  la 
racine  cubique;  mais  par  le  carr6  de  la  mßme  diffi^rence  quand  yous  youlez 
tirer  la  racine  sursolide,  et  par  le  cube  de  cette  diff6rence,  quand  il  s'agit 
de  la  racine  bisursolide,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres. 

Bögle. 
Tirez  la  racine  de  la  partie  rationnelle  du  binöme ,  un  peu  plus  grande 
que  la  yraie,  mais  qui  n'en  difföre  pas  d'une  moiti6;  ^joutez-y  la  racine 
de  la  difterence  entre  les  carr6s  des  parties;  diyis^  par  la  möme  racine 
rationnelle,  quand  la  partie  rationnelle  du  binöme  donn6  est  plus  grande 
que  l'autre,  irrationnelle;  mais  si  eile  est  moindre,  il  faut  prendre  la  dif- 
förence.     La  moiti6  du  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  cette  somme 
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(ou  dans  cette  difT^rence)  est  la  partie  rationnelle  de  la  racine.     Le  carrt 

de  ce  r6saltat  doit  6tre  augment^  (ou  diminuö)  de  la  racine  de  la^  difference 

entre  les  carr^s  des  parties  du  bin6me:  le  r^sultat  est  le  carr6  de  l'autre  partie 

irrationnelle  de  la  racine  cberch6e.    Bieu  entendu:  quand  cette  racine  est 

aussi  bindme:  ce  que  Ton  peut  toujours  sayoir  par  la  multiplication  du  bi- 

nöme  trouY6,  puisque  le  r^sultat  doit  donner  le  binöme  donn^:  si  non,  la 

racine  ne  saurait  dtre  un  binöme. 

Bemarquez  que  partout  ici,  quand  je  parle  de  racine,  sans  dire  quelle 

racine  c'est,  j'entends  la  racine  sursolide,  quand  je  veux  tirer  la  racine 

sursolide:  et  de  m^^me  des  autres.     Mais  il  faut  arranger  tout  cela  un  peu 

mieux  que  je  ne  Tai  6crit,  et  j  ajouter  deux  ou  3  petits  exemples. 

Je  suis  X  •  X  L 

votre  ami  tres  -  empresse 

Descartes. 

Le  1»  fövrier  1640. 

ä  Monsieur 
Monsieur  J.  A.  Waessenaer 
Arpenteur,  demeurant 
franodeport  devant  Clareubergh 

jiuqu'k  Aautatdsm.  &   Utrecht. 

nL  Constantyn  Huygens  k  Descartes. 

14  aoüt  1640. 

(La  minute  se  trouye  ä  Amsterdam,  Acad.  Boy.  des  Sciences,  Fonds  Hu^geos.) 

Monsieur! 

Je  ne  responds  pas  si  tard  qu'il  semble;  car  y[ost]re  pacquet  auoii 
yielli  de  12  jours  auant  que  m'estre  rendu.  Apres  ceste  justification ,  qui 
est  fond6e  sur  yerit6  et  au  default  de  la  quelle  toute  fois  vous  estes  pri6 
de  Youloir  suppl6er  par  la  consideration  de  mes  occapations  trds  assiduelees 
\s%c[  j^adjousteray  que  venant  de  lire  la  Preface  qui  se  va  publier  soubs  le 
nom  de  Waessenaer  eile  me  semble  un  discours  veritable ,  judicieux  et  dis- 
cret  et  portant  des  coups  aueq  les  quels  on  prendra  cong6  de  bonne  grace 
de  ces  petites  noises;  pour  enfin  ne  respondre  plus  au  fol  selon  sa  folie; 
qui  ne  prendroit  point  de  fin.  J'estime  que  vods  n'aurez  pas  voulu  prendre 
la  peine  de  Fescrire  en  flamen;  et  de  14  vous  juge  heureux  d'auoir  trouae 
de  si  bons  interpretes  qui  veritablement  vous  suiuent  de  si  bonne  fa9on  et 
en  termes  si  propres  que  la  traduction  seulem[en]t  n'y  paroist  pas  qui 
n'est  pas  un  don  commun  k  touts  Translateurs  M.  yan  Surck  ^^)  qui  est  poli 
en  tout  yous  y  pourra  auoir  prest6  de  sa  diligence  qui  que  ce  soit  yous 
lay  en  auez  un  peu  bien  d'obligation. 

Je  yous  supplie  de  me  pardonneer  si  je  yous  ay  compt^  sabinorum  somma 
de  ce  que  yous  auriez  soubs  la  presse  de  Metaphysique.     mes  raporteors 
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Tauront  tres  souhaitt^  ainsi  et  moy  de  mesme ,  affam6  qoe  je  suis  sans  cesse 
de  Yoz  escrits.  Ainsi  mon8[ieu]r  jaduoue  que  les  Jesuites  se  mettant  en 
posture  de  gaigner  mon  amiti^  en  ce  qu'ils  vont  yous  tailler  de  la  besoigne 
et  en  fin  j'attendraij  et  toute  raison  le  requiert  que  tant  d'autres  objec- 
tions  qui  yous  ont  est6  faictes  paroissent  un  jour  en  ordre  aueq  yoz 
Solutions,  ne  se  pouuant  dire  combien  tout  le  publiq  s^en  tiendrat  oblig6  a 
Yostre  amiti6.  Le  perpetuel  mouuement  de  ceste  Arm^e  m'a  fait  negliger 
de  YOUS  enyoyer  de  certaines  Theses  Philosophiques  et  pour  la  plus  part 
mathematiques  que  le  P.  Mersenne^^)  me  mande  auoir  disputees  h  Paris,  ou 
on  s'en  prend  aussi  ä  Y[ost]re  matiere  subtile  et  autres  positions;  et  mainte- 
nant  quil  seroit  temps  de  yous  les  communiquer,  je  les  trouue  esgar^es, 
mes  gens  me  faisant  croire  que  parmi  d'autres  pacquets  de  reserYe  je  les 
auroj  enuoy^ez  dans  mon  Bateau.  Elles  paroistront  en  quelque  endroit,  et 
YOUS  les  aurez,  si  tanti  est,  et  n'ajmez  mieux  d'attendre  a  les  Yeoir  a 
Y[ost]re  arriY^e  4  Paris;  ou  le  P.  Mersenne  yous  en  cornera  bien  d'autres« 
maisy  monsieur,  ce  sera  h.  mon  tres-grand  regret,  car  en  me  nommant  le 
dessein  de  ce  Yojage  il  m^a  sembl6  d'un  coup  de  Tonnerre  qui  me  frappast. 
et  YOUS  dis  franGhem[en]t  bien  que  ce  me  soit  praeuisum  telum,  qu'il  me 
touche  par  trop  Yiuement.  Ce  que  je  pense  y  auoir  preueu  est  le  desplaisir 
que  ce  sot  gar9on  yous  aura  donn6,  comme  souuent  de  mauuais  objects  par- 
ticuliers  sont  capables  de  donner  un  desgoust  uniYersel  de  quelque  pais. 
Mais  si  j'ay  bien  deuin6!  ie  yous  prie  que  le  soleil  ne  se  couche  pas  dessus 
Y[ost]re  ire,  et  Yoyez  si  ces  affaires  domestiques  ne  se  pourroyent  commettre 
a  ceux  qui  les  ont  sign^es  si  longtemps.  Si  ma  conjecture  est  faulse  au 
moins  ranimez  nous  de  ceste  asseurance  que  yous  n'auez  rien  ycu  de  si 
hideux  en  ma  Patrie,  qui  yous  la  puisse  faire  abhorrer  pour  tousjours  et 
sachons  quel  terme  d'exil  passif  yous  nous  donnez.  J'en  YiYray  en  inqnie- 
tnde  jusques  ä  ce  qu'aurez  prins  la  peine  de  m*en  esclaircir,  car  Yeritable- 
m[en]t  et  sans  couleur  de  Court,  qui  sont  indignes  de  Y[ost]re  entretien  yous 
ne  laissez  personne  icy,  qui  se  ressente  plus  de  Y[o8t]re  absence,  ni  qui 
regrette  plus  Yiuement  de  n'auoir  jamais  eu  moyen  de  yous  tesmoigner  d'ef- 
•fect,  comme  il  est  d'entiere  affection« 

*^°""«'^'  V[08t]re  etc. 

Mon[sieu]r!  maintenant  que  nous  sommes  sur  la  communication  des 
discours  fiamens  je  yous  supplie  d'aggreer  que  j'en  soubsmette  un  4  Y[ost]re 
censure  que  j'escriuis  PbiYer  pas86  (non  pas  de  jour  mais  de  nuict,  car  yous 
s^auez,  que  le  soleil  ne  pie  Yoid  gueres  ä  moy)  sur  le  subject  de  Tusage 
des  orgues  en  TEglise^*)  Mons[ieu]r  de  Wicquefort*')  en  est  presentem[en]t 
en  possession ;  s'il  yous  Yaloit  la  peine  de  le  luy  demander  par  lettre ,  estant 
si  procbe  d^ Amsterdam,  Tadresse  en  seroit  plus  seure  et  courte,  que  si  je 
le  faisoy  r'euYoyer  k  mon  frere**),  pour  yous  le  faire  tenir.  yous  m'obli- 
gerez  extremem  [en]t.     de  perdre  une  couple  d'Heures  ä  le  Yisiter,  et  de  m'en 
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dire  franchement  v[o8t]re  opinion,   en  mesme  temps  yous  pourrez  s'il  tous 
piaist  renvojer  Texemplaire  manuscript  a  mon  frere;  car  il  n'j  en  a  point 
que  cestuj  la,   et  je  pretends  le  faire  imprimer  pour  introduire  ce  que  je 
croy  utile  ou  faire  abroger  ce  qui  est  scandaleux  sans  doabte. 
A  M.  Descartes. 

Rhynberch,  le  14»  d'Aoust  1640. 


Notes. 


1)  Jan  Jansz.  Stampioen,  dont  le  p^re  avait  m^me  nom,  naquit  ä  Rotter- 
dam en  1610,  et  il  agit  comme  expert  cncore  en  1689.  En  1639  il  habita  la  Haje, 
oü  il  donnait  des  Ie90n8  en  mathämatique :  en  1660  il  ätait  arpenteur  jurä  et  a 
constrait  des  cartes. 

2)  Jacobus  a  Waessenaer,  de  familie  flamandCi  habita  Utrecht. 

3)  Aloebba  II  Ofte  II  Nieuwe  Stel- Regel,  ||  Waer  door  alles  ghevonden  wordt 
inde  ||  Wis- Kokst,  wat  vindtbaer  is.  ||  Noyt  voor  desen  bekendt,  |  Gevonden,  ende 
beschreven  |,  Door  Joha»  Stampiobn  d'onghe,  1  Mathemattcus.  ||  Residerende  in  'i 
Gravem-Haqe.  II  Matth.i  10.  ||  Want  daer  en  is  niet  bedeckt,  ||het  welck  niet  en 
sal  entdeckt  worden:  ||  ende  verborgen,  't  welck  niet  en  sal  gewßten  worden  | 
[Vignette:  une  aphaera  armillaria.]  ||  's  Gbaven-Haoe,  ||  Qhedruckt  ten  Hnyse  Tan- 
den  Antheur.  |j  in  Sphaera  Mundi,    1639.  ||  4*. 

11  y  a  an  faux  titre  grav^:  puis  in-verso  du  titre  citä  un  bon  portrait  de 
Tauteur  par  Cr.  Queborn:  Ä.  Dni,  1638.  Äetate  28,  avec  un  vers  latin  en  7  lignei 
par  AdrianuB  Cocquius,  pasteur.  Suivent  la  Dedicace  ä  Prins  Frederick  Heu- 
rick  (4  pp.),  le  Privilege  (1  p.),  le  „Aen  den  Leser"  (3  pp.)  et  16  vers  (28  pp.). 
Puis  Touvrage  B--Aaa.  pp.  1—366. 

4)  Iacobi  a  Wassbmabb,  ||  Aenmerckingen  op  den  Nieuwen  [|  Stbl-Regbi.  i, 
r^N  11  JoHAN  Stampiobn  ,  d'Jobob.  ||  CorteJick  vervattende  ende  ttyUeggende  aüe  't  geme 
te  II  leeren  is  uyt  den  voorseyde  niemoe  Stbl-Rbobl  ||  ende  alle  andere  Schrißen  door 
den  selven  H  Stampiobn  tot  nu  toe  uytgegeven.  \\  [Vignette :  un  laboureur  qui  travaiUe, 
avec  la  dävise  fac  et  spbba]  ||  Tot  Letdbn  |j  By  Jan  Maibe,  1639.    4^. 

Ä-H.    pp.  1-69. 

5)  Ces  pampblets  constituent  la  särie  suivante: 

a)  Solutie  II  Op  de  Quaestie  \\  Aen  de  Batavische  Ingenieurs  |{  voorghesteiU.  ||  Door 
JoHAN  Baptibta  Antvcrplensis.    [1638.] 

b)  Questie  aen  de  Batavische  Ingenieurs,  Voor-gestelt  Doob  Johan  Baptista  Ant- 
werpiensis.  Il0i9l|tn0  fftt  Sv^ttA-mi^nvl^U  Laet  konst  hlijcken,  Met  goet  bew^ 
[1638]. 

Contient  deux  probl^mes  sur  Tattaque  d'nn  Bastion. 

c)  Wiskonstiob  Ontbindinq.  II  Over  het  Antwerpsch  Vraegh  -stuck  |1  toe-ge-eyghetuU 
11  ALLE  Lief-bebbebs  deb  Wis-Const:  {{  door  Johan  Stampiobn  d*Jonge;  Matke- 
maticus.  Piano. 

A  la  fin  on  lit: 

Aldus  ontbonden,  door  loJuin  Stampioen,  d'Jonghe:   Eertijts  Professor 
Matheseos  inde  lUustre  |  Schole  tot  Rotterdam.    Teghenwoordigh  Residerende 
in  's  Graven-Hage,  in  Sphaera  Mundi.  \\  Ghedruct  ten  Huyse  van  den  Autbenr, 
Anno  16S8.    Piano. 
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d)  Opembaebinoe  ||  der  Vakcher  ||  pbacttckeh  ||  Ghepleeght  doar  ||  Jacobdb  A.  Waesse- 
MAKE  Land  -meter  ;i  'sHooffs  Provinciael  van  Utrecht  ||  oveb ||  Het  on-wia-constigh 
nae-bootsen  der  Solutie,  \\  ghedaen  door  Johan  Stampioen  de  JonghOi  op  het\\ 
Antwerpsch  Vraegh-stuch  anno  1638.  ||  Judtcum  16.  \\  Nisi  Titnla  mea  araviasetiB, 
meum  aenigma  non  pervestigaflsetiB.  ||  [Vignette :  Bphaera  armillaria.]  |j  *8  6ba- 
venhaqe.  j  Ghedruckt  ten  Huyse  vanden  Autheur.  |j  in  Sphaera  Mimdi,  1638  \\ 
12  pp.    4». 

e)  Qdaebtien  ||  de  Liefhebbers  Toor  ghestelt  te  Bolveer^n,  ||  wibkonbtich.   Flano. 

£tait  Bignä  „Jacobus  A.  Waebbbnaeb  Ij  Matbematicus.** 

f)  Froblema  astronamtcum  dt  Geometricum  voorghestelt  door  Johan  Stampioen 
d'Jonge,  Mafhematicus,  residerende  in  ^sGraven-Hage,  aen  de  uytgevers  van 
het  AntwerpBche  Vraegh- stuck  [1688]. 

II  B'agit  de  Tombre  de  trois  batons  inägaux. 

g)  Dagh-yaebd-bbief,  Gesonden  aen  den  Student  Tan  Padca.  Anders  genaemt 
lACOß  A  W4ESSE^AER,  Eensdeels:  op  dat  hy  sijn  beloften  maintineert.  Ten 
anderen:  op  dat  hy  bewijst  het  gene  van  hem  geschreven  is,  tegen  den  nieuwen 
8TEL-BEGEL  vau  Johau  Stampioeu  de  Jonge.    2  pp.    4°. 

La  lettre  ätait  sign^e: 

„MwfQWDt  dt  Waerheyt  hären  vriendt,  ende  onderdanighsten  Dienaer 

JOHAH  STAMPIOEN  de  JONOE," 

h)  Tweeden  ||  daob-vaebd  |i  bbief.  i|  Gezouden  aenden  ||  Student  van  padua.  |I  Anders 
ghenonmt  ||  lacoh  A:  Waeasenaer.  \\  Bens  -  deels  etc.   Comme  ci  <  devant.  4  pp.  4^. 

i)  Amtwoobdb  iacobi  ä  Waessen^eb,  op  den  Dagh -vaerd-Brief  van  lan  Stam» 
pioen  de  Jonge.    6  pp.    4^. 

j)  Derde  dagh-vaerd  Brief,  etc.    4». 

k)  Tijt-Baeminge.    In  piano. 

l)  1. 1.  Stampiobnii  I  wiB-KONSTioH  ||  Eudc  |i  BEDEN -MAETiGH  ||  BEWIJ8.  I|  Op  den  Beghol 
Fol:  26,  26  en  27.  [  Van  sijn  Boeck  ghenaemt  den  \\  Nieuwen  Stbl-Bbobl.  || 
[Ornament.]   ||    *s  Gbayen-haoe,  {|  Ten  Huyse    vanden  Aütheub  in  Sphaera 
itfun^^^  II  naest  de  Remonstransche  Kerck.    1640.    40. 
[IV],  pp.  1-30.    Puis  Buit  le  titre: 

tn)  Abn-hanoh  jl  op  dit  ||  bedbn-uabtioh  ||  bewijb.  ||  Waer  in  ghetoont  wordt,  het  gene 
Waebsb-  II NABB  op  den  zdfden  Begel  gheschreven  heeft,  \\  niet  anders,  aU  Eechte 
Beuaüingl^en  g^jn. 

Pp.  31-58,    ensemble  A-H, 

n)  1. 1.  Stampioemi  ii  vebvolgh  |  Op  zijn  Reden- maetigh  BewiJB,  ||  Waer  mede 
betoont  wordt,  dat  den  Regel  Fd:  25  in  het  \\  Boeck,  ghenaemt  den  Nieuwen- 
Stel- Regel,  van  ||  sich  sehen  bestandigh  is, 
8  pp.    4«. 

q)  Vebclarinoe  j;  Over  het  Gevoelen  by  de  E:  H:  ||  pbofessobbn  ||  mathesbob  ||  deb  || 
Univbbbitbyt  tot  Lbydbn  II  uyt-ghoBproken,  [  nopendb  ||  Den  Regel  Fol.  25.  van 
J.  Stampioen,  |l  ende  't  ghene  op  de  naem  van  een  Waeisenaer  ||  daer  teghens  is 
wgt-ghecomen.  ||  Weicke  dese  Verdaeringhe  soodanigh  ghestelt  is,  ||  dat  yeder 
een  daer  uyt  can  oordeelen  dat  den  Begel  fol.  25.  be- 1|  schreven  Yan  Johan 
Stampioen  de  Jonge  in  sijnen  Nieuwen  Stel -Regel,  ||  seer  licht,  generael,  ende 
de  waerheydt  conform  is,  om  daer||  door  den  Teerliug-wortel  te  trecken  uyt 
twee- 1,  naemighe  ghetallen.  *s  gravex-uage,  \\  Inde  Druckerye  Yanden  Autheur 
in  il  Sphaera  Mundi.    Anno  1640.    28  pp.    4^^. 

p)  Den  II  On- wissen  Wis-konstenaer  {>  1. 1.  Stampioeniyb  H  ontdbckt  \\  Door  sijne 
ongegronde  Weddinge  ende  ||  mis-lucte  Solutien  Yan  sijne  eygene  jj  qvESTiEN.W 
midtboaoebb  II  Eenen  generalen  Regel  om  de  Cnbic-wortelen  ende  alle  |  andere 
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te  trecken  nyt  twee-namighe  gbetallen:  ||  dewelcke  voor  desen  niet  bekent  en 
is  geweest.  |l  noch  ||  De  SoltUien  van  twee  sware  Geometrische  Questien  door  de 
Algebra:  |{  dienstich  om  alle  andere  te  leeren  ontbinden.  f  doob  '  iacobyx  k 
WAE88EÄAEE,  ||  Lond-meeter  tot  Vytrecht.  ||  [Ornament.]  ||  Tot  Letdeh,  )  Gedract 
by  Willem  Chrigtiaens,  voor  Johannes  Mai/re,  ||  Anno  1640.  4* 
A—L.    88  pp. 

6)  Jacob  Gool  (=Goliu8),  fils  de  Dirk  Gool,  Maltre  des  BegiBtres  de 
Hoilande,  naqait  en  1596  ä  la  Haye  et  moorut  ä.  Leiden  le  28  septembre  1667, 
comroe  professenr  d*arabe  et  de  matb^matiqnes.  ]1  fit  plosieurs  yoyages  an  LcTani, 
et  en  rapporta  quantit^  de  livres  et  de  manusciite  arabes,  et  encore  ane  bonne 
renommäe. 

7)  Frans  vanSchooten  ^tait  fils  du  professenr  de  math^matiqaes  de  m^me 
nom  [1687  —  le  11  däcembre  1696]  ä.  T^cole  des  Ingenieurs,  adjointe  a  rUniversitä 
de  Leiden.    II  succ^da  ä  son  p^re  et  mourut  k  Leiden  en  1661  k  T&ge  de  46  ans. 

8}  Andreas  van  Berlicom,  Secr^taire  de  Rotterdam ,  se  Toua  auz  adences 
mathämatiques  et  pbysiques  et  a  ^crit  quelques  ouvrages. 

9}  Cette  sentence  se  trouve  dans  les  ouvrages  cit^s  sous  les  lettres  o)  ei  p) 
dans  la  note  6. 

10)  B^n^  des  Cartes,  Seigueur  du  Perron  (=  Renatus  Gartesius),  nd  le 
31  mars  1696  ä  la  Haye  (Touraine)  et  mort  le  IS  f^vrier  1660  ä  Stockholm,  vtoit 
de  1617  ä  1619,  de  1621  ä  1622  et  de  1629  k  1649  dans  les  Pays-Bas. 

11)  Geometbia  II  ä  II  BENATO  DES  CABTES  ||  Aduo  1637  GalHc^  Edita;  nunc  aut-em  , 
CUM  N0T18  FLOBiMONDi  DB  bbaune,  ||  In  Curiä  Blae^ensi  Consüiarii  Regii,  \\  In  lingaam 
Latinam  versa,  &  Commenta-  ||  riis  illustrata,  |  operä,  atque  studio  ||  fbabcibci  k 
scHOOTEN,  II  Leydeosis,  in  Academi&  Lugduno-Batav&,  Matheseos  [j  Professoris,  Bei- 
gic^  docentis.  ||  [Vignette:  Le  labooreur  k  Touvrage  avec  la  devise:  fac  bt  sfeba.]  | 
Lyodvni  Batavobyh  ||  Ex  offidnä  Joannis  Maibe  ||  CIOlOCXLIX.  [Xu],  336 pp.  in  4« 

Une  deuzi^me  Edition  est  de  1669:  Amstelodami  Apud  Ludovicum  et  Da- 
nielem  Elzevirios.    n  Vol.  [XIIJ,  620 -[XIV],  424  pp.  in  4«. 

Une  troisi^me  Edition  aussi  en  II  Volumes  est  de  1688:  Amstelodami,  Ex 
Typographia  Blaviana. 

12)  Constantyn  Huygens,  Seigneur  de  Zuylichem ,  Zeelhem  et  Monniken- 
land,  second  fils  de  Christiaan  Huygens,  naquit  k  la  Haye  le  4  septembre  1596; 
et  y  mournt  le  16  mars  1687;  il  ^tait  le  p^re  du  savant  renomm^  Christiaan 
Huygens.  II  ^tait  grand  po^te  et  musicien,  et  fut  le  Secrätaire  des  Stadhouders 
Frederik  Hendrik,  Willem  H  et  Willem  DI. 

13)  Claude  Saumaise  (=  Salma^ius),  n^  le  13  avril  1688  k  S^mur-en- 
Auxois,  et  mort  le  3  septembre  1663  k  Spa,  avait  des  parents  catholiqnes,  mais 
ötait  lui-m6me  Protestant.  II  fut  nomm^  professeur  k  Leiden  en  1682,  comme 
successeur  de  Scaliger. 

14)  Cornelius  ab  Hooghelande  fut  professenr  de  m^decine  k  Leiden:  11 
^tait  ami  intime  de  Descartes. 

16)  Ici  la  lettre  est  dächir^e. 

16)  Cet  alinea  se  trouve  ^crit  en  marge. 

17)  Antonius  Studier  van  Sureck  van  Bergen  ^tait  ami  intime  de  Des- 
cartes, et  plusieurs  fois  lui  foumit  de  Targent. 

18)  Marin  Mersenne,  P^re  des  Minorites,  n^  le  8  septembre  1588  k  Soul- 
ti^re  (Maine),  et  mort  le  1*'  septembre  1648  k  Paris,  entretenait  une  correspon- 
dance  suivie  avec  Descartes  et  Constantyn  Huygens. 

19)  GnBBBciK,  en  onobebbuix  ||  Van  *t  ||  obobel  l|  In  de  Kerken  der  Vertemghdt 
Nederlanden.  \\  I  cschreven  door  ||  Constantyn  Hdiobns,  ;|  Bidder.  ||  lfe«re  van  Zuy- 
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Udiem,  Zedhem  ende  Mo-  \\  nickeland.  Berste  Bactd,  en  Be-  \\  kenmeester  van  zijn 
Hoogheidt, }  den  Heere  Prinee  van  \\  OranQe.  \\  Verrijkt  met  eenighe  Zanghen.  ]  [Or- 
nament.] II  t*Am8T£bdaii,  II  By  Aremt  Gebbitsz.  yanden  Hbuvbl,||  ßoek-verkooper 
inde  Pieter  Jacob -straet.  ||  Arno  1660.    [lOJ,  180  pp.    8®. 

Un  tifcre  grav^  pr^c^de  avec  un  portrait  de  „Constanter^^  A  la  fin  de  Pouvrage 
on  lit: 

T*  Amsterdam,  ||  By  Pieter  Dircksz.  Boeteman,  Boeck- ||  drucker,  op  de  Ege- 
lantiers  -  gracht.    1 660. 

20)  Abraham  van  Wicquefort,  nä  ä  Amsterdam  en  1698,  et  mort  ä 
Zelle  le  23  f^vrier  1682,  passa  sa  yie  ä.  la  cour  de  Paris  jusques  ä  1660,  pais  re- 
tonma  aux  Pays-Bas,  oü  il  devint  partisan  de  Joban  de  Witt. 

21)  David  le  Leu  de  Wilhem,  nä  ä  Hamboarg  le  15  mal  1598,  et  mort 
ä  la  Haye  le  27  janvier  1658,  äpousa  en  1638  Constantia  Huygens,  soenr  de 
Constantyn  Huygens.    II  deyint  Conseiller  du  Prinee. 


Ueber  eine  neue  Ausgabe  Yon  flaUlefs  simmtlichen  Werken. 


Unter  den  Auspicien  Sr.  Majestät  des  Königs  von  Italien  und  auf  Kosten 
des  Staates  wird  die  Veröffentlichung  einer  neuen  und  vollständigen  Aus- 
gabe der  Werke  Galileo  Galilei's  stattfinden.  Mit  der  Bedaction  der- 
selben betraut,  richte  ich  an  die  Vorsteher  von  Archiven  wie  von  öffent- 
lichen und  Privatbibliotheken ,  an  Autographensammler  wie  an  alle  Gelehrten 
die  höflichste  Bitte,  mich  durch  den  Nachweis  von  Galilei  herrührender 
oder  auf  ihn  bezüglicher  Documente  in  der  Ausführung  des  schwierigen 
Unternehmens  unterstützen  zu  wollen. 

Im  Besondern  kommen  für  die  neue  Ausgabe  in  Betracht:  neben  den 
Schriften  Galilei *8,  von  ihm  geschriebene  und  an  ihn  gerichtete  Briefe, 
sowie  von  anderen  Zeitgenossen  gewechselte  Briefe,  die  in  irgendwelcher 
Weise  seine  Person  und  seine  Lehren  berühren,  sowie  Documente  jeder  Art, 
die  auf  sein  Leben  und  seine  Werke  Bezug  haben. 

Sehr  erwünscht  wird  in  erster  Linie  der  Nachweis  von  ungedrucktem 
Material  sein ,  aber  nicht  minder  dankenswerth  jede  Mittheilung  über  Origi- 
ualmanuscripte  oder  aus  der  Zeit  Galilei ^s  stammende  Abschriften  später 
gedruckter  Texte,  da  auch  diese  insgesammt  nicht  ohne  vorgängige  sorg- 
same Vergleichung  in  der  neuen  Ausgabe  reproducirt  werden  sollen. 

Dr*  Antonio  Favaro, 

Professor  an  der  kOnigl.  Universitftt  sa  Padaa. 
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Misoellanea  Oalileiana  inedita.     Studi  e  ricerche  di  Antonio  Favabo. 
Venezia  1887,  Tipografia  di  Giuseppe  Antonelli.     340  pag. 
In  diesem  stattlichen  Bande  grössten  Formates  bat  Herr  Favaro  zwOlf 
Abhandlungen  vereinigt,   deren  Inhalt  wir  in  aller  Kürze  andeuten  wollen. 

1.  Der  Geburtstag  Galilei 's  war  früher  meistens  falsch  angegeben, 
weil  man  ihn  gern  auf  den  Todestag  Michel  Angelo's  zu  legen  liebte, 
in  fthnlicher  Weise,  wie  man  unter  Ausübung  eines  noch  grösseren  Zwanges 
den  Todestag  Galilei's  zum  Geburtstage  Newton's  zu  machen  wünschte. 
In  Anlehnung  an  Herrn  Campori  hat  Herr  Favaro  ans  Horoskopen 
Galilei 's  unzweifelhaft  festgestellt,  dass  derselbe  am  15.  Februar  1564 
geboren  ist. 

2.  In  der  „Isographie  des  hommes  c^libres*',  Paris  1828—1830,  T.  II, 
ist  ein  von  Galilei 's  Biographen  unbeachtet  gebliebenes  Brieffragment  des- 
selben veröffentlicht.    Herr  Favaro  hat  den  Adressaten  des  Briefes  ermittelt. 

3.  Galilei  studirte  die  Archimedischen  Bücher  von  der  Kugel  und 
dem  Cjlinder,  die  Feder  in  der  Hand.  Ein  junger,  19jShriger  Seminarist, 
Vincenzio  Santini,  schickte  1671  an  Viviani  eine  Abschrift  der  von 
Galilei  herrührenden  Randbemerkungen ,  und  ihr  Abdruck  bildet  die  dritte 
Abhandlung. 

4.  Die  Entdeckung  der  Sonnenflecken  wurde  von  vier  verschiedenen 
Seiten  in  Anspruch  genommen,  wenn  auch  diese  Ansprüche  selbst  zu  sehr 
verschiedenen  Zeiten  hervortraten.  Herr  Favaro  führt  nun  den  Nachweis, 
dass  Galilei  im  Juli  1610  Sonnenfiecken  bemerkte,  seit  November  1610 
sie  beobachtete.  Harriot's  Entdeckung  fiel  auf  den  8.  (18.)  December 
1610.  Fabricius  datirte  die  Vorrede  der  Schrift,  in  welcher  die  erste 
gedruckte  Nachricht  von  den  Sonnenflecken  enthalten  ist,  vom  13.  Juni  1611. 
Scheiner  will  im  April  1611  die  Sonnenflecken  entdeckt  haben.  Wir 
können  diesen  Angaben  gegenüber  der  Auffassung  nur  beipflichten,  dass, 
wenn  Fabricius  die  Priorität  gedruckter  Veröffentlichung  zukommt,  Galilei 
ebenso  gewiss  die  erste  Beobachtungsreihe  anstellte  und  die  volle  Bedeutung 
der  Entdeckung  für  die  Bekämpfung  der  peripatetischen  Weltanschauung 
zuerst  erkannte. 

5.  ürtheil  und  Abschwörungsformel  in  Galilei 's  Process  waren  be- 
kanntlich in   italienischer  Sprache  abgefasst  und   wurden  erst  nachtrSglich 
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iii3  Lateinische  übersetzt,  wie  Herr  Favaro  neuerdings  erweist.  Weniger 
bekannt  waren  die  Versnebe  Viviani's,  eine  wenn  aneb  späte  ümstossung 
des  ürtbeils  und  die  Erlanbniss  zur  erneuten  Yeröffentlicbung  der  Oesprftcbe 
über  die  beiden  Weltsysteme  zu  erwirken,  letztere  selbstverstfindlicb  unter 
der  Voraussetzung  einer  Ausmerzung  oder  Veränderung  der  als  anstössig 
bezeichneten  Stellen.  Die  Verbandlungen  spielten  im  Jahre  1678  zwischen 
Vi  Viani  und  einem  Mitgliede  des  Jesuitenordens,  P.  Baldigiani.  Die 
Veröffentlichung  dieser  seither  ungedruckten  Briefe  ist  somit  von  einem 
ganz  besondern  Interesse. 

6.  Elias  Diodati,  geboren  in  Genf  anfangs  Mai  1576,  gestorben  in 
Paris  23.  December  1661  infolge  von  Brandwunden,  war  in  vieljähngem 
Briefwechsel  mit  Galilei.  Die  Abschrift  eines  Briefes  Galilei *s  vom 
25.  Juli  1634  wurde  durch  Libri  in  Garpentras  unter  dem  Pei res c 'sehen 
Nachlasse  entdeckt  und  veröffentlicht  (Hist.  scienc.  math.  Italie  IV,  478  bis 
483).  Es  ist  der  Brief,  in  welchem  Galilei  aus  Arcetri  meldet,  der  Tag 
vollständiger  Freiheit  werde  für  ihn  nie  mehr  anbrechen.  Herr  Favaro 
discutirt  neuerdings  die  Echtheit  dieses  Briefes  und  weiss  dieselbe. gegen 
jeden  Zweifel  sicher  zu  stellen. 

7.  Dass  die  Galilei 'sehen  Processacten  von  Rom  nach  Paris  wan- 
derten und  erst  nach  jahrelangem  Aufenthalt  daselbst  nach  Rom  zurück- 
kehrten, ist  hinlänglich  bekannt.  Herr  Favaro  veröffentlicht  nun  nicht 
weniger  als  43  bisher  meistens  ungedruckte  Schriftstücke,  welche  auf  die  ^ 
Verhandlungen  zwischen  Born  und  Paris  über  Rückgabe  des  werthvollen 
Actenbandes  sich  beziehen.  Merkwürdigerweise  bleibt  der  Schluss  der  Ver- 
handlungen räthselhaft  wie  er  war.  Wo  die  Acten  sich  schliesslich  in  Paris 
vorfanden  und  durch  wen  sie  nach  Rom  zurückgebracht  wurden,  hat  näm- 
lich nicht  ermittelt  werden  können.     Doch  wie  dem  auch  sei,  ein  Eindruck 

wird  dem  Leser  dieses  Briefwechsels  sicherlich   bleiben,   der  der  höchsten 
Achtung  vor  der  Zähigkeit  MarinoMarini's,  der,  unzähligemal  abgewiesen,     . 
immer  wieder  mit  seinen  Forderungen  an  anderer  Stelle  anklopfte  und  kein 
Mittel  unversucht  liess,  der  werthvollen  Acten  habhaft  zu  werden. 

8.  Diese  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  einer  1884  durch  Herrn 
Favaro  dem  Druck  übergebenen  mechanischen  Jugendarbeit  Galilei 's 
und  deren  Beziehungen  zur  Entwickelung  des  Trägheitsgesetzes  und  zu  an- 
deren späteren  Galilei 'sehen  Gedanken^ngen. 

9.  Als  Mitglied  der  Accademia  dei  Lincei  besass  Galilei  einen  Siegel- 
ring aus  Smaragd  in  Gold  gefasst  mit  eingeschnittenem  Luchse,  welchen 
er  vom  Fürsten  Cesi  mit  einem  hier  zum  ersten  Male  gedruckten  Begleit- 
schreiben vom  22.  März  1612  erhielt  Die  Geschichte  des  Ringes  lässt  sich 
bis  gegen  Ende  des  XVIII.  S.  verfolgen,  wo  er  im  Besitze  Nelli's  war. 
Von  dessen  am  25.  December  1793  erfolgten  Tode  an  ist  jede  Spur  verloren. 

10.  Aus  der  Hinterlassenschaft  des  Ritters  Tosi-Galilei,  welcher  die 
von  Herrn  Campori  herausgegebenen  wichtigen  Briefe  entstammen  [vergl. 
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Bd.  XXVIII,  hist.-lit.Abth.  S.  24  —  30],  wurden  die  Personalacten  vieler. 
Glieder  der  Familie  Galilei  vom  Staatsarchiv  in  Florenz  fdr  500  Lire 
erworben.  Mit  ihrer  Hilfe  ist  ein  vollständigerer  Stammbaum  der  Familie 
hergestellt,  als  man  ihn  bisher  besass. 

11.  Derselben  Hinterlassenschaft  entstammt  auch  der  Legitimationsact 
des  Yincenzio  Galilei,  des  Sohnes  jener  Marina  Gamba,  mit  welcher 
Galilei  viele  Jahre  hindurch  in  Padua  lebte.  Herr  Favaro  hat  das  mehr- 
fach merkwürdige  Gesuch  Galilei 's  zur  Erwirkung  dieser  Legitimation  zum 
Abdruck  gebracht.  Ein  nicht  uninteressantes  Nachspiel  ergab  sich  in  einem 
Processe  der  Steuerbehörde  gegen  Yincenzio,  der  bei  Antritt  der  yfiter- 
lichen  Erbschaft  die  Steuerfreiheit  ehelich  geborener  Kinder  in  Anspruch 
nahm,  ohne  damit  bei  Gericht  durchdringen  zu  können. 

12.  Galilei  sei,  so  behaupten  Yiviani  und  Andere,  die  zu  ihm  in 
naher  Beziehung  standen,  bei  seinen  Arbeiten  stets  nur  durch  wenige  lite- 
rarische Hilfsmittel  untersttttzt  worden.  Das  entspricht  unzweifelhaft  der 
Wahrheit  fCLr  jene  ganze  Reihe  von  Jahren,  in  welchen  er  augenleidend, 
zuletzt  erblindet  auf  das  Sehvermögen  Anderer  angewiesen  war.  FrQhtf 
dagegen  benutzte  Galilei  vielfoch  die  reichhaltige  Büchersammlung,  die  er 
vereinigt  hatte,  und  manche  Bandbemerkung  aus  seiner  Feder  ist  schon 
entdeckt  worden.  Zur  Auffindung  anderer  kann  es  wenigstens  führen ,  wenn 
man  weiss,  welche  Bücher  Galilei  einst  besass.  So  ist  eine  dankenswerthe 
Mühe  gewesen,  welcher  Herr  Favaro  sich  unterzog,  indem  er  aus  den 
verschiedensten  Quellen  ein  solches  Bücherverzeichniss  herstellte. 

So  der  Inhalt  des  uns  vorliegenden  Bandes ,  der  zu  laut  für  den  Werth 
seiner  Yeröffentlichung  spricht,  als  dass  wir  nöthig  hätten,  ein  weiteres 
Wort  der  Empfehlung  beizufügen.  Cantor 


Tychonifl  Brahei  et  ad  eum  dootornm  vironim  epistolae  ab  anno  1568 
ad   annum   1587   nunc  primum  coUectae  et  editae  a  F.  R.  Friis. 
Havniae,  Lipsiae,  Londini,  Parisiis  1876 — 1886.    Y,  112  pag.  cum 
effigie  Tjchonis  Brahei  et  ezemplo  ipsius  manus. 
Seit  wir  im  XXH.  Bande  dieser  Zeitschrift,  hist-lit.  Abth.  S.  150—154, 
das  erste  Heft  des  B  r ah e 'sehen  Briefwechsels  anzeigten  und  Wünsche  aus- 
sprachen ,  welche  wir  für  die  Fortsetzung  hegten ,  ist  eine  Reihe  von  Jahren 
verstrichen.     Der  Herausgeber  hat  in  dieser  Zwischenzeit  seinen  Plan  wesent- 
lich eingeengt,  denn  während  das  erste  Hefb  die  Jugend-  und  Wanderjahra 
Brahe's  bis  Mitte  1576  durch  Briefe  illustrirte,  führen  die  drei  folgenden 
Hefte,  welche  den  Band  vollenden,  nur  bis  1587,  mithin  nicht  weiter,  als  bis 
zur  Mitte  seines  Aufenthalts  auf  der  Insel  Hueen.     Wenn  unsere  oben  er- 
wähnte Anzeige  Brahe's  Leben  bis  zur  Belehnung  mit  jener  Insel  vorführte, 
so  sind  heute  interessante  weitere  Schicksale  nicht  beizufügen.     Das  Leben 
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auf  Hoeen  war  eben  einförmig  und  nur  durch  die  Erbauung  der  Sternwarte 
Uranienborg  und  durch  wissenschaftliche  Arbeiten  auf  derselben  erfüllt. 
Ueber  Anderes  können  wir  daher  auch  in  damals  geschriebenen  und  em- 
pfiugenen  Briefen  eine  Auskunft  nicht  erwarten.  Einige  Punkte  allgemei- 
neren Interesses  mögen  hervorgehoben  werden. 

Zu  Anfang  des  Jahres  1583  erhob  sich  in  Augsburg  ein  Streit  über 
Einführung  oder  Nichteinführung  des  neuen  Kalenders.  Die  meisten  städti- 
schen Beamten,  auch  Protestanten  darunter,  waren  für  die  Einführung,  da 
es  nicht  um  Religion,  sondern  darum  sich  handle,  mit  den  vor  den  Thoren 
der  Stadt  wohnenden  bayerischen  ünterthanen  und  dem  Bischof  von  Augs- 
burg selbst  nicht  in  Datumsverschiedenheit  zu  leben,  woraus  für  Handel 
und  Wandel  ünzutrftglichkeiten  fliessen  müssten.  Einige  wenige  Beamte 
widersprachen;  es  sei  eine  päpstliche  Einrichtung,  auf  ihre  Nichtbefolgung 
sei  von  Born  aus  Excommunication  gedroht,  eine  protestantische  Stadt  dürfe 
nicht  den  Anschein  haben,  dieser  Drohung  nachzugeben.  Im  März  1583 
gelangte  die  Streitfrage  an  das  Beichskammergericht,  im  Mai  1584  wurde 
sie  zu  Quasten  der  KalendereinfUhrung  entschieden.  Der  Führer  der  Gegen- 
partei sollte  aus  der  Stadt  entfernt  werden,  wobei  eine  stürmische  Volks- 
bewegung entstand,  üeber  alle  diese  Ereignisse  berichtet  Johannes 
Major  in  einem  Briefe  von  Pfingsten  1584.  Brahe  antwortet  Mitte  Juli, 
er  begreife  den  Widerstand  nicht.  Die  Protestanten  hätten  doch  die  Fest- 
eintheilnng  des  alten  Nicäanischen  Goncils  beibehalten;  wäre  schon  Begio- 
montan  vor  Luther  mit  der  Ealenderverbessaning  fertig  geworden,  so 
hätte  Luther  ohne  jeden  Zweifel  die  Verbesserung,  denn  das  sei  sie,  un- 
angetastet gelassen.  Wie  könne  man  sich  jetzt  gegen  dieselbe  sträuben, 
blos  weil  Lilius  erst  sie  zu  Stande  gebracht  habe? 

In  einem  Briefe  an  Thaddaeus  Hajek,  Leibarzt  des  Kaisers  Maxi- 
milian IL,  vom  25.  August  1585  nimmt  Brahe  Gelegenheit,  über  die 
Alchjmisten  seiner  Zeit  ein  ürtheil  zu  fällen.  Er  beschuldigt  sie  geradezu 
des  Betrugs. 

Einem  zweiten  Aberglauben  seiner  Zeit,  der  Sterndeutung,  steht  da- 
gegen der  Astronom  Brahe  ganz  anders  gegenüber,  und  das  darf  uns  um 
so  weniger  wundem,  als  wir  ihn  hier  in  bester  Gesellschaft  sehen.  Eop- 
pernigk,  Galilei,  Kepler  huldigten  gleich  Brahe  mehr  oder  weniger 
der  Astrologie,  so  dass  als  eine  dankbare  Aufgabe  erscheint,  die  Beweise 
ftlr  diese  Behauptung  und  die  Gründe,  welche  zu  der  behaupteten  That- 
Sache  führten,  einmal  zusammenzustellen.  Für  Brahe  ist  besonders  die 
We  istritz 'sehe  Lebensbeschreibung  I,  92 — 101  und  198  zu  vergleichen, 
und  der  uns  vorliegende  Briefwechsel  S.  84,  85,  92,  woselbst  Henr. 
Brucaeus  gegen  Brahe 's  astrologische  Neigungen  ebenso  freundschaftlich 
als  scharf  sich  wendet.     Leider  sind  Brahe 's  Antworten  nicht  vorhanden. 

Camtor. 
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Die  darsteUende  Geometrie  in  organisoher  Verbindung  mit  der  Geometrie 
der  Lage.  Von  Dr.  Wilhelm  Fiedler.  Dritte  erweiterte  Auflage. 
II.  Theil:  Die  darstellende  Geometrie  der  krummen  Linien  und 
Flachen.  Leipzig  1885,  B.  G.  Teubner.  (Vergl.  die  Recension  des 
ersten  Theils,  diese  Zeitschr.  Bd.  XXX  S.  103.) 
Der  Inhalt  zerföllt,  wie  in  der  früheren  Auflage,  in  drei  Capilel: 

A.  Von  den  Curven  und  den  entwickelbaren  Flächen. 

B.  Von  den  krummen  Flächen  im  Allgemeinen  und  den  Flächen  zweiten 
Grades  insbesondere. 

C.  Die  Familien  der  technisch  wichtigsten  Flächen: 

a)  Windschiefe  Begelfiächen; 

b)  Rotations-  und  (als  neu  hinzugetreten)  Schraubungsflächen. 

Die  regelmässigen  Singularitäten  der  Baumcurren,  nämlich  der  statio- 
näre Punkt,  die  stationäre  Tangente  und  die  stationäre  Schmiegungsebene, 
werden  eingehender  als  früher  untersucht  durch  Heranziehung  der  zugehö- 
rigen Projectionen ,  sowie  der  Spurcurven  der  Tangenten  und  Schmiegungs- 
ebenen.* 

Im  Capitel  der  Eegelflächen  zweiten  Grades  möge  die  ausfdhrliche  Be- 
handlung des  Rotationskegels  als  Constructionselement  bei  verschiedenen 
Winkelbestimmungen  herrorgehoben  werden. 

Bei  der  Untersuchung  der  Dnrchdringungscurve  zweier  Kegel  wird  voll- 
ständiger auf  die  Bestimmung  der  Asymptoten  des  Bildes  und  der  Bilder  der 
Asymptoten  eingegangen. '  Vielleicht  entschliesst  sich  der  Verfasser  zar  Bei- 
gabe einer  Figur  mit  einigen  reellen  Asymptoten;  die  neue  Auflage  ent- 
hält, wie  die  alte,  nur  eine  Figur,  bei  der  sich  die  parallel  verschobenen 
Kegel  mit  gleicher  Spitze,  deren.  Schnittlinien  die  Asymptotenrichtungen 
angeben,  in  vier  imaginären  Linien  durchsetzen. 

Bei  der  Discussion  der  Curve  vierter  Ordnung  erster  Species  werden, 
nach  Feststellung  der  Entstehung  scheinbarer  Doppelpunkte  in  der  Projec- 
tion,  diese  Doppelpunkte  als  Bilder  derjenigen  Punkte  erkannt,  in  welche 
die  Schnittlinie  der  Polarebene  des  Projectionscentrums  in  Bezug  auf  die 
sich  durchdringenden  Kegelflächen  diese  Flächen  trifPt.  Wird  demnach  be- 
sagte Schnittlinie  unbestimmt,  d.  h.  haben  beide  Kegel  in  Bezug  auf  das 
Centrum  dieselbe  Polarebene,  so  hat  die  Projection  unendlich  viele  schein- 
bare Doppelpunkte,  oder  vom  Centrum  lässt  sich  der  Curve  ein  Kegel  dop- 
pelt umschreiben.  Hiermit  ist  die  Bestimmung  dieser  vier  Kegel  angebahnt 
Im  Falle  der  eigentlichen  Durchdringung  erweisen  sich  alle  vier,  im  Falle 
der  Eindringung  nur  zwei  als  reell. 

Die  Projection  der  obigen  Raumcurve  aus  einem  ihrer  Punkte  ergiebt 
die  allgemeine  ebene  Curve  dritter  Ordnung  als  Erzeugniss  von  projectivi- 


*  In  den  beigegebenen  Figuren  7a,  b,  c  sind  b  und  c  irrthümlich  mitein- 
ander vertauscht. 
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sehen  in^olutorischen  Bttscheln  mit  sich  selbst  entsprechendem  Scheitel- 
strahle. 

In  die  Theorie  der  krummen  Flftchen  ist  anfangs  eine  Betrachtang  der 
topographischen  Flächen  eingefiochten.  Die  Darstellung  durch  Niveaucurven 
ist  in  der  That  sehr  geeignet,  den  Verlauf  einer  Flftche,  die  Construction 
Ton  Tangentenebenen ,  sowie  die  Entstehung  der  Doppelpunkte  ihrer  Schnitt- 
cunren  (bei  Jochübergängen)  klar  zu  machen,  üebrigens  werden  auch 
sofort  Schattenconstructionen  bei  Anwendung  dieser  Darstellungsweise  vor- 
genommen. 

Natürlich  ist  bei  der  jetzt  folgenden  Theorie  der  geradlinigen  Flächen 
zweiten  Grades  die  eyklographische  Darstellung  der  gleichseitigen  Netz- 
hjperboloide  eingebend  erörtert.  Der  Fall  ihrer  ebenen  Durchdringung  wird 
in  diesem  Sinne  behandelt,  und  damit  findet  die  Entstehung  eines  reellen 
Kegelschnittes  aus  zwei  ihn  doppelt  berührenden  Kreisen  und  der  constanten 
Länge  der  Summe  bez.  Differenz  der  von  einem  Curvenpunkte  an  die  Kreise 
gezogenen  Tangenten,  wie  sie  Steiner  ohne  Beweis  gab,  ihre  natürliche 
geometrische  Aufklärung.  Durch  eine  grosse  Anzahl  einschlägiger  üebungs- 
aufgaben  und  Sätze  werden  die  Lehren  des  betreffenden  Paragraphen  weiter 
durchgebildet.  Unmittelbar  hieran  schliesst  sich  die  Theorie  der  Kugel- 
sjsteme,  d.  h.  der  Büschel,  Bündel  und  Netze,  unterschieden  als  solche 
mit  Diagonalkugel  und  Orthogonalkugel.  Die  eine  oder  mehrere  gegebene 
Kugeln  gleichwinklig  schneidenden  Kugeln,  sowie  die  sich  auf  einer  Kugel 
unter  gleichen  Winkeln  schneidenden  Kreise  finden  ihre  Erledigung.  Unter 
den  gelösten  Aufgaben  möge  die  Construction  der  16  Kugeln,  welche 
vier  Kugelpaare  gleichwinklig  schneiden,  sowie  die  Lösung  des  räumlichen 
Analogons  zum  Apollonischen  Berührungsproblem:  die  Construction  einer 
Kugel,  welche  vier  gegebene  berührt,  angeführt  werden.  Die  Transforma- 
tion durch  reciproke  Radien  bildet  hier  überall  die  Grundlage.  Diese  Partie 
schliesst  mit  der  conformen  Abbildung  der  Kugel  auf  die  Ebene  insbeson- 
dere der  stereographischen  Projection. 

Bei  der  Untersuchung  der  allgemeinen  Flächen  zweiten  Grades  mit 
hyperbolischen  Punkten  sind  das  Schrot  er 'sehe  orthogonale  Hyperboloid 
und  Paraboloid  hereingezogen. 

Mit  grosser  Sorgfalt  ist  die  Dnrchdringungscurve  der  allgemeinen  Flä- 
chen zweiten  Grades  behandelt.  Vollständig  neu  hinzugekommen  ist  der  §  46 
über  die  Projectionskegel  dieser  Curve  in  Verbindung  mit  den  Projections- 
kegeln  der  einzelnen  Flächen  des  Büschels,  welche  die  Curve  je  vierpunktig 
berühren  —  nach  Zeuthen's  Darstellung.  Je  zwei  Gruppen  solcher  aasgezeich- 
neter Berührungsstrahlen  liegen  auf  einem  Kegel  zweiter  Ordnung.  Viele  der 
früher  gefundenen  Eigenschaften  dieser  wichtigen  Curven  treten  dadurch  in 
ein  neues  Licht,  z.  B.  erhellt  die  Existenz  ihrer  beiden  scheinbaren  Doppel- 
punkte aus  dem  Umstände,  dass  durch  das  Centrum  der  Projection  C  eine 
Fläche  des  Büschels  geht  und  also   zwei  Gerade  d^,  d^,  die  Erzeugenden 
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dieser  Fläche  durch  C,    die  Curve  doppelt  treffen;  denn  dj,  d^  zählen  als 
ümriss  der  Fläche  doppelt. 

Ein  Abzählen  der  Constanten  verschiedener  zur  Construction  von  F^ 
benutzter  Elemente  führt  auf  die  Vermuthung,  dass  eine  solche  Fläche  durch 
neun,  ein  Büschel  derselben  durch  acht  Constanten  bestimmt  sei.  Die 
Richtigkeit  dieser  Vermuthung  wird  dann  erhärtet  durch  Angabe  der  Stei- 
ne r'schen  Construction  aus  neun  Punkten  und  noch  einer  zweiten  linearen 
von  Beyel. 

Die  Beispiele  zu  den  Regelflächen  höherer  Ordnung  sind  um  das 
Plücker-BalTsche  orthogonale  Cjlindroid  der  Mechanik  (nicht  zu  ver- 
wechseln mit  dem  Cylindroid  auf  S.  407  der  zweiten  Auflage)  derjenigen 
Begelfläche  dritter  Ordnung,  deren  Leitlinien  1.  eine  Gerade  z^  2.  eine 
Ellipse,  deren  Nebenaxe  0  trifft  und  deren  Ebene  mit  e  den  Winkel  von 
45^  einschliesst,  und  3.  die  Stellung  der  Normalebene  von  g  sind. 

Mit  den  Rotationsflächen  sind  die  Schraubenflächen  verbunden  worden, 
indem  die  Rotation  als  Schraubung  von  der  Ganghöhe  Null  anfgefasst  wurde. 
Als  Constructionselemente  für  die  Schraubungsflächen  bei  Berührungsproble- 
men sind  entweder  die  aufgeschriebenen  developpablen  Schraubenflächen 
benutzt,  oder  die  Fläche  ist  als  Hüllfläche  einer  einfachen,  wie  z.  B.  die 
Serpentine  als  Hüllfläche  einer  Kugel  betrachtet.  Von  Dingen,  die  mit 
dieser  Erweiterung  nicht  zusammenhängen,  seien  die  Brennpunktsbestim- 
mnngen  der  Umrisse  von  Rotationsflächen  zweiter  Ordnung  und  dann  auch 
der  allgemeinen  Flächen  in  der  von  Pelz  in  den  Sitzungsberichten  der 
Wiener  Akademie  1877/78  gegebenen  Ableitung  angeführt 

In  einer  zusammenfassenden  Schlussbetrachtung  wird  auf  die  Aequi- 
valenz  der  Bewegung  eines  starren  Systems  ans  einer  ersten  Lage  in  eine 
zweite,  mit  einer  Schraubenbewegung  aufmerksam  gemacht.  Dann  folgen 
vergleichende  Betrachtungen  über  die  verschiedenen  benutzten  Erzengungs- 
arten  von  Flächen,  sowie  ihrer  Umformungen  durch  Projection  und  Inver- 
sion ;  Ausblicke  auf  neue  Anwendungen  dieser  Transformation  werden  eröflnei 
Eine  Vermehrung  der  Figuren  des  Textes ,  sowie  die  Hinsufügung  von 
vier  neuen  Tafeln: 

Taf.  V.  Construction  der  Kreise  auf  einer  Kugel ,  welche  drei  gegebene 
Kreise  derselben  —  worunter  einer  rein  imaginär  ist  —  unter 
Winkeln  von  vorgeschriebenen  Cosinnswerthen  schneiden.  Ortho- 
gonale und  stereographische  Projection; 
Taf.  XIII.  Die  Curve  vierter  Ordnung  und  zweiter  Species  mit  zwei  sta- 
tionären Tangenten  als  Durchdringung  des  orthogonalen  Cjlin- 
droids  mit  einem  einfachen  Hyperboloid ,  in  orthogonaler  Parallel- 
projection  mit  einem  Bilde; 
Taf.  XIV.  Centralprojection  des  Berührungskegels  von  gegebener  Spitze 
für  das  Rotationsparaboloid.  Centralprojection  einer  glockenför- 
migen Fläche;  ^  , 
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Taf.  XVI.   Die  Lichtgleicben   für  das  Sohlangenrohr  nebst  den  Schlag- 
schatten der  Flftche  auf  die  Projectionsebenen  und  anf  sich  selbst,  — 
darf  zur  Charakierisirnng  des  Nengebotenen  nicht  unerwähnt  bleiben. 
Hannover.  Dr.  C.  Bodenbbrg. 


Geometrie  der  Bewegung  in  synthetischer  Darstellang.  Von  Dr.  Arthur 
SoHÖNFLiES,  Privatdocent  an  der  Universität  Göttingen.  Leipzig, 
B.  G.  Teabner.     1886. 

Neben  dem  augenblicklich  im  Erscheinen  begri£fenen  Werke  über  Kine- 
matik von  Burmester,  in  dem  selbstredend  der  Geometrie  der  Bewegung 
als  abstracto  Wissenschaft  eine  Beihe  von  Capiteln  gewidmet  ist,  nimmt  das 
vorliegende  Buch  in  Bezug  auf  die  Behandlung  des  Gegenstandes  insofern 
eine  Sonderstellung  ein,  als  die  Untersuchungen  rein  geometrischer  Natur 
sind.  Damit  soll  gesagt  sein,  dass  auch  von  den  Begri£fen  der  Mechanik, 
namentlich  der  Geschwindigkeit,  nirgends  Gebrauch  gemacht  wird,  und  dem- 
entsprechend die  Geometrie  der  Bewegung  als  ein  Theil  der  reinen  synthe- 
tischen Geometrie  erscheint. 

Nur  starre  Systeme  werden  behandelt. 

Das  Buch  zerfällt  in  die  drei  Capitel: 

Die  Bewegung  eines  Systems  in  seiner  Ebene; 

Die  Bewegung  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt; 

Die  Bewegung  eines  räumlichen  Systems. 

Nachdem  der  Begriff  des  Drehungscentrums  festgestellt  ist,  wird  ge- 
zeigt, dass  jede  Bewegung  als  eine  Summe  unendlich  kleiner  Drehungen 
um  die  Punkte  einer  Curve,  d.  h.  als  das  Bollen  einer  Curve  des  beweg- 
lichen auf  einer  andern  des  festen  Systems  angesehen  werden  kann,  dann 
wird  auf  die  Vertauschbarkeit  dieser  Polcnrven  hingewiesen.  Aus  drei  ver- 
schiedenen Lagen  öq,  tf ^ ,  c^  ei^tspringt  die  specielle  quadratische  Verwandt- 
schaft zwischen  den  Systempunkten  Aq  einerseits  und  den  Schnittpunkten 
der  Normalstrahlen  in  den  Mitten  von  AqA^  und  A^A^  andererseits;  mit 
den  drei  Drehungscentren  ab  Hauptpunkte  und  dem  ihnen  umschriebenen 
Kreise  als  Wendekreis.  Dieser  Kreis  ist  der  Ort  der  Punkte  Aq^  für  welche 
ilg.  Au  A^  auf  einer  Geraden  liegen.  Für  vier  Lagen  giebt  es  dann  noch 
einen  einzigen  Punkt,  der  in  allen  vier  Lagen  auf  einer  Geraden  liegt, 
während  eine  Curve  dritter  Ordnung  ezistirt,  für  welche  die  vier  Lagen 
einem  Kreise  angehören.  Diese  Sätze  kann  man  als  vorbereitende  zu  dem 
folgenden  Studium  der  Wendepunkte  und  Krümmungskreise  der  von  System- 
punkten bei  continuirlicher  Bewegung  beschriebenen  Curven ,  bez.  von  System- 
curven  umhüllten  Enveloppen  ansehen. 

Der  auf  S.  46  mitgetheilte  schöne  Satz  erscheint  mir  neu:  Wenn  in 
einem  Augenblick  der  Bewegung  die  beiden  Polcurven  sich  von  innen  be- 
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rühren  and  gleichzeitig  die  Differenz  ihrer  Ejrümmungsradien  das  Vorzeichen 
wechselt,  so  beschreiben  alle  Punkte  beider  Systeme  Bttckkehrponkte  ihrer 
Bahnen.* 

Der  Inhalt  des  zweiten  Capitels  steht  dem  des  ersten  in  mancher  Hin- 
sicht reciprok  gegenüber,  wenn  man  die  Drehungsaxen  als  Projectionsstrahlen 
der  Pole  betrachtet,  und  die  Eintheilung  ist  in  diesem  Sinn  dieselbe.  Die 
Unterschiede  sind  scharf  hervorgehoben;  während  im  Strahlenbündel  die 
BeweguDgserzengnisse  der  Strahlen  denen  der  Ebenen  vollkommen  dual 
entsprechen,  ist  für  Pankte  und  Gerade  der  Ebene  dieser  Dualisrnns  ge- 
stört durch  den  Umstand,  dass  die  Maassbestimmnng  anf  der  Pnnktreihe 
von  der  im  Büschel  verschieden  ist.  Während  z.  B.  die  Pankte,  die  in 
einem  Moment  gerade  Wendepunkte  ihrer  Bahnen  beschreiben,  auf  einer 
Curve  zweiter  Ordnung,  dem  Wendekreise ,  liegen,  bilden  die  Strahlen,  welche 
Bückkehrtangenten  ihrer  Enveloppen   sind,  einen  Büschel  erster  Ordnung. 

Das  dritte  Capitel  ist  das  reichhaltigste  und  enthält  viel  Neues. 

Der  Gang  der  Entwickelung  ist  insofern  dem  der  beiden  früheren  ana- 
log ^  als  zunächst  zwei,  drei  und  mehr  Lagen  der  Systeme  betrachtet  wer- 
den ,  welche  später  bei  continuirlicher  Bewegung  conseoutiv  zu  denken  sind. 
Die  Grundlage  bildet  der  Nachweis  für  die  Möglichkeit  der  Ueberführung 
eines  Systems  aus  einer  Lage  in  eine  beliebige  zweite  durch  eine  Schrauben- 
bewegung.  Aus  zwei  Lagen  entspringt  das  Nullsystem  mit  den  Sehnen- 
mittelpunkten und  Polarebenen  als  Pole  und  Polaren,  aus  dreien  der  tetrae- 
drale  Complex  der  Mittelf)unktsaxeu ,  d.  h.  der  Geraden,  welche  in  den 
Mittelpunkten  der  um  drei  Lagen  eines  Punktes  beschriebenen  Kreise  auf 
den  Ebenen  derselben  senkrecht  stehen ;  der  späteren  Erümmungsaxen.  Die 
Punkte,  welche  in  allen  Lagen  auf  einer  Geraden  liegen,  gehören  einer 
cubischen  Hyperbel  an,  deren  unendlich  ferne  Punkte  diejenigen  der  drei 
zugehörigen  Schraubenaxen  sind.  Für  drei  consecutive  Lagen  einer  Be- 
wegung wird  jene  Curve  zur  cubischen  Wendeparabel  Everett^s. 

Vier  Lagen  fahren  zur  speciellen  cubischen  Verwandtschaft  zwischen 
den  Systempunkten  und  den  Schnittpunkten  der  Normalebenen.  Die  Besul- 
täte  gipfeln  unter  Heranziehung  von  fünf  und  sechs  Lagen  in  dem  bemerkens- 
werthen  Satze :  Bewegt  sich  ein  System  £  beliebig  im  Baume ,  so  existiren 
in  jedem  Augenblicke  unendlich  viele  Punkte  desselben ,  deren  Punkte  vier- 
punktig  berührende  Schmiegungsebenen  besitzen.  Dieselben  bilden  eine  Fläche 
dritter  Ordnung  F\  welche  die  Wendecurve  enthält.  Auf  dieser  Fläche  giebt 
es  eine  Curve  sechster  Ordnung  (7^,  deren  Punkte  Bahnen  mit  fünfpunktig 
berührenden  Schmiegungsebenen  besitzen,  und  endlich  sind  zehn  Punkte  dieser 
Curve  dadurch  ausgezeichnet,  dass  ihre  Bahnen  von  den  Schmiegungsebenen 
sogar  sechspunktig  berührt  werden.  Andererseits  giebt  es  eine  Fläche  vierter 
Ordnung  der  Punkte,   deren  Schmiegungskugeln  fünfpunktig  berühren  etc. 

*  Ausgenommen  ist  der  Benlhningspunkt  der  beiden  Poicurven,  welcher  ge- 
rade jeUt  keinen  Bückkehrpunkt,  sondem  einen  Wendepunkt  besohreibt» 


Digitized  by 


Google 


Becensionen.  183 


Hierauf  folgen  Untersuchungen  über  zwangiftufige  Bewegungen  nach 
den  Graden  ihrer  Bewegungsfreiheit,  metrische  Beziehungen  und  einige 
Beispiele. 

Die  Reichhaltigkeit  dürfte  sich  aus  den  vorstehenden  Inhaltsangaben 
genügend  erkennen  lassen;  rühmend  hervorgehoben  zu  werden  verdient  die 
klare»  leicht  verständliche,  aber  keineswegs  breite  Schreibweise,  welche  das 
Stadium  des  Buches  zu  einem  sehr  genussreichen  macht 

Hannover.  Dr.  C.  Bodbnbebo. 


Oenetische  Stereometrie.  Von  Dr.  Karl  Hbinzb,  weil.  Professor  in  Köthen, 
bearbeitet  von  Fbanz  Lücke,  Gymnasiallehrer  in  Zerbst.  Leipzig, 
Teubner.     1886. 

Das  System,  um  welches  es  sich  in  dem  vorliegenden  Werke  handelt, 
ist  bereits  durch  einen  Vortrag ,  den  der  Herausgeber  auf  der  37.  Versamm- 
lung deutscher  Philologen  und  Schulmänner  hielt,  welche  1884  in  Dessau 
tagte,  bekannt.* 

Die  Erklärung  des  Ausdrucks  „genetisch^  liegt  in  dem  umstände  be* 
gründet,  dass  sämmtliche  Elementarkörper  aus  einem  allgemeineu,  dem 
„Centralkörper",  einer  Erweiterung  des  Wittstein'schen  Prismatoids,  her- 
vorgehen. §  2  enthält  die  Definition:  ^Der  Centralkörper  hat  zwei  parallele 
ebene  Flächen  als  Grundflächen;  jeder  Eckpunkt  der  einen  Grundfläche  ist 
entweder  nur  mit  dem  correspondirenden  Eckpunkte  der  andern,  oder  sowohl 
mit  dem  correspondirenden,  als  auch  mit  einem  (etwa  dem  rechts  benach- 
barten) verbunden;  die  Seitenflächen  entstehen  dadurch,  dass  sich  an  je 
zwei  benachbarte  Seitenkanten  Gerade  parallel  zu  den  Grundflächen  fort- 
bewegen. Die  Seitenkanten  (oder  Seiten)  sind  Gerade  oder  solche  krumme 
Linien y  die  ein  bestimmtes  geometrisches  Bildungsgesetz  haben.*' 

Der  Werth  derartiger  Definitionen  hängt  immer  wesentlich  davon  ab, 
was  in  deif  Folge  mit  den  durch  dieselben  abgegrenzten  Begriffen  zu  leisten 
ist.  Findet  man  nun  mit  dem  Verfasser  die  Hauptaufgabe  der  Stereometrie 
in  der  Bestimmung  von  körperlichen  Inhalten,  so  ist  die  obige  Definition 
zweckmässig,  weil  der  Inhalt  des  Gentralkörpers  leicht  gefunden  werden 
kann  und  sich  dem  Begriffe  neben  den  Körpern  der  Elementargeometrie 
eine  grosse  Anzahl  anderer,  von  allgemeinen  Flächen  zweiter  Ordnung,  ja 
von  Begelflächen  noch  höherer  Ordnung  einreihen  lassen. 

Für  diese  Gruppe  wäre  damit  eine  einheitliche  Methode  der  Inhalts- 
bestimmung gewonnen.  Es  mag  aber  hier  gleich  hervorgehoben  werden, 
dass  es  zuweilen  ohne  unendliche  Summen  nicht  abgeht  und  so  gewisser- 
massen  versteckt  Integralrechnung  getrieben  wird. 

*  Ein  Abdruck  desselben  befindet  sich  in  Hof  f mann *8  Zeitschr.  f.  math.  etc. 
Unterricht  JBd.  XVI,  1—16. 
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Zwar  sind,  wie  im  Vorwort  gesagt  wird,  OberflScbenbestimmongen  and 
die  Behandlung  sonstiger  geometrischer  Gebilde,  wie  Schniitcorven  n.  dergL, 
nicht  vemachl&ssigt.  Die  als  j, erste  Methode''  auf  S.  60  gegebene  Mantel- 
bestimmung  eines  Cylinders  ans  dem  Volumen  desselben,  auf  die  im  Vor* 
wort  hingewiesen  wird,  mag  interessant  genannt  werden,  aber  sie  ist  Air 
eine  abwickelbare  Flftche  unnatttrlich  und  nnzweckmSssig ,  w&hrend  sie  fttr 
andere  Flächen,  z.  B.  die  Kugel,  zweckmässig  erscheint.  Dass  die  yersehie- 
denen  Behandlungsweisen ,  wie  sie  den  einzelnen  Flftchengruppen :  abwickel- 
baren Flächen,  Rotationsflächen  etc.,  anzupassen  sind,  nicht  zum  Ausdruck 
kommen,  hat  seinen  Grund  darin,  dass  nicht  die  Eigenthfimlichkeiten  der 
Fläche,  sondern  zwei  derselben  aufgeschriebene  ebene  Curven,  die  Grenz- 
linien der  Grundflächen  des  Centralkörpers ,  also  ganz  fremdartige  Dinge 
zur  Definition  verwandt  werden.  So  kommt  es  denn  auch,  dass  zwei  dem 
Charakter  nach  ganz  verschiedene  Körper,  wie  Abschnitte  einer  Kugel  und 
eines  Botationshyperboloids ,  wenn  nur  bei  jedem  die  Grundflächen  gleich 
sind,  zu  einer  und  derselben  Gruppe,  andererseits  zwei  Kugelzonen,  von 
denen  die  eine  gleiche,  die  andere  ungleiche  Grundflächen  hat,  zu  verschie- 
denen Gruppen  gerechnet  werden.  Als  man  noch  nicht  gelernt  hatte ,  Geo- 
metrie auf  krummen  Flächen  zu  treiben,  und  man  ausser  Inhalts-  und 
Oberflächenberechnungen  nicht  viel  leisten  konnte,  hätte  auch  eine  Er- 
zeugung derjenigen  Körper,  deren  Inhaltsbestimmung  nach 
der  Prismatoidformel 

möglich  ist,  und  diesem  Titel  entspricht  der  Plan  des  Buches,  als  Lebr- 
gegenstand  in  den  Schulen  Aufnahme  flnden  mögen;  heute  jedoch  würde 
der  Schüler  nach  Ansicht  des  Referenten  auf  dieser  Grundlage  nicht  weiter 
bauen  können. 

Bei  der  Bestimmung  von  Schnittcurven  ist  übrigens  zuweilen  die  nöthlge 
Strenge  zu  vermissen,  z.  B.  werden  in  den  §§  130  —  132  die  Schnitte  der 
£llip8oide  ohne  Weiteres  als  Ellipsen  aufgeführt,  während  man  nur  einsieht, 
dass  geschloösene  Curven  entstehen,  welche  zwei  Sjmmetrieaxen  haben.   — 

Gehen  wir  nun  zu  Einzelheiten  des  Inhalts  über. 

Da  die  Grundflächen  f^  und  f^  und  die  Gesetze,  nach  denen  die  Seiten- 
kanten zu  ziehen  sind,  stets  vorliegen,  ist  nur  die  Bestimmung  der  mitt- 
leren Durchschnittsfläche  f^  zur  Ermittelung  des  Inhalts  noth wendig;  hierauf 
bezieht  sich  also  der  grösste  Theil  aller  Untersuchungen.  Bei  Betrachtung 
derjenigen  Körper,  welche  durch  Verdrehung  der  Grundflächen  eines  Prismas 
oder  einer  Pyramide  erzeugt  werden,  dem  Paraprisma  und  der  Parapyra- 
mide,  ist  in  geschickter  Weise  f^  als  Function  des  Drehungswinkels  dar- 
gestellt. Ebenso  werden  Paracjlinder  und  Parakegelstutz,  Körper,  welche 
durch  Kreisschnitte  begrenzte  Theile  des  einschaligen  Hyperboloids  sind, 
behandelt.  Ein  weiterer  Körper,  dessen  Grundflächen  nicht  ähnliche  El- 
lipsen sind,  wird  als    „Wanne",  ein  Abschnitt  des  Kreis-  oder  Ellipsen- 
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conids*  wird  als  Qlocke  bezeichnet  and  berechnet.  Merkwürdiger  Weise  ist 
zur  „Wanne**  nicht  die  abwickelbare  Fläche ,  sondern  eine  Begelflftche  achter 
Ordnung  gewfthlt,  da  eigentlich  nur  jene  als  Obelisk  mit  GmndfiSchen  yon 
unendlich  grosser  Seitenzahl  angesehen  werden  kann. 

Um  Oberflächen  mit  elliptischer  Krümmung  zu  erhalten ,  muss  man  Cen- 
^tralkOrper  mit  krummlinigen  Seitenkanten  zulassen.  Hier  wächst  das  Künst- 
liche des  Systems  in  hohem  Maasse  durch  den  Umstand,  dass  die  Grund- 
flächen nicht  mehr  unabhängig  von  einander  sein  dürfen.  Eine  bündige 
Erklärung  des  Centralkörpers  ist  überhaupt  zu  vermissen  und  würde  auch 
kaum  einfach  ausfallen,  da  die  krumme  Seitenkante  nicht  mehr  als  Ver- 
bindungslinie von  zwei  Punkten  der  Grundflächeuränder  ihrer  Lage  nach 
bestimmt  ist.  Die  Erklärung  des  §  115:  Wenn  alle  Seitenkanten  des  Cen- 
tralkörpers  in  congruente  Viertelkreise  übergehen ,  die  eine  Grundfläche  zum 
Kreise  von  gleichem  Halbmesser,  die  andere  verschwindend  klein  wird,  so 
entsteht  ein  Körper,  welcher  Halbkugel  heisst,  —  ist  aus  dem  genannten 
Grande  nicht  exact;  es  müsste  mindestens  gesagt  sein,  dass  die  Ebene  der 
Seitenkante  senkrecht  zum  Grundkreise  stehen  soll;  aber  auch  dann  ist  noch 
die  Hohlkehle  möglich.  Als  Seitenkanten  dürfen ,  wie  später  gefordert  wird, 
nur  Kegelschnitte  auftreten;  an  der  Hand  weiterer  Forderungen  werden  dann 
mit  grossem  Geschick  allerlei  Körper,  unter  ihnen  die  Abschnitte  der  Flä- 
chen zweiter  Ordnung,  construirt,  deren  Volamenbestimmung  nach  dem  frühe- 
ren Schema  möglich  ist;  man  kann  nicht  eigentlich  von  einem  Nachweise 
reden,  dass  die  frühere  Formel  giltig  sei. 

Wir  wollen  auf  Einzelheiten  nicht  näher  eingehen,  sondern  nur  her- 
vorheben, dass  zum  Schlüsse  unter  dem  Titel  „zusammengesetzte  Körper^ 
noch  die  regulären  und  halbregulären  Körper,  sowie  einige  technische  Rota- 
tionskörper berechnet  werden.  Bei  vielen  dieser  führt  allerdings  die  Gul- 
din'sche  Begel  viel  besser  zum  Ziele,  man  sehe  z.  B.  die  Behandlung  der 
Ringfläche. 

Ein  erster  Anhang  bringt  dann  noch  die  Berechnung  einer  grossen 
Reihe  von  Gewölben ,  ein  zweiter  Anbang  eine  sehr  ansprechende  Zusammen- 
stellung der  im  Buche  benutzten  Kegelschnittsätze  in  analytischer  Behandlung. 

Dem  Verfasser  ist  für  die  grosse  Liebe  und  Hingebung,  mit  welcher 
er  den  spröden  Stoff  bearbeitet  hat,  volle  Anerkennung  zu  zollen,  und  ein 
Fachmann  wird  sich  gewiss  über  die  Gewandtheit,  mit  der  die  Rechnungen 
ohne  höhere  Mathematik  durchgeführt  sind,  freuen,  aber  seine  Schüler  möchte 
er  mit  denselben  nicht  quälen.  Referent  wenigstens  würde  sich  damit  be- 
gnügen, wenn  die  Abiturienten  die  Sätze  über  die  Lage  von  Linien  und 
Ebenen  im  Räume  gründlich,   namentlich   in  der  Vorstellung  beherrschten 

*  Im  vorliegenden  Buche  werden  Abschnitte  von  Kugeln,  Ellipsoide  als  Kegel 
mit  krummen  Seitenlinien  und  daher  als  „Conoide"  bezeichnet.  Es  scheint  uns  sehr 
bedenklich,  ohne  zwingenden  Grund  eine  solche,  von  der  heutigen  gänzlich  ab- 
weichende Terminologie  einzuführen. 
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und  noch  Cjlinder^  Kegel  und  Kugel  berechnen  könnten ;  gerade  in  jenen 
Sätzen  liegt  der  Schwerpunkt  des  Unterrichts  an  Mittelschulen,  denn  sie 
bilden  das  Fundament  fttr  den  Bau  der  heutigen  Baumgeometrie,  sowohl 
der  synthetischen  als  der  analytischen. 

Hannoyer.  Dr.  C.  Rodbnbbbo. 
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Grün.  Archiv  2.  R.  IV,  308.    [Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  441.] 

92.  Ueber  die  Realit&tsverhältnisse  der  Doppeltangenten  der  Curven  vierter  Ord- 

nung.   C.  Hossfeld.    Zeitschr.  Math  Phys  XXXI,  1. 

93.  Construction   einer  Curve  6.  Ordnung  aus  7  Doppelpunkten  und  6  einfachen 

Punkten.    R.  Heger.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXI,  296. 

94.  Zusammenstellung  von  Constructionen  an  Curven  höherer  Ordnung.    R.  Heger. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXI,  88. 
95   Die  reguläre  Eintheilung  des  Raumes  bei  elliptischer  Maassbestimmnug.    C. 
Hossfeld.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXI,  310. 

96.  Einige  Beiträge  zur  Theorie  der  allgemeinen  rationalen  quadratischen  Trans- 

formation.   Fr.  Hof  mann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XxXI,  288. 

97.  Ueber  eine   ebene  Reciprocität  und  ihre  Anwendung  auf  die  Curventheorie. 

C.  Beyer.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXI,  147. 

98.  Die  Erzeugung  polarer  Elemente  ftlr  Flächen  und  Cnrven  durch  die  projec- 

tivisdie  v  erallgemeinemng  des  Schwerpunktes.  L.Geisenheimer.  Ztschr. 
Math.  Phys.  XXXI,  193 

99.  Eine  elementare  Betrachtung  aber  Strahlencongruenzen.    A.Weiler.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXI,  18. 
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100.  Ueber  die  Beüehung  des  Nollsystems  and  linearen  Stnüdeocomplexei  nui 

Polanystem  des  Rotationsparaboloids.  G  Hanek.   Zeitscfar.  MmÜi.  Phyi. 
XXXI,  36t. 
Yergl.  Geschichte  der  Mathematik  110.    Kegdschnitie.    Kreis.     Oborflidus 
tweiter  Ordnimg  209. 

QtnuM»  (Uassutiscte^ 

101.  Sor  FenTeloppe  de  certaines  droites  variables.   M.  d'OeagncL    N.  aon.  msü 

8er.  S,  V,  88.    [VergL  Bd.  XXX,  Nr.  658.] 


1 02.  Bemerkangen  xn  den  Regeln  des  Ahmes  und  des  Bandh^yana  3ber  die  Qaadiatiir 

des  Kreises.    C.  Demme.    Zeitschr.  Math.  Phys^  XXXJ,  bist  lit.  Abth. m 

103.  Die  Berechnung  irrationaler  Qnadratvorxeln  bei  Archimedes  and  Hero.  C 

Demme.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXI,  bist- fit.  Abtk  1. 

104.  Seiten-  nnd  Diametralsahläi  bei  den  Griechen.    P.  Bergh.    Zcitackr.  Haft. 

Phys  XXXI,  bist- fit  Abth.  135. 

105.  Sor  la  repr^sentation  des  fractions  cbes  les  Grees.    P.  Tannery.    BOifiott. 

math.  1886,  235. 

106.  Enkfid  bei  den  Arabern.    IL  Steinschneider.  Zeitaehr.  MatiL  Fkym.  XXXI, 

hist-lit.  Abth.  81. 

107.  Sor  nne  formnie  d'approzimation  des  raones  cairte  douafe  par  ^'^^^^ 

G.  EnestrGm.    Bibfioth.  math.  1886,  236. 
108   Zar  tabnadiscfaen  Mathematik.    Ed.  Mahler.    ZeitKbr.  Math.  Fkyi.  XXU 
hist-fiL  Abth.  121. 

109.  Ueber  die  Originalaosgabe  Ton  Chr.  Badolff:  JBdiend  «nd  hfibacb  IU*hsiig 

D.  8.  w.**    A.  Pringsheim.    Bibfioth.  math.  1886,  239l 

110.  Albrecht  Dfirer,  einer  der  Begründer  der  neueren  CarrcBtheone.  S.  Gtntket 

Bibfioth.  matii.  1886,  137. 

111.  Soll'  ortografia  del  nome  del  matematico  messineK  MaunlicM».     Bibfistk 

math.  1886,  90. 

1 12.  Ueber  die  Entdeckung  der  Yaiiatian  ond  derjUnfichen  Glekhmg  des  Modb. 

C.  Anschnts.    ZeHsdir.  Math.  Phys.  XXXt  h]rt.-fiL  Abik  1€U  90t. 

113.  Snr  qoelqnes  th^remes  de  Siose.  Ph.  Gilbert  MatheBiBTl.dU.  — J.Masiii 

ibid.  245,  273. 

114.  T  a*t-il  nne  deoxi^me  ^tion  de  la  th^orie  de  la  Inne  ^  MiliBJiihjilii  d 

Frisi?    P.  BiccardL    Bibfioth.  math.  1886,  95. 

115.  Sor  la  formale  g^ntede  d^interpolation  de  Newton.    P.  Mansio«.    BEhhoO. 

math.  1886,  141.  —  6.  EnestrOm  ibid.  142. 

116.  Sor  an  th^r^me  empiriqoe  de  Goldbach.    Eneström.    Wsttmiii  TL  131 

117.  Le  sTsteme  des  eooraonn^es  dit  de  Schweiing  et  le  Mesaoire  de  Gkades  m 

fe  principe  de  doafiiä.    F.  Domont    K.  ann.  mslh.  Ser  3.  T,  SMi 
HS.  Sar  la  tbeorie  des  nombres  incommensorables.   E  Catala».  Mithfli  YL  15L 

119.  Wilhelm  ünrersagt    Ang.  Schmidt    Zeüscfar.  Math.  Phys.  XXXI.  httLÜL 

Abth.  41. 

120.  Zor  Erinnerung  an  Lodwig  Scheeffer.   W.  Dyck.   Zcitthi^  MsA.  ffcrs.  XXU 

bist.- lit  Abth.  50. 

121.  Sarin  BeaÜB  t  ^.  H.  1886.    E.  Catalan.    X.  ann.  math  Ser.  S,  T,  9M. 

122.  Morel- Blanc  f  20  HL  1886.    N.  ann.  math.  Ser.  S,  T,  IM. 

123.  Discoois  de  Jos.  Bertrand  aox  obseqnes  de  Edm.  Lsgwne  t  13.  \UL  IW 

K.  ann.  math.  Ser.  3,  V,  494. 

124.  Sor  les  toits  mathematiqnes  d'aatenis  etrangen  pdbiiet  ea  Snfede  «s  tradBÜi 

en  Saedois.    G.  Eneström.    Bibfioth.  maÜL  11(86.  4&.  9S,  IM.    iTa^ 
Bd.  XXXI,  Nr.  468  ] 

125.  Sor  l'bif  toire  des  sdences  malh^matiqnes  et  physiqiies  de  ] 

B.  Boncompagni.     Bibfioth.  math.  1886.  4^  S7. 

126.  Qoertions  hiftoriqoes.    Bibfioth.  math.  1886,  47,  96.  144.  244. 

VergL  Gleicfaongen  127. 


127.  Beweis  des  Satses.  dass  eine  jede  algebraische  Gkidiimr  ^»^  Wmne^  1»^ 

£.  HoUu    Acta  math.  Vlli,  155.  —  G.  Loria  ibia.  IX.  Tl. 
12S.  Theorie  der  Abel*sch«:n  Zahlkörper.  H.  Weber.  Acte  b^Ol  VIIL  iM;  IX.  lOi 

129.  Zor  Theorie  der  symmetrisdien  Fnnctioiien.    L.  ScheadeL    Mtentir.  MA 

Phys.  XXXI,  316. 

130.  Sor  nne  formnie  de  Newton     E   Cesara    Mitlifäi  Tl.  172 
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131.  Ueber  die  AoflOBung  gewisser  algebraischer  Gleichnngen  mittels  Integration 

von  Diiferentialgleichungen.  W.  Heymann.  Zeitschr.  Math.  Phys.XXXI, 
102,  129. 

132.  üeber  die  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln  trinomischer  Gleichnngen.    Th. 

ßaumgardt.    Grün.  Archiv  2.  R.  IV,  103.    [Vergl.  Bd. XXXI,  Nr.  497.] 

133.  üeber  die  A  af  lOsung  der  allgemeinen  trinomischen  Gleichung  t" +0^*—'+  6  =  0. 

W.  Heymann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXI,  223. 

134.  Die  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  der  ouartinomischen  Gleichungen.   AI  fr. 

Wiener.    Zeitechr.  Math.  Phys.  XXXI,  65,  192. 

135.  Sur  les  valeurs   reelles   ä  donner  k  a  et  b  pour  que  T^quation  3^  +  8at' 

— 126^'  + 4&k0  admette  une  racine  double.    J.lDerousseau.    Mathesis 
VI,  36.  —  J.  Neuberg  ibid.  37. 
186.  Sur  les  racines  de  T^quation  Xiw  =  0.    P.  J.  Stieltjes.    Acta  math.  IX,  385. 

137.  Zur  graphisch-mechanischen  Auf  lÖBung  numerischer  Gfleichungen.  G.Beuschle. 

Zeitschr.  Math.  Phvs.  XXXI,  12. 

138.  Sur  les  ^quivalences  alg^briques  et  T^limination.  H.  Laurent.   N.  ann.  math. 

Ser.  3,  V,  432.  466. 

139.  Zur  Theorie  der  Elimination.    C.  Schmidt.    Zeitschr. Math.  Phys.  XXXI,  214. 

140.  Systeme  d'^quations  ayant  tontes  leurs  racines  reelles.   E.  Gesaro.   Mathesis 

VI,  193. 

141.  Auflösung   linearer  Gleichungen.     W.  Veit  mann.     Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXI,  267. 

142.  IWsoudre  ie  Systeme  (a;+2y)(Ä+y)  =  a*,  (y+2aj)(y+2«)  =  fe«,  {g-^2x)(z-¥2y) 

=  c^    Bevens.    Mathesis  VI,  69.  —  Jane  ibid.  69. 

143.  D^pendance  reciproque  de  trois  äquations  cubiques  ä  trois  inconnues.  Deprez. 

Mathesis  VI,  67.  —  De  Cennynck  ibid.  68.  —  Choisis  ibid.  68.  — 
Thirö  ibid.  68. 

144.  Räsoudre  le  svst^me  a^  —  a=^v*'-h  —  sfl-c  =  xye,  B^jot  etc.  Mathesis  VI,  45. 

145.  Systeme  de  deux  äquations  du  triosiöme  degre  värifie  par  des  valeurs  räelles 

des  inconnues.    P.  Mansion.    Mathesis  VI,  255. 

146.  Systeme  de  trois  dquations  du  4.  degrä.    E.  Gesaro.    Mathesis  VI,  263. 

147.  Sur  deux  ^quations  du  9.  degrä.    E.  Gesaro  eto.    Mathesis  VI,  278. 

Vergl.  Determinanten. 

H. 

Hypoibsl. 

148.  Sur  Täquation  diff^rentielle  de  toutes  les  hyperboles  ^quilat^res  trac^es  dans 

un  plan  et  ayant  leur  centre  dans  un  point  donn£  H.  Brocard.  Ma- 
thesis VI,  12. 

149.  Systeme  d'hyperboles  ^quilatäres  drconscrites  ä  an  triangle  rectangle.    Ma- 

thesis VI,  167. 

150.  Sur  la  circonförence  a;«+y»=l  et  Thyperbole  öquilatöre  y*-a:«-2a?y  +  2y 

+1  =  0.    Beyens  &  A.  Thirä.    Mathesis  VI,  232. 

151.  Sur  deux  hyperboles  äqnilatäres  dont  les  asymptotes  sont  paralleles.  N.  ann. 

math.  Ser.  3,  V,  401. 

152.  Sur  deux  hyperboles  ^quilat^res  ayant  leurs  asvmptotes  paralleles  aux  cötäs 

d'un  rectangle  donn^.    H.  Brocard.    Mathesis  VI,  205. 

153.  Sur  trois  hyperboles  se  coupant  en  un  point  d*nne  circonf^renoe.  P.  leGointe. 

Mathesis  VI,  183. 

154.  Le  lien  des  points  tels  que  les  extr^mitäs  des  trois  droites  limitäes  aux  cdtäs 

des  angles  d*un  triangle  donn^  et  ayant  leur  milieu  en  ce  point  soient 
situäes  sur  une  hyperbole  äquilatäre,  est  Taxe  d*homologie  de  ce  triangle 
et  du  triangle  des  pieds  des  hauteurs.    V.  Jamet.    Mathesis  VI,  18. 

Hyporbolisclio  Fanetlonen. 

155.  Sur  quelques  relations  nonvelles  entre  les  fonctions  hyperboliques  et  les  fonc- 

tions  circulaires.    S.  Realis.    Mathesis  VI,  7. 

I. 

Integration  (tmbettimmta). 

166.  Sur  Viutägrale    L.t.i*    V.  de  Sträkalof.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  V,  683 
[Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  106.J 

Hi.t..llt.  Abthlg.  d.  Zlfohr.  f.  Mfttb.  u.  Phy..  XXXU,  6.  15^^^^^  ^^  GoOgle 
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Interpolation. 
167.  Sur  une  extension  k  rinfini  de  la  formale  d*interpolation  de  Gauas.    J.  Ben- 
dixBon.    Acta  math.  IX,  1. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  115. 

Invariantentheorie. 

158.  Beweis  für  das  VerschwindeD  der  Summe  der  numerischen  Coefficienten  einer 

Inyariante.    Fr.  Hofmann.    Zeitschr.  Math.  Phjs.  XXXI,  369. 

H. 

Xegeltolmitto. 

159.  En  chaqae  point  d'une  conique,  on  mene  un  diam^tre  et  la  normale.    Troaver 

le  neu  du  point  d'intersection  de  ce  diametre  et  de  la  tansente  ä  Tautre 
exträmitä  de  la  normale.    Falisse  &  Deprez.    Mathesis  V I,  87. 

160.  Sur  le  point  de  Tarrv.    J.  Neuberg.    Mathesis  VI,  1. 

161.  Conique  d^crite  par  le  centre  des  symddianes  d'un  triangle  dont  deux  sommets 

et  Tangle  opposä  sont  donuäs.    Deprez.    Mathesis  VI,  136. 

162.  Sur  un  sjst^me  ae  coniques  dont  IMquation  a  ses  coefficientfl  fonctions  Unfaires 

de  deux  param^tres.    A.  Ramend.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  V,  424. 

163.  Ueber  die  Systeme,  welche  durch  Kegelschnitte  mit  einem  gemeinsamen  Po- 

lardreieck, bez.  durch  Flächen  zweiten  Grades  mit  einem  gemeinsamen 
Polartetraeder  gebildet  werden.  K.  Meister.  Zeitschr.  Math.  Pfiya. 
XXXI,  321. 

164.  Conique  envelopp^e  par  la  ligne  des  centres  de  certains  cercles  Tariables. 

Deprez  &  Pisani.    Mathesis  VI,  237. 

165.  Sur  le  cercle  orthoptique.    M.  d^Ocagne.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  V,  97. 

166.  Sur  le  Systeme  d'une  conique  et  d*un  cercle.    B.  Godefroy.    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  V,  155. 

167.  Sur  un  thäoräme  de  Steiner.  Genese.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  V,  498.    [Vergi. 

Bd.  XXX,  Nr.  717.] 

168.  Centre  d*une  conique  inscrite  ä  un  triangle.    J.  Neuberg.    Mathesis  VI,  31. 

169.  Beweis  eines  Steiner 'sehen  Lehrsatzes  Tom  eingeschriebenen  Viereck.    U.  E. 

M.  0.  Zimmermann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXI,  121. 

170.  Les  sommets  j&,  0  du  triangle  ABÖ  sont  fixes,  et  le  troisi^me  parcourt  une 

droite.  Les  sommets  du  carr^  inscrit  dont  un  cdt^  repose  sur  BA  d^cri- 
vent  des  coniques.    Deprez.   Mathesis  VI,  91.  —  Jerabek  ibid.  92. 

171.  Lien  des  sommets  des  coniques  circonscrites  k  un  paralläiogramme  dornig 

Gob.    Mathesis  VI,  257.  —  J.  Neuberg  ibid.  259. 
Vergl.  Ellipse.    Formen  74.    Hyperbel.    Parabel 

Kettenbrfiehe. 

172.  Principe  fondamental  de  la  thäorie  des  fractions  continuee  p^riodiques.    P. 

Mansion.    Mathesis  VI,  80. 

Kreis. 

173.  Sur  les  droites  de  Simsen.    Verniory.    Mathesis  VI,  32. 

174.  Ueber  gewisse  merkwürdige  Punkte  des  Dreiecks.    Schlömilch.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXI,  251. 

175.  Geometrische  Sätze.    B.  Sporer.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXI,  43. 

176.  Trianfi^les  inscrits  dans  un  cercle  et  ayant  pour  centre  de  graritä  nn  point 

donn^.    Mathesis  VI,  156. 

177.  Sur  le  cercle  des  neuf  points.    Em.  Lemoine.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  V,  122. 

178.  Zur  Figur  des  Feuerbach*schen  Kreises.  W,  Godt.    Grün.  Archiv  2.B.  IV,  436. 

179.  Sur  le  cercle  de  neuf  points.    Cl.  Thiry.    Mathesis  VI,  106. 

180.  Lieu  d^crit  par  le  centre  de  similitude  de  deux  figures  semblables.   Pleyers 

fk  Beyens.    Mathesis  VI,  236.    Deprez  &  Pisani  ibid.  237. 

181.  Sur  un  probläme  de  potentiel.    J.  B.  Pomey.    N.  ann.  math.  8er.  3,  V,  48S. 

182.  Sur  deux  cordes  rectangulaires  passant  par  un  point  donn^  intdrieor  d*ane 

circonf^rence.    J.  Neu b erg.    Mathesis  VI,  228. 

183.  Sur  les  segments  däterminäs  sur  les  cOtäs  d*un  triangle  ^qnilat^ral  par  les 

perpendiculaires  abaissäes  d*un  point  de  la  oirconfi^rence  oirooDBcrite. 
Gob.    Mathesis  VI,  189. 

184.  Circonf^rences  circonscrites  k  nn  triangle  donn^  et  aux  trois  triangles  ajant  ponr 

sommets  deux  sommets  du  premier  triangle  et  le  centre  de  la  premi^re 
circonf^rence.  Verniory  &  Gob.  Mathesis  VI,  164.  —  Lanrens  ibid.  166. 
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186.  Tangente  ä  une  circonförence  donnöe  rencontrant  denz  autres  circonfärenceB 
donnäes  h,  distance  ^gale.    H.  Brocard.    Matheeis  VI,  228. 

186.  Intersections  d*uue  coarbe  algäbricnie  et  d'nn  cercle  ä  rayon  variable  mais  de 

centre  fixe.    M.  d*Ocagne.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  V,  295. 

187.  Sur  leg  couples  de  denx  cercles  tangents  entre  eux  et  tangents  ä  un  cercle 

donnä  en  deax  points  donn^s.    Matheeis  VI,  164. 

188.  Circonförence  tangente   k  trois  circonfärences  et  spbäre  tangente  h  quatre 

epb^es.    N.  ann.  math.  Ser.  a,  V,  639. 

189.  Sur  cinq  circonförences  tangentes  entre  elles.    H.  Brocard  &  J.  Neaberg. 

Mathesis  VI,  208. 

190.  Sor  une  conronne  de  cercles  tangents  ä  nne  circonfi^rence  donn^e.    S.  B.    Ma- 

thesis VI,  139. 

191.  Sur  une  couronne  compos^e  de  2n  cercles  tangents  ä  une  circonf^rence  donn^ 

et  altemativement  des  deux  rayons  ri  et  rg.    S.  B.    Mathesis  VI,  140. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  102.    Bectification  249. 


VEzima  «nd  Xinima. 

192.  Sur  une  question  de  maximum  et  de  minimum  propos^e  par  M.  Tchebycheff. 

A.  Mark  off.    Acta  math.  IX,  67. 

193.  Ein  Maximum -Problem.    0.  Bermann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXT,  49,  381. 

Vergl.  Sphärik  262.    Stereometrie  268. 

Mechanik. 

194.  Ueber  Eörperketten.    F.  August.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXf,  348. 
196.  Sur  les  poiygones  ferm^s.    E.  Collignon.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  V,  497. 

196.  Analytisch -specifische  Grössen  des  Vierecks.    B.Hoppe.    Grün.  Archiv  2.  B. 

IV,  224,  330.  —  F.  August  ibid.  330. 

197.  Sur  la  balance  de  Boberval.    H.  Besal.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  V,  161. 

198.  Sur   la   d^termination   gdomätrique   des  brachistochrones.    De   Saint-Ger- 

main.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  V,  177. 

199.  Theorie  des  Gauss'schen  Pendels  mit  Bücksicht  auf  die  Botation  der  Erde. 

H.  Samter.    Grün.  Archiv  2.B.  IV,  1. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  17,  18.    Astronomie.    Elektricität. 
Elliptische  Transcendenten  70.  Mehrdimensionale  Geometrie  200.  Potential. 

Mehrdimentionalo  Ooometrie. 

200.  Anziehung  eines  der  Kugel  analogen  Gebildes  von  n  Dimensionen  auf  einen 

Punkt     B.  Hoppe.    Grün.  Archiv  2.  B.  IV,  186. 

201.  Anzahlbestimmungen  für  lineare  Bäume  beliebiger  Dimension.  H.  Schubert. 

Acta  math.  VIII,  97. 

Modolargleiohnngen. 

202.  Die  Modnlargleichungen   der  Galois^schen  Moduln   der   2.  bis  6.  Stufe.     G. 

Friedrich.    Grün.  Archiv  2.  B.  IV,  113. 

O. 

Oberflftclien. 

203.  Sur  les  seotions  planes  des  surfaces.    Theorie  nouvelle  des  plans  cvcliques  et 

des  ombilics     V.  Lac  de  Bosredon.    N.  ann.  math.  Ser. 3,  V,  186,  214.. 

204.  Sur  une  question  de  roulettes  en  connexion  avec  les  surfaces  de  r^volution 

de  courbure  moyenne  constante.    E.  Habich.    Mathesis  VI,  103. 

205.  Trouver  le  lieu  des  points  de  vue  M  qui  donnent  pour  perspective  sur  un  plan 

fixe  P,  d*un  segment  AB  de  droite  fixe  de  longueur  domiäe,  un  autre 
Segment  A'B'  de  longueur  constante  l.    H.  Brocard.    Mathesis  VI,  43. 

206.  Lignes  de  plus  grande  pente  de  la  surface  g=   .       ^«     H.  Brocard.     Ma- 

thesis VI,  251.  ^ 

207.  Sur  la  surface  «a;*  =  ay*.    H.  Brocard.    Mathesis  VI,  126. 

Vergl.  Abbildung.   Cubatur.   Maxima  und  Minima  193.   Thetafunctionen  273. 

OborflAohen  zweiter  Or^pxmg. 

208.  Axes  des  sections  planes  des  surfaces  du  second  ordre.   Barbarin.   Mathesis 

VI,  26,  49. 

209.  Synthetische  Theorie  der  Krümmung  der  Flächen  zweiter  Ordnung.    C  Cranz. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXI,  66. 
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210.  Zur  Entartonff  einer  Fl&che  zweiter  Ordnnng.    A.  Thaer.     Zeitsehr.  Math. 

PJiyg.  XXXI,  382. 

211.  Sar  rhyperboloide.    Mangeot.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  Y,  480. 

212.  Gondition  pour  que  auatre  droites  soient  les  gdo^ratrices  d*un  m^ine  Systeme 

d*an  nyperbolotae.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  v,  158. 

Opük. 
218.  Ueber  Befractionscurven.    £.  Oekinghaus.    Gran.  Archiv  2.  B.  IV,  429. 

P* 

Parabel. 

214.  Thäor^mes  sur  la  parabole.     C.  Bergmans.     Mathesis  VI,   169.     (Vergl. 

Bd.  XXXI,  Nr.  160.] 

215.  G^n^ration  d*une  parabole  an  moyen  d*ane  circonfärence  avec  nne  tangente 

fixe  et  nne  tangente  mobile.    Mineur  etc.    Mathesis  VI,  213. 

216.  Troaver  Tenveloppe  de  Taxe  d*ane  parabole,  de  grandeur  constante,  passant 

par  un  point  fixe  et  tangente  k  une  droite  fixe.  Deprez.   Mathesis  Vi,  86. 

217.  Sar  les  normales  k  ane  courbe  enveloppe  aoi  sont  en  mSme  temps  tangentea 

ä  une  möme  parabole.    Verniory.    Mathesis  VI,  214. 

218.  Lieu  des  points  m  tels  qae  le  cercle  passant  Dar  les  points  de  contact  des 

tangentes  k  une  parabole  donnöe  issues  ae  M  et  par  le  sommet  de  la 
parabole  ait  an  rayon  constant.    Mathesis  VI,  157. 
Vergl.  Ellipse  65. 

Paraboloid. 

219.  Sur  une  propri^t^  da parabololde  hyperbolique.  H.  Novarese.  Mathesis  VI,  75. 

Flanlmetrie. 

220.  Theilang  einer  Geraden  nach  dem  goldenen  Schnitt.     M.  Weidenhol  ser. 

Grün.  Archiv  2.  B.  IV,  106. 

221.  Sur  quatre  couples  de  lignes  symätriques  par  rapport  ^  an  axe  donnd.   Ver- 

niory &  De  Hondt.    Mathesis  VJ,  141. 

222.  Sur  trois  couples  de  paralleles  dans  unplau.   Bartier  etc.   Mathesis  VI,  134. 

228.  Trois  droites  se  coupant  dans  an  seui  point.    J.  Collin  &  Laurens.    Ma- 

thesis VI,  66. 

224.  Gänäration  d'une  droite.    Verniory,  D'Hondt  etc.    Mathesis  VI,  190. 

225.  Les  sommets  By  C  du  triangle  ABC  sont  fixes,  et  le  troisieme  se  meut  sur 

une  droite.  Dämontrer  mie  les  sommets  et  le  centre  du  carrä  {inscrit 
dont  an  cötä  repose  sur  BC  d^crivent  des  droites.  Pisani.  Mathesis 
VI,  89.  —  Verniory  ibid.  90.  —  Jerabek  ibid.  90.  --  J.  Neuberg 
ibid.  91. 

226.  Construire  un  triangle  ABO,  connaissant  le  cöt^  a,  Tangle  opposä  A  et  sachant 

que  la  bissectrice  de  Tangle  J.,  la  mediane  issue  de  J3  et  la  hauteur 

gartant  de  C  se  coupent  en  an  mdme  point.    Pisani,  Boedt  etc.    Ma- 
lesis  VI,  167. 

227.  Construire  un  triangle  ABC^  connaissant  BC,  la  longueur  de  la  mediane 

BB"  et  Celle  de  la  sym^diane  CC\    Fr.  Falisse  &  Deprez.    Mathesis 
VI,  95. 
'228.  Thäor^me  sur  les  medianes  d*un  triangle.    Beyens,  Deprez  &  D^fiondt 
Mathesis  VI,  46. 

229.  Sur  le  triangle  form^  par  des  perpendiculaires  aux  cöt^s  d*un  triangle  donne 

'     aux  points   oü   ils   sont  reucontres  par  une  transversale.     Boedt  etc. 
Mathesis  VI,  116. 

230.  Sur  les   perpendiculaires   au  milieu  des  droites  aui  coupent  des  longaeors 

Egales  sur  deux  cöt^s  d'un  triangle  ^  partir  de  leur  mtersection  a?ec  le 

troisiäme  cötd.    Mathesis  VI,  155. 
281.  Droites  dans  un  triangle  qui  concourent  en  un  mSme  point.    Beyens  etc. 

Mathesis  VI,  166. 
232.  Notes  sur  la  gäomätrie  du  triangle.    Lemoine  &  Neuberg.    Mathesis  VI, 

55,  73.  0 

238.  Sur  la  droite  qui  Joint  les  points  de  Brocard  d'un  triangle.    E.  Lemoine.' 

Mathesis  VI,  115. 
234.  Triaiigle   entourä   d'une  särie  de  triangles  semblables  k  un  triangle  donn^. 

Boedt  &  De  Bondt.    Mathesis  Vi,  211. 
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235.  Propri^t^s  d'an  triangle  qaelconqae  sur  les  cöt^s  duquel  on  construit  extä- 

rieurement  les  carr^.    A.  Lambert.    Mathesis  Vl,  39. 

236.  Sur  un  probläme  de  limite.    M.  d'Ocagne.    Mathesis  VI,  76. 

237.  CoDstruction  d*un  carrä  au  moyen  d'un  compas  &  Ouvertüre  fixe.   A.  Knops. 

Mathesis  VI,  133. 
288.  Lehrsätze  vom  Sehnenviereck.    Fr.  Schiffner.    Grün.  Archiv  2.  B.  IV,  325. 

239.  Inscriptibilitä  de  certains  quadrilatäres.    Bertrand  etc.    Mathesis  VI,  93.— 

J.  Neuberg  ibid.  94. 

240.  Ueber  zwei  einander  gleichzeitig  ein-  und  umbeschriebene  Fünfecke.    M. 

Klose.    Zeitschr.  Math.  Phjs.  XXXI,  61. 
Vergl.  Kreis. 

Potential. 

241.  üeber  die  sprungweise  Aenderung  des  Differentialquotienten  der  Potential- 

function  beim  Durch  gange  des  beeinflussten  Punktes  durch  eine  Fläche. 
J.  Frischauf.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXI,  252. 

242.  Sur  quelques  applications  de  la  fonction  Z{x^  y,  e)  ä  la  physique  matht^ma- 

tique.    P.  Appell.    Acta  math.  VIII,  265. 

243.  Bemerkungen  zu  Besser:  „Ueber  die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  einem 

Cylinder."    E.  Häntzschel.    Zeitochr.  Math.  Phvs.  XXXI,  54.  —  Erwide- 
rung.   R.  Besser.   Ebenda,  bist.- lit.  Abth.  66.    [Vergl.  Bd.  XXXI.  Nr.  47.] 

244.  üeber  Vertheilung  und  Strömung  der  Elektricität  auf  dem  Parallelepipedon. 

H.  Niebour.    Grün.  Archiv  2.  R.  IV,  337. 
Vergl.  Elektricität. 

Qnadrator. 

245.  Sur  la  th^orie  du  planimätre  d'Amsler.  A.  Thir^.  N.  ann.  math.  Ser.  8,  V,  363. 

246.  Diff^rentes  formules  pour  Faire  du  triangle.    M.  Baker.    Mathesis  VI,  203. 

247.  On  projette  un  point  quelconque  M  d'une  ellipse  sur  la  bissectrice  de  Tangle 

form^  par  le  rayon  Om  avec   le  grand  axe  OÄ.    Tr%uver  Taire  de  la 
courbe  lieu  de  cette  projection.   tfillet^Poilvache.   Mathesis  VI,  65. 

248.  Aire  de  la  courbe  x  =  Bco8a{l+8ina'^)i  y  =  lisina\    Pisani  &  Verniory. 

Mathesis  VI,  234. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  102. 

B. 

Beetifleation. 

249.  Methode  ^lämentaire  pour  calculer  le  rapport  de  la  circonfärence  au  diamätre. 

L.  Maleyx.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  Y,  5. 

250.  Trouver  la  longueur  de  la  boucle  de  la  strophoide.    P.  Mansion.    Mathesis 

VI,  108. 

251.  Rapport  existant  entre  trois  arcs  de  courbes.    H.  Brocard.    Mathesis  VI,  80. 

Reihen. 

252.  Principes  g^näraux  de  la  th^orie  des  limites.   P.  Mansion.   Mathesis  VI,  265. 
258.  Sur  la  thäorie  des  s^ries.    E.  Cahen.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  V,  535. 

254.  Sur  r^valuation  approchde  de  certaines  s^ries.    £.  Cesaro.    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  V,  449. 
856.  Source  d*identit^B.    E.  Cesaro.    Mathesis  VI,  126. 

256.  Sur  la  s^rie  de  Lambert.    E.  Cesaro.    N.  ann.  math.  Ser.  '8,  V,  106. 

257.  Sur  la  s^rie  de  Lam^.    Catalan.    Mathesis  VI,  100. 

258.  Zur  Snmmation  endlicher  Reihen  von  der  Form  ZkUk^    H.  Simon.    Grün. 

Archiv  2.  R.  IV,  107. 

259.  Sur  un  quotient  dont  le  d^nominateur  est  la  s^rie  binomiale  tandisque  le 

numdrateur  est  la  somme  de  membres  ^quidistants  de  cette  möme  särie. 
E.  Cesaro.    Mathesis  VI,  161. 

260.  Sur  Valgoritbme  [abc.,,l]^*K    M.  d'Ocagne.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  V,  257. 

[Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  197.J 

261.  Sur  la  somme  des  produits  k  k  k  des  nombres  naturels.    V.  Mollame.    N. 

ann.  math.  Ser.  3,  V,  864. 
Vergl.  Astronomie  30.    Bestimmte  Integrale  37,  38.    Differentialgleichungen 
54.    Taylor's  Reihe. 
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flphArik. 

262.  D^termmation  du  nombre  maximum  de  sphöres  .^ales  qui  peuvent  toucher  ä 

la  fois  une  autre  Sphäre  de  mSme  rayon.    K  Fauquembergue.    Ha- 
thesis  VI,  124. 

263.  Sur  trois  sphäres  Egales  circonscritB  k  trois  faces  d'un  t^traädre.    Beyens  & 

Laurent.    Mathesis  VI,  233. 

264.  Sur  les  arcs  joignant  un  point  quelconque  de  la  Sphäre  auz  sommets  et  au 

Soiut  de  rencontre  des  medianes  d'un  triangle  sph^rique.     Beyens. 
[athesis  VI,  238. 

Stereometrie. 
266.  Thäorämes  de  Descartes  et  d'Euler.    P.  Mansion.    Mathesis  VI,  121. 

266.  Zwei  Sätze  Yon  regelmSj^sigen  Pyramiden  und  Polyedern.   IL  Hoppe.    Gnm. 

Archiv  2.  E.  IV,  441. 

267.  Tout  plan  parallele  &  une  face  d^un  octaedre  regulier  coupe  la  surface  de  oe 

solide  süivant  nn  hezagone  de  p^rimätre  constant.  Beyens  etc.  Mathesis 
VI,  117. 

268.  Trouver  sur  un  plan  donnä  le  point  dont  la  somme  des  disfances  ä  deux 

droites  donnees  seit  un  minimum.    Boedt  etc.    Mathesis  VI,  117. 

269.  Quadrilatäre  jauche  ayant  pour  sommets  les  sommets  d'un  triangle  et  un 

point  yanable  sur  une  droite.    Mathesis  VI,  156. 


T. 

Taylor'tohe  Eeilie. 

270.  Sur  une  foime  du  reste  daus  la  formule  de  Taylor,  pour  les  fonctions  d^une 

variable  imaginaire.    P.  Mansion.    Mathesis  VI,  101. 

ThetaAi&etlonen. 

271.  Theorie  der  Thetafunctioneu  einer  Veränderlichen,  deren  Charakteristiken  sich 

aus  gebrochenen  Zahlen  zusammensetzen  lassen.    B.  Voss.   Grün.  Archiv 
2.  E.  IV,  386. 

272.  Die  Flächen  constanter  Krümmung  mit  einem  System  sphärischer  Erfimmungs- 

linien  dargestellt  mit  Hilfe  von  Thetafuncüonen  zweier  Variabein.  Herrn. 
Dobriner.    Acta  math.  IX,  73. 

Trigonometrie. 

273.  Construire  la  formule  pour  co«(J.  4- B)  par  la  m^thode  d*AbeL  Fr.  Hof  mann. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  V,  279. 

274.  Sur  une  nou volle  relation  trigonomdtrique.    L.  Saalschütz.    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  V,  47. 
276.  Dämonstration  de  certaines  formules  trigonomätriques.   J.  Gillet  &  Falisse. 
Mathesis  VI,  67. 

276.  Angle  dont  la  tangente  est  ägale  au  prodait  des  tangentes  des  trois  aogles 

d'un  triangle.    Boedt.    Mathesis  VI,  20.  —  Choisis  ibid.  21. 

277.  Condition  satisfaite  par  deux  racines  d'une  äquation  en  fonctions  tarigonomä- 

triques.    Beyens,  Thirä  &  Verniory.    Mathesis  VI,  70. 

278.  Eelation  entre  les  cötäs  du  triangle  dont  les  angles  sont  a,  90"  +  «,  90<>-2ar. 

Bäjot  &'  Costa.    Mathesis  vi,  21.  —  Verniory  ibid.  22. 

279.  Sur  un  triangle  sur  les  c6t^  duquel  on  construit  extärieurement  les  carr^ 

Deprez.    Mathesis  VI,  84. 

280.  Thäoräme  sur  les  antiparall^les  aux  3  cötds  d'an  triangle  menäes  par  un  point 

donnä.    Falisse,  Gob  &  A.  Lambert    Mathesis  VI,  114. 

281.  Trouver  les   diagonales   d'un   quadrilatäre  connaissant   leur   produit  et  les 

quatre  cötäs.  E.  Fauquembergue.  Mathesis  VI,  42.  [Vergl.  Bd . XXIX, 
Nr.  448  ] 

282.  Angles  sous  lesquels  ou  voit  d'un  point  quelconque  d*une  circonfdrenoe  les 

diamätres  qui  passent  par  les  sommets  oppos^s  d*un  polygone  r^ulier 
circonscrit  d'un  nombre  pair  de  cötäs.  Beyens,  Deprez  &  De  Cea- 
ninck     Mathesis  VI,  118. 

283.  Thdoräme  de  trigonomätrie  sph^rique  du  ä Steiner.  Deprez.  Mathesis  VI,  111. 
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IJ. 
intraalliptitQhe  TranseendniteiL 

284.  Ueber  byperellipÜBche  Integrale  8.  aud  3.  Gattung.   0.  Staude.    Acta  math 

Vnl,  81. 

W. 

Wahneheinliölikeittreetaiuing. 

285.  Zur  mathematischen  Statistik.  W.  Eflttner.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXf,  246. 

[Vergl.  Bd.  XXVI,  Nr.  197.] 

286.  Sur  les  paris  de  courses.  Du  C  baten  et.  N.  ann.  math.  Ser.3,  Y,  827.  880,  408. 

287.  Probabilitö  que  la  cime  d'un  arbre  bris^  par  le  vent  atteigne  le  boI.    E.  Ce- 

saro.    MathesiB  VI,  14. 

B. 
Zahlmtheorie. 

288.  Symmetrische  und  complementäre  Vertheilung  der  Indexsummenreste  r  für 

Primzahlen  von  der  Form  p  =  2^'hX.    J.  Hermes.    Grün.  Archiv  2.  R. 
IV,  207. 

289.  D^duction  de  quelques  formules  analytiqaes  d*an  tb^röme  ^lämentaire  de  la 

th^orie  des  nombres.    A.  Berger.    Acta  math.  IX,  SOf. 

290.  Sur  les  nombres  lU  ...  1.   H.  Brocard.   Mathesis  VI,  163.    [Vergl.  Bd.  XXX, 

Nr.  487.] 

291.  Sar  un  thäor^me  de  M.  Hermite  relatif  &  la  fonction  E(x).    M.  A.  Stern. 

Acta  math.  VHI,  93.    [Vergl.  Bd.  XXX,  Nr.  904.] 

292.  Einige  Sätze  über  Summen  von  Divisoren.    J.  Hacks.    Acta  math.  IX,  177. 

293.  Die  neunte  vollkommene  Zahl.    P.  Seelhoff.    Zeitsohr.  Math.  Phys.  XXXI, 

174,  320. 

294.  Sur  les  nombres  parfaits.    Ed.  Lucas.    Mathesis  VI,  146. 

295.  Sur  les  nombres  parfaits.    M.  A.  Stern.    Mathesis  VI,  24a  —  Ed.  Lucas 

ibid.  250. 

296.  Ueber  vollkommene  Zahlen.    G.  Valentin.    Grün.  Archiv  2.  B.  IV,  100. 

297.  Sur  la  distribution  mutuelle  des  nombres  polygones.    E.  Gesaro.    N.  ann. 

math.  Ser.  3,  V,  209. 

298.  Ein  Rechenfehler  von  J.  Bemoulli.     P.  Seelhoff.     Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXI,  63. 

299.  Die  Auflösung   grosser  Zahlen  in  ihre  Factoren.     P.  Seelhoff.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXI,  166. 
800.  Ein  neues  Kennzeichen  für  die  Primzahlen.    P.  Seelhoff.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXXI,  306. 
301.  D^veloppements  nouveauz  sur  quelques  propositions  de  Fermai    S.  Bealis. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  V,  113. 

802.  De  la  divisibilitä  du  nombre  combinatoire  f  ^J  par  un  nombre  premier  p. 

Van  den  Broeck.    Mathesis  VI,  179. 

803.  Le  nombre  combinatoire  (4355^)  ©st  divisible  par  17.    Van  den  Broeck. 

Mathesis  VI,  179. 

304.  L'ezpression  (rc-f  ly  — «''— 1  est  divisible  par  («•+«+1)*,  lorsqne  jp  =  6ffi  +  l. 

Bochetti  &  Beyens.    Mathesis  VI^  215. 

305.  Divisibilitä  de  103*-1  par  3"+«.    Heurard.   Mathesis  VI,  235,  —  Brasseur 

ibid.  235. 

306.  Ueber  Producte  aus  ganzen  Zahlen.  B.  Sporer.  Grün.  Archiv  2.  B.  IV,  332,  434. 

307.  a(a-l-l)(a+2)(a+3)  augmentö  de  1  est  un  carre,  aunnent^  de  2n*estjamais 

une  poissance  ezacte.    E.  Gatalan.    Mathesis  VI,  101. 

308.  Sur   une  question  de  Diophante.     Fauquembergue.     Mathesis  VI,  132. 

[VergL  Bd.  XXX,  Nr.  497.] 

309.  Caract^res  d*indivisibilit^.    Fauquembergue.    Mathesis  VI,  59. 

310.  Sur    ridentitö   4a«  +  (26  +  l)«  +  l  =  (a+6)»  +  (a-6)*  +  (a4-6+l)'-*-(a-ft-l)*. 

Bochetti  etc.    Mathens  VI,  215. 

311.  Polygones  dont  le  nombre  des  diagonales  est  un  oarr^.    Jamet,  Brocard 

&  Even.    Mathesis  VI,  162. 
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812.  Auflösung  der  Congraenz  a;'  =  r(mo(l^).  P.  Seelhoff.   Zeitschr.  Math.  Ph; 
XXXI,  378. 

(V2  .  l)«"-»  .  (1/2 -i)*"-* 

313.  L'expression  — —^ est  la  somme  de  deux  carr^  entie 

si  n  est  eutier.    Brocard,  Gillet  &  Falisse.    Mathesis  YI,  62.  — 
Gesaro  ibid.  63.  —  E.  Lucas  ibid.  133. 

314.  a  et  6  dtant  des  nombres  entiers  et  n  un  nombre  entier  sup^rieur  ä  1;  ^ta 

««••— I  -LÄ««-I   I 

en  BUB  a  =  a-^ya*-^h\  ß  =  -a4-?^a«-|-6*  la  quantit^  -^ —  i 

Of+p 

la  somme  de  deux  carr^s  et  de  trois  carr^s.    Gillet  &  Minen r.   II 
tbesia  VI,  65. 

315.  D^composer  en  aomme   de  deux  carräs  TexpreBsion  24(1^+2^ +  ...  +  n^  4 

Jamet  etc.    Mathesis  VI,  262. 

316.  Trouver  n  nombres  entiers  cons^cutifs  dont  la  somme  soit  le  double  d^ 

carr^.    Jamet  etc.    Mathesis  VI,  277. 

317.  Applications  des  formules  gdnäralcB    qui  donnent  la  Solution  complete,  ^ 

nombres  entiers,  de  T^quation  homogene  du  second  degr^  contenant^"'*  ^ 
nombre  quelconque  d*inconnues.  Desboyes.  N.  ann.  math.  Ser. 3,|  ^' 
226.     [Vergl.  Bd.  XXX,  Nr.  912.]  1 

318.  Bäsolution,  en  nombres  entiers  et  sous  sa  forme  la  plus  g^närale,  de  T^l 

tion  cubique,  homogene,  k  trois  inconnnes.    Desboves.    N.  ann.  mat 
Ser.  3,  V,  646. 
819.  Die  Zahlen  von  der  Form  Jb. 2« +  1.  P.  Seelhoff.  Zeitschr.  Math,  Phys  XXXI,  a 
Vergl.  Formen.    Geschichte  der  Mathematik  116.  "p^  i 
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